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Wir  wollen  das  elektromagnetische  Feld  aus  den  Hertzschen 
Erweiterungen  der  Maxwellschen  Gleichungen  für  bewegte  Körper 
bestimmen  für  den  Fall,  dafs  in  einem  gegebenen  statischen  magne- 
tischen Felde  ein  leitender  Rotationskörper  sich  mit  gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit  um  seine  Achse  dreht.  Wir  setzen  dabei  voraus, 
dals  die  Geschwindigkeit  der  Körperelemente  klein  gegen  die  Licht- 
geschwindigkeit sei,  d.  h.  wir  beschranken  uns  auf  die  Induktion  erster 
Ordnung.  Femer  wollen  wir  das  Feld  erst  für  die  Zeit  bestimmen,  in 
welcher  der  Vorgang  als  stationär  im  Räume  angesehen  werden  kann. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  a.  Physik.  48.  Band.  1902.  I.Heft.  |. 


2  Über  Induktionen  in  rotierenden  Leitern. 

Wir  werden  die  Formeln  zuerst  ganz  allgemein  lassen^  sodann  die 
speziellen  Fälle  der  Kngel^  des  verlängerten  und  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoids und  schliefslich  der  Aragoschen  Scheibe  behandeln. 

Die  so  erhaltenen  Resultate  wenden  wir  dann  auf  das  mechanische 
Problem  an,  dafs  ein  unifilar  oder  bifilar  aufgehängter  Rotationskörper 
um  seine  Gleichgewichtslage  schwingt.  Es  wird  leicht  sein^  die  Be- 
wegungsgleichung für  diesen  Fall  aufzustellen  und  zu  integrieren. 

§  1.    Bezeichnungen  und  einige  Vektorbeziehungen. 

Bevor  wir  jedoch  an  unser  eigentliches  Problem  gehen^  wollen 
wir  einige  Bezeichnungen  angeben^  deren  wir  uns  bedienen  werden, 
und  welche  mehr  oder  weniger  allgemein  im  Gebrauch  sind. 

Es  wird  zweckmäfsig^  sein,  krummlinige,  orthogonale  Koordinaten 
einzuführen.  Da  wir  es  mit  Rotationskörpern  zu  thun  haben,  so  ist 
es  natürlich,  dafs  wir  als  eine  Koordinate  das  Azimut  tp  gegen  eine 
feste  Ebene  durch  die  Rotationsachse  wählen,  dann  lassen  sich  die 
Beziehungen  zwischen  den  kartesischen  und  den  krummlinigen  Koordi- 
naten auf  folgende  Weise  darstellen. 

^  =  /i  (l>7«)cosg) 

(1)  y  =  /i(l>;«)sing) 

und  zwar  sollen  p,  q,  q>  in  dieser  Reihenfolge  ein  Rechtssystem  dar- 
stellen. 

Durch  Diflferentiatipn  möge  sich  ergeben 

dx  =  adp  +  a'dq  +  a^'dg) 

(2)  dy  =  bdp  +  Vdq  +  V'dtp 
dz  =  cdp  +  c'dq  +  c'dg). 

Dann  ist 

(3)  ds^  =  edp"  +  e'dq^  +  e"dfp\ 
wenn 

(4)  p  =  a»  +  6^+c*;     e' =  a'«  +  6'«  +  c'»;    e"  =  a"*  +  6"«  +  c"» 

ist. 

Sei  %  ein  beliebiger  Vektor  mit  den  Komponenten  A^,  A^y  A  ^ 
so  ist  seine  Divergenz  ein  durch  folgende  Gleichung  definiertes  Skalar 
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Alu  einem  Vektor  H  leiten  wir  einen  neuen  Vektor  S9  ab;  den 
wir  den  Cnrl  von  H  nennen,  durch  folgende  Beziehung 


Die  anderen  Komponenten  erhalt  man  hier,  wie  im  folgenden 
^dterch  zyUiache  Vertauschung  von 

Pfif  9 

Das  skalare  Produkt  U  zweier  Vektoren  fi  und  S3  leitet  sich  aus 
folgendermafsen  ab: 

Das  Vektoiprodukt  d  zweier  Vektoren  H  und  93  ist  folgender 
fAbxt  S— prod  («-») 
I«)  C^^Ä^B^^Ä^B^ 

^        Wir  nennen  den  Vektor  H  den   Oradienten  des  Skalars  U,  in 
^^*^ormel:  Ä  =-  grad  U,  wenn 

f^.mi.  8.  w. 

Es    bestehen  folgende  Beziehungen   zwischen  den   so  definierten 
Orolsen,  wenn  0,  S3,  S  Vektoren,  U  ein  Skalar  bezeichnet: 

(10)  -divgrad  U^^U, 

^^'o  J  das  Zeichen  fQr  den  zweiten  Lame  sehen  Differentialparameter 
*«t,  der  folgeiidermarsen  definiert  ist: 

Ferner  ist: 
<12)  div  curl  «  «  0 

(13)  div  prod  «»  =  S3  curl  «  -  31  curl  S3 

(14)  div  («ü)  =  fZdiv  «  -  «  grad  [7 
.  j  (15)                           curl  grad  [7=0. 

!           Wir  werden   durchweg  die  i?- Komponente   eines    Vektors    durch 
^  !  den  Index  p  bezeichnen,  sodaTs  wir  schreiben  werden: 
NJ^  ^__^ Äp]    curlpS;    prodpS  u.  8.  w.^) 

I  1)  Wegen  dieses  Paragraphen  vergl.   man  H.  Weber-Riemann,  Die  par- 

I  ^«Uen  Differenüalgleichungen  der  math.  Physik  Bd.  I.     1900. 

>  1* 


4  Über  Induktionen  in  rotierenden  Leitern. 

§  2.    Die  Grnndgleichnugen  des  elektromagnetisohen  Feldes. 

Da  die  Geschwindigkeiten^  welche  die  Raumelemente  unseres 
Körpers  haben^  klein  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit  sein  sollen,  so 
können  wir  die  Gleichungen  anwenden,  welche  Hertz  als  Verall- 
gemeinerong  der  Maxwellschen  Gleichungen  ftlr  bewegte  Medien  auf- 
gestellt hat    Dieselben  lauten^): 

I.     -  c  curl  e  ^ curl  prod  /aU2»  +  Udiv  (t2R  +  ^ 

IL     +c  curia»- -curl  prod  «U®  +  Udiv  «©  +^  +  4xX&. 

Hierin  bedeutet  (S  den  elektrischen,  20t  den  magnetischen,  U  den 
Geschwindigkeitsrektor;  c  eine  universelle,  nur  von  den  MaGseinheiten 
abhangige  Eonstante,  ft  die  magnetische  Permeabilität^  €  die  Dielektri- 
zitätskonstante, A  die  elektrische  Leitfähigkeit;  und  zwar  ist  c  die  Lichi- 
geschwindigkeit  im  Vakuum,  wenn  für  das  Vakuum  «  =  1  und  ft  =  1  ist. 

Wir  nehmen  den  Leiter  ab  yollkommen  homogen  an,  d.  h.  s,  fi,  A 
sind  im  ganzen  Leiter  konstant.  Femer  setzen  wir  voraus,  dafs  im 
Innern  des  Leiters  kein  wahrer  Magnetismus  vorhanden  ist,  dals  dort  also 

div  2R  =  0 

ist.     Schliefslich  warten  wir  den  stationären  Zustand  ab,  sodafs  auch 

dt     ^'     dt     ^ 

ist.     Dann  gehen  unsere  Hauptgleichungen  über  in 
la.    c  curl  6  =  fi  curl  prod  U SR 
Ha.    c  curl2R=  -  £  curl  prod  U®  +  bVL  div  S  +  4«^®. 

Bilden  wir  die  Divergenz  des  durch  Gleichung  Ha  gegebenen 
Vektors,  so  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  §  1  (12) 

(1)  45rAdive  +  «div(Udiv@)  =  0. 

Wenden  wir  auf  das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  die  durch  §  1 
(14)  gegebene  Beziehung  an,  so  wird 

(2)  —  div  e  +  div  ediv  u  -  u  grad.  div  e  =  0. 


1)  Siehe  z.  B.  E.  Gohn,  Das  elektromagn.  Feld.  1900.  S.  634.  Gohn  be- 
zeichnet nicht  genan  so  wie  wir;  nennen  wir  sein  e  und  fi  für  den  Augenblick  s' 
und  (i\  80  besteht  zwischen  seinen  und  den  hier  gebrauchten  Eonstanten  die 
Beziehung: 

^nV=c;    4«»' =  f;    ^itfL*  ^  ii. 

Dadurch  vermeidet  Gohn  den  Faktor  47r  in  der  zweiten  Grrundgleichung. 
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Da  U  der  Geschwindigkeitsvektor  für  die  Bewegung  eines  starren 
Systems  ist^  so  ist 

(3)  div  U  =  0; 

da  ferner   die  Bewegung  eine   reine  Drehung   um   die  Rotationsachse 
sein  soU^  so  ist 

wo  o  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet.    So  reduziert  sich 
(2)  auf: 

(4)  diy@  +  ^^^,^|diy@  =  0. 

Da  aber  div  @  als  Funktion  von  q>  periodisch  mit  der  reellen 
Periode  2»  sein  mufs,  so  kann  (4)  nur  erfüllt  werden  durch 

(5)  div  e  =  0. 

Aus  la  ergiebt  sich  mit  Benutzung  von  §  1  (15): 

(6)  -@  =  prodU2R  +  gradF. 

V  bestimmt  sich  auf  folgende  Weise: 

Wir  bilden  die  Divergenz  von  (6)  unter  Berücksichtigung  von  (5), 
dann  ergiebt  sich  wegen  §  1  (10): 

(7)  ^F=divprodU-2R. 

§  3.    Die  Grenzbedlngung  Ar  V. 

An  den  Flachen^  an  welchen  verschiedene  Materialien  zusammen- 
stofsen,  sind  die  Tangentialkomponenten  von  (S  und  Tl  stetig.  Diese 
Thatsache  haben  wir  auf  die  Oberfläche  unseres  Rotationskörpers 
anzuwenden. 

AuTserhalb  desselben  ist  U  =  0  und  X  =^0,  also  ergiebt  sich  aus 
§  2  IIa;  dafs  an  der  Oberfläche,  welche  einem  konstanten  p  ^Po  ent- 
sprechen möge,  im  Aufsenraume 

curlp  2R  =  0 

ist.     Dasselbe  gilt  also  auch  von  curl^  9R  an  der  Innenseite  der  Ober- 
fläche.    Dort  mufs  demnach  die  Oleichung  gelten 

(1)  ^  ^p  -  curl,  prod  U@  -  0. 

Wenden  wir  die  Definition  des  §  1  auf  den  zweiten  Term  an, 
so  wird 

(2)  ^,+a^-o. 


6  Ober  Induktionen  in  rotierenden  Leitern. 

Hier  gilt  dieselbe  Bemerkung,  welche  zu  §  2  (4)  gemacht  wurde, 
woraus  folgt: 
für  p  =  Po  ist 

(3)  E,  =  0 

d.  h.  nach  §  2  (6)  ist  ftlr  p  =Po 

prodpUaR  +  gradpF=0 
oder 

(4)  |I  =  prod.UÜR, 

wenn  n  die  Normale  an  der  Oberfläche  bedeutet. 

Die  Gleichungen  §  2  (7)  und  3  (4)  bestimmen  F,  wenn  STO  be- 
kannt ist;  sie  sind  mit  einander  verträglich,  da  die  linken  wie  die 
rechten  Seiten  dem  0  aufs  sehen  Integralsatze  genügen 

y^divarfr=yk„dO, 

r  0 

wo   S(   ein   beliebiger   Vektor   ist   und   n   die    nach   aufsen   gerichtete 
Normale  an  der  Oberfläche  0  eines  beliebigen  Raumes  r. 

§  4.    Eindentigkeitsbeweis. 

Ist  in  einem  beliebigen  Räume  t  jdV  und  an   seiner  Oberfläche 

dV 

w—  gegeben,  so  ist  V  dadurch  bis  auf  eine  Konstante  bestimmt. 

Denn  sind  V^  und  Fj  zwei  verschiedene,  den  obigen  Bedingungen 
genügende  Lösungen,  so  genügt  F'  =  F^  —  Fj  den  Bedingungen 

(1)  ^F  =  Oinr 

(2)  ?^^'^0anO. 

Nun  ist  nach  §  1  (14) 

(3)  div  (F  grad  F')  =  F  div  grad  F'  -  (grad  Vy 
oder  mit  Benutzung  von  §  1  (10) 

(4)  (grad  ry  =  -  F'^ r  -  div  (F  grad  F). 

Die  Integration  über  den  Raum  r  ergiebt  unter  Anwendung  des 
6  aufs  sehen  Integralsatzes  auf  den  zweiten  Term  rechter  Hand 

(5)  /(grad  Vydt  =  0, 
d.  h.   F'  =  const  in  t     q.  e.  d. 
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Die  additive  KouBtante  in  F,  welche  maihematiscli  unbestimmt 
ist,  ist  aach  physikaUsch  ganz  willkürlich,  da  nur  grad  V  reale  Be- 
deutung hat 

§  5.    Allgemeiiie  Bemerkungen  zur  Bestimmung  von  V. 

Wir  können  ganz  allgemein  fBr  jeden  Körper   die  Bestinunung 

dV 
▼on   F,  wenn  z/F  in  i^,  -o-   »a  seiner  Oberflache  gegeben  ist,  auf 

Quadraturen  zurückfEUbren. 
Es  sei 

(1)  ^V-^fiiPf^yV)  itt  t 

(2)  |^-r,(Po,?,?>)anO. 

Wir  losen  das  Problem  durch  Dekomposition  und  setzen 

(3)  r~r,+  r,. 

Man  beBtimme  V^  so,  dals 

(4)  ^yx-ft(jß,ü,9) 
■wencde,  und  es  ergebe  sich  für  p  —  j), 

(5)  J^'-ff(Po,Q,9y, 

dann  mnls  F,  den  Bedingungen  genügen: 

(6)  z/F,-0    . 
dV 

C')  jt^f^  ^<^'  «;  9>)  -  fl'  (Po;  ?;  9>)  =  Ä  (po,  «,  9')- 

F^  bestimmt  sich  durch  die  Quadratur 

Diese  Integration  ist  nach  folgendem  Schema  ausführbar:  Man 
bestimme  partikulare  Integrale  der  nach  §  1  (11)  auf  krummlinige 
orthogonale  Koordinaten  transformierten  Gleichung 

welche  im  Innern  von  r  endlich  bleiben  und  sich  als  Produkte  dreier 
Faktoren  P,  Q,  O  darstellen  lassen,  von  denen  der  erste  nur  von  p, 
der  zweite  nur  von  g,  der  dritte  nur  von  (p  abhängt.  Die  Integrale 
werden  im  allgemeinen  von  zwei  Parametern  n  und  v  abhängen,  sodafs 
das  allgemeinste  Integral  lautet: 
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0||  wird  sich  in  der  Form  darstellen  lassen: 

n  wird  nur  diskontinuierliche  Werte  durchlaufen,  welche  sich  dadurch 
bestimmen,  dafs  Q||  in  allen  Punkten  der  Flächen  p  ==  const.  mit  seinem 
ersten  Differentialquotienten  endlich  und  stetig  sein  soll. 

Nach   diesen  Funktionen  P^,  Q^,  cos  vg),  sini/g?  entwickele  man 

— ,  welches  symmetrisch  ist  bezüglich  der  entsprechenden  Koordinaten 
des  festen  und  des  variablen  Punktes;  ebenfaUs  entwickele  man  die  Groüse 
/i(P;  Qf  9?)  Yee'e"  als  Funktion  von  q  und  q>  nach  diesen  Funktionen. 

Diese  Entwickelung  ist  mit  Hilfe  der  sofort  anzugebenden  Integral- 
eigenschaften auf  Quadraturen  zurückführbar. 

Die  soeben  erwähnten  Integraleigenschaften  sind 


/i 


und 


'*"^*'»9'(D*'»9"^^'=^5    /0*'i9'(rgl''«9"'9'  =  ^ 


J«^dff  =  0, 


wenn  sich  das  letzte  Integral  über  den  ganzen  Yariabilitätsbereich  von  q 
erstreckt,  sodafs  das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  bezüglich  p 
zurückgeführt  ist. 

Die  letzte  IntegraleigenschafI;  existiert  immer,  wenn  Q^  eine  hu- 
monische  Funktion  ist.  ^  ist  eine  Funktion,  die  sich  leicht  aus  der 
Normalform  der  Differentialgleichung  2.  Ordnung  ergiebt,  welcher  Q[ 
genügt.^)  Die  Konvergenz  einer  solchen  Entwickelung  mufs  in  jedem 
Falle  besonders  bewiesen  werden. 

Um  Fg  zu  finden,  entwickele  man  h{pQ,  q,  q))  nach  den  oben  erwähnten 
Funktionen,  sodafs  in  den  Konstanten  der  Entwickelung  jo^  als  Parameter 
auftreten  wird,  was  durch  ein  bestimmtes  Doppelintegral  möglich  ist 

Es  sei 

II  V 

dann  ist 

V^  ist  auch  durch  eine  Quadratur  bestimmbar,  wenn  die  charakteristifiche 
Funktion  des  Raumes  bekannt  ist') 

1)  Siehe  H.  Weber-Riemann,  Die  part.  Diff.  Gl.  der  math.  Phya.  Bd.  II.  19W. 
§§  23  u.  30. 

2)  Siehe  H.Weber-Riemann,  Die  part. DiflF.-Gl.dermath.Phye.  Bd.1. 1900.  §171 
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Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  noch  die  explizite  Darsteliung 
der  Differentialgleichung  und  der  Grenzbedingung  geben. 
Es  ist  nach  §  2  (7)  nnd  nach  §  3  (4) 

^F=divprodU9R 
und  für  |)  «  Pq 

4^=prod  ng». 

Da  wir  nur  die  Induktion  erster  Ordnung  berücksichtigen  wollen, 
so  können  wir  anstatt  des  thatsächlichen  magnetischen  Vektors  den 
Vektor  der  statischen  Verteilung  in  diesen  Formeln  setzen.  Nennen 
wir  sein  Potential  %,  so  setzen  wir  also 

(9)  aR-gradx, 
sodafs  wir  erhalten 

(10)  ^F=  div  prod  U  •  grad  %. 

Nach  §  1  (13)  ist  abo: 

^F=  grad;|^curl  U  —  Ucurlgrad^. 

Der  zweite  Term  rechter  Hand  ist  Null  nach  §  1  (15),  grad  %  hat 
die  Komponenten: 

Vidp'  ye'dq'  V^dfp' 

curlU  hat  die  Komponenten 

(D     dt"  —  (0  dt"         ^ 

sodafs 

(m  AV-  -  —5?—^^^  -  ^^'^ 

^^^^  ^'^~      Yi7V'\HH       Sqdp) 

wird  oder  nach  §  1  (11) 

^^'^^  WpV  T  dp  '^  dqV  T' dq  '^  V  e"  dv*  ~        '^\Bp   dq       dq    dp) 

und  f ür  p  =  jPo  ist 

fn\  B^         i/«e"  dt 

§  6.    Der  elektrische  Vektor  für  die  Kugel. 

Wir  wollen  jetzt  den  von  Hertz  eingehend  behandelten  Fall  aus- 
führen, dafs  eine  isotrope,  homogene,  leitende  Kugel  sich  in  einem 
gegebenen  statischen  Magnetfelde  mit  konstanter  Winkelgeschwindig- 
keit drehe. 
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Wir  führen  Kugelkoordinaten  ein  durch  die  Gleichungen: 
X  =  r  sind'  cos  q> 

(1)  y  =  r  sin  -O"  sin  9 

jBf  «=  r  cos  d". 

Dann  ist 

(2)  c=l;     c'  =  r*;    e"  =  r*8in»^. 
Aus  §  5  (13)  wird 

=  -.2«,r«(|j-cos^-|8in^||) 
und  aus  §  5  (14)  wird  für  r  =  r© 
(4)  ^  =  cosm^g|- 

Differentiieren  wir  (3)  nach  r  und  ersetzen  -g—  durch  den  in  (4) 
angegebenen  Wert,  so  wird  die  entstehende  Gleichung 

identisch  befriedigt,  da  %  ^^^  Laplaceschen  Differentialgleichung 

im  Innern  der  Kugel  genügt. 

Gleichung  (4)  ist  also  nicht  nur  an  der  Oberfläche  der  Kugel, 
sondern  im  ganzen  Innern  derselben  erfüllt;  d.  h.  die  Strömung  findet 
in  konzentrischen  Kugelschalen  statt. 

Wir  erhalten  V  durch  Quadratur  aus  (4),  iadem  wir  %  durch  Ent- 
wickelung  nach  Kugelfunktionen  im  Innern  der  Kugel  in  der  Form 
darstellen: 

Dadurch  geht  (4)  über  in 
also 

^y(»)         j         ^n  +  1                 ^                dXn 
• ■-  .=-  /n      ^  am  Ä  -^ 


(8)       r~w2!> 


sin  d-  -x-s r. r-  =  ©  ^.sin-ö* 
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Die  Integrationskonstante  darf  nicht  mehr  von  q)  und  d"  abhängen, 
da  V  sonst  im  Centram  der  Engel  unbestimmt  wäre. 
Nach  §  2  (6)  ergiebt  sich  (S,  nämlich 

e  =  J(prodU9R  +  gradF) 

oder  explizite  mit  Benutzung  der  Differentialgleichung  der  Kugel- 
fonktionen: 

(9)  ^       C8in^jj^n+ia9« 

Ist  das  magnetische  Feld  von  9)  unabhängig^  so  wird  keine 
Strömung  stattfinden. 

Wir  wollen  die  Formeln  (9)  für  die  elektrische  Feldintensiiät 
spezialisieren,  indem  wir  annehmen,  das  magnetische  Feld  sei  gleich- 
formig  und  senkrecht  zur  Rotationsachse. 

Lassen  wir  die  Feldrichtung  mit  der  Richtung  q>  =  0  zusammen- 
fallen, so  wird,  wenn  H  die  Feldintensität  bedeutet,  da  n  =  1  ist, 

X  =  —  Hr  sin  %  cos  q> 
und  abo 

(10)  E^^^^Hrco^fp 

^«  =  —  ^  Sr  cos  ^  sin  q>. 

Bilden  wir  die  Feldkomponenten  in  Richtung  der  x-j  y-,  j»- Achse, 
so  findet  man 

d.  h.  die  Strömung  findet  in  Ebenen  statt,  welche  parallel  zur  Rotations- 
achse und  zur  magnetischen  Feldrichtung  sind. 

Die  Formeln  (10)  gelten  auch  noch,  wenn  die  Richtung  des  gleich- 
formigen  Magnetfeldes  nicht  senkrecht  auf  der  Rotationsachse  steht, 
nur  bedeutet  H  dann  die  Projektion  des  magnetischen  Vektors  auf 
eine  zur  Rotationsachse  senkrechte  Ebene. 

Bemerkung,  Ein  gleichförmiges  Feld  bleibt  auch  gleichförmig  im 
Innern  einer  ins  Feld  gebrachten  homogenen  ruhenden  Kugel,  während 
es  im  AuTsenraum  ungleichförmig  wird.  Nehmen  wir  aber  an,  dafs 
die  Permeabilität  des  Metalls  dieselbe  ist,  wie  die  der  Luft,  was  ungefähr 
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für  alle  nicht  ferromf^etischen  Körper  zutrifiEt,  so  wird  im  ganzen 
Ranm  das  Feld  seinen  früheren  Wert  behalten.^)  Diese  Annahme  soll 
för  das  folgende  immer  gemacht  werden.  Die  Modifikationen^  welche 
ohne  diese  Voraussetzungen  an  den  Resultaten  stattfinden,  sind  leicht 
zu  übersehen. 

Der  elektrische  Vektor  im  Äufsenraum  wäre  nach  den  Gleichnngen 

dive  =«0 
curl  e  =  0 
lim  r*  S  endlich 

r=  OD 

ZU  bestimmen. 

Femer  müssen  die  Tangentialkomponenten  an  der  Oberfläche  der 
Kugel  stetig  in  die  für  den  Innenraum  geltenden  Werte  übergehen, 
d.  h.  an  der  Oberfläche  darf  curl  (S  im  Innenraume  keine  Nonnal- 
komponente  haben.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall  nach  unserer  Be- 
stimmung Yon  (S;  wir  haben  also  nur  einen  angenäherten  Wert  ge- 
funden, mit  dem  wir  ims  aber  begnügen  wollen  Wir  verzichten 
somit  darauf,  (S  im  Äufsenraum  zu  finden,  umsomehr  als  wir  die 
elektrische  Energie  zur.  Losung  des  mechanischen  Problems  nicht 
brauchen  werden. 

§  7.    Der  magnetische  Vektor. 

Es  erübrigt  noch,  den  magnetischen  Vektor  zu  berechnen. 

Nach  §  2  IIa  ist  im  Innenraume  mit  Berücksichtigung  von  §  2  (5) 

(1)  c  curl  2R  =  -  «  curl  prod  U  @  -h  45r A@. 

Da  femer  kein  wahrer  Magnetismus  in  der  Kugel  sein  soll,  so 
ist  auch 

(2)  div  2R  =  0. 

Im  AuJsenraume  wird  aus  (1) 

(3)  curl  2R  =  0 

und  diy  3R  ist  gegeben, 

und  nach  der  Bemerkung   im   vorigen  Paragraphen   sollen  alle  Kom- 
ponenten von  SR  auch  für  r  =  r^j  stetig  sein. 

Da  wir  nur  die  Induktion  erster  Ordnung  berücksichtigen,  so 
fällt  der  erste  Term  rechter  Hand  in  (1)  fort,  und  wir  haben 

(4)  ccurl2R  =  4:;rA@, 


1)  Siehe  z.  B.  H.  Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichimgen  der  math. 
Physik,  Bd.  I,  S.  867.     1900. 
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d.  h.  magnetisch  wird  der  Körper  als  ein  ruhender  betrachtet^  in  dessen 
Innern  die  Strömung  A@  stattfindet 

In  diesem  Falle  ist  für  r  -=  r^  wirklich,  wie  es  sein  mufs, 

(5)  curl^  2R  =  0, 

sodals  3R  im  ÄuTsenraume  den  Bedingungen  genügen  kann: 

(6)  curl  2R  -  0 

(7)  div  SW  gegeben 

und  sich  stetig  an  die  Werte  im  Innenraum  anschliefsen  kann. 

Durch  diese  Bedingungen  ist  9R  im  ganzen  Räume  eindeutig 
bestimmt^  denn  im  ganzen  Felde  ist  curl  9R  und  diy  Wt  gegeben  und 
im  unendlichen  ist  3Ä  bekannt,  nämlich  gleich  dem  Vektor  der 
statischen  Verteilimg. 

Der  Eindeutigkeitsbeweis  wird  ebenso  wie  in  §  4  geführt:  Wir 
nehmen  an,  dais  zwei  verschiedene  Lösungen  möglich  sind  und  bilden 
das  Differenzenfeld  3SI'.    Dies  genügt  den  Bedingungen 

(a)  curl2K'  =  0 

(b)  div  2R'  =  0; 

(c)  im  Unendlichen  2R'  =  0 

(d)  W  überall  stetig. 

Wegen  (a)  können  wir  SR'  =  grad  ^  setzen,  dann  ist  wie  in  §  4  (4) 

/(grad  tt^ydr  +  ril>/lilfd%  —  yV  grad^^dö  ==  0. 

Wegen  (b)  ist  ^^  =»  0,  und  wegen  (c)  ist  im  Oberflächenintegral, 
welches  sich  auf  eine  Kugel  mit  unendlich  grofsem  Radius  bezieht, 
grad„  ^  =  0,  also  ist  im  ganzen  Felde 

grad^  =  2R'=.0. 

Die  Integration  der  Gleichungen,  von  denen  unser  Problem  abhangt, 

(7)  ccurl2R  =  4:;rA@ 

(8)  div  2R  =  43r(», 

wo  Q  die  Dichte  der  magnetischen  Verteilung  bedeutet  und  sich  als 
Divergenz  eines  Vektors  darstellen  lassen  muTs,  ist  allgemein  auf  Quadra- 
turen zurückführbar. 

Wir  lösen  die  Aufgabe  durch  Dekomposition  und  setzen 

(9)  a«  -  2R'  +  SR", 
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sodafs 

c  curl  a»'  =  4«Ae 

^     ^  div  SB' =0; 

(  .  curl  3»"=  0 

^    '  divaR"=4«(.. 

Wir  definieren  einen  Vektor  11  durch  die  Gleichungen 

(12)  n^-'-cß^- 

'       cJ    r 
Dann  ist 

(13)  curIi7=2R'.0 
Setzen  wir  femer 

(14)  2R"  =  grad^, 
so  wird 

(15)  t-^fi^ 


dt. 


Prinzipiell  ist  die  Lösung  somit  auffindbar,   wir  wollen  di« 
auf  andere  Weise  zu  gewinnen  suchen. 
Es  ist  im  Innenraume 


(lOa) 

ccurl2R'  =  4«Ae 
div  9R'  =  0 

und  im  Aufsenraume 

(lOb) 

curl  m'  =  0 
div  W  =  0. 

Da  nach  §  6  (9) 

i?^  =  0 

ist,  also 

(16) 

curl,  aW'  =  0, 

so  können  wir  setzen 

(17) 

JO-V  =  i— ST  -^ — 

1)  Vergl.  z.  B.  E.  Cohn,  Das  elektromagnetische  Feld,  Kap.  IV,  §  2, 
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Die  Gleichungen  (10)  gehen  mit  Benutzung  der  Beziehungen  (17) 
über  in: 

^*  +  iir.(jf;-|?)-o. 

Setzen  wir  in  die  ersten  beiden  Gleichungen  (18)  für  E^  und  E 
die  Werte  aus  §  6  (9)  ein  und  integrieren,  so  wird 

(19)  Mr-j^'-—^2j^rrid^' 

11  =  0 

Die  als  Integrationskonstante  hinzukommende  additive  Konstante, 
welche  Funktion  von  r  sein  kann,  setzen  wir  willkürlich  gleich  Null. 
Wir  dürfen  das,  da  es  uns  ja  nur  darauf  ankommt,  ein  allen  Be- 
dingungen genügendes  Integral  zu  finden,  welches  dann  wegen  der 
Eindeutigkeit  das  verlangte  Integral  ist. 

Indem  wir  (19)  in  die  letzte  Gleichung  (18)  einsetzen,  erhalten 
wir  mit  Benutzung  von  §  6  (6) 

«=0        '  n=0         '  ^ 

Im  AuTsenraume  ist 
(21)  ^«  =  0. 

Wenn  wir  O  im  Innenraume  und  im  Aufsenraume  durch  die  Indices  i 
und  a  unterscheiden,  so  ist  wegen  der  Stetigkeitsbedingungen  fQr  r  =^  Vq 

a* 

-K Mr  =  0    wegen  der  ersten  Gleichung  (10b), 

Subtraktion  ergiebt  für  r  =  Tq 

11=0 

Femer  soll  lim  r  O  endlich  bleiben. 

r=«o 

Durch  diese  Bedingungen  ist  O  bestimmt,  wir  ermitteln  es  durch 
Dekomposition  und  setzen 

(23)  a>  =  «'  +  a>". 
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und  zwar  sei 

(20a)  z/O, _/i_^_X_ 

«==0 

(21a)  ^Oa^O. 

Wir  finden  4>J,  indem  wir  den  Beitrag  dOi  einer  unendlich  ddnnen 
Kugelsehicht  vom  Radius  q  und  der  Dicke  d(f  za  JO'i  bestimmen  und 
nachher  über  die  ganze  Kugel  integrieren. 

Dann  wird  im  ganzen  Räume 

(24)  d{dO'i)  =  0 

und  für  r  =  p 

Bezeichnet  K^  eine  Kugelfimktion  nter  Ordnung,  so  wird  durch  den 
Ansatz 


(26) 


•1=0 


der  Gleichung  (24)  genügt.     K^  bestimmt  sich  aus  (25),  und  es  wird 
(27) 


«=0 


Wir  haben  über  die  Elemente  der  ersten  Gleichung  (27)  von  0 
bis  r  zu  integrieren,  in  der  zweiten  von  r  bis  r^.     So  wird 

(28)     a>,=i^"  J  ^^^^  .)(2^n+i')(2n+3)  '^  [(2n+3)H„-(2n+ 1)  r^ . 

Indem  wir  $/  nach  auTsen  Gleicliang(21  a)gemärs  stetig  fortsetzen,  wird 

^^^J7;  va  ^,      ^  („  ^  i)(2n  +  l)(2n  +  3)  89    Vr^ 

Einfache  Bechnong  zeigt,  dab  fOr  r  =  rg 
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ist.     Also  mufs  O"  den  Bedingungen  genügen 
(30)  ^«"  =  0 


und  für  r  =  r^i 


^^^^  dr  dr    ~       c«      ^  n+1 


«==0 


Wir  setzen  wieder  an: 

und  es  ei^ebt  sich 

c»      ^(n+l)(2n  +  l)    dqp    VrJ 

(32)  -;" 

'^  -  c«      jZ;^(n+l)(2n+l)  a^    \r)       ' 

Für  4>  erhalten  wir  demnach  sehliefslieh 

-   ^  AnliLto  ^ 1 dY^^ 

•  c«      ^  (2n  +  1)  (2n  +  2)  (2n  +  3)    ^9 

(33)  [(n  +  1)  (2n  +  3)  rj  -  (n  +  3)  (2n  +  1)  r«]  (0" 
^"  c«      ^  (2n  +  1)  (2n  +  2)  (2n  +  3)   a<p  ^  \r/ 


II  =«0 


Die  Gleichungen  (20),  (21)  und  (22)  lassen  sich  aus  (33)  leicht  verifizieren. 
^"  ist  das  Feld  der  statischen  Verteilung,  also 

(34)  a»"  =  gradx. 

Für  ein  gleichförmiges  Feld  von  der  Horizontalintensitat  H  ist  im 
Innenraume: 

Mr  =  fl^sin  ^  cos  9  +  -jT-**,-  fl^sin  9-  sin  9  (5rJ  —  3r*) 

(35)  M^  =  fl^cos  ^  cos  9)  +    ^  J*,"*  fl'cos  0*  sin  9  (5rJ  —  6r*) 

M^^^  Bsintp  +  ^|^ffeos9)(5j^  -  Gr"). 
Das  induzierte  magnetische  Feld  hat  also  radiale  Richtung,  wenn 

ist. 
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§  9.   Die  Stromnngskompoiieiiteii  nnd  die  Jonlesolie  Wärme  im 
verlängerten  Rotationsellipsoid. 

Wir  führen  elliptisclie  Koordinaten  ein^)  durch  die  Substitutionen: 

x==  a  ©in  g  sin  ^  cos  9 
(1)  y  ==  aSinfsin^sin^) 

sf  =  aßofgcos^, 
oder  wenn  wir  zur  Abkürzung 

cos  ^  =  t; 
setzen: 

X  =  a  yüy—  1  yi  —  v*  cos  9) 

(la)  y  =  aYu*  —  1  )/l  —  v*  sin 9) 

g  ^  au ' V. 

Man  bemerke  aber  wohl;  dafs  i,  ^,  9)  und  nicht  u,  v,  q>  ein 
Rechtssystem  bilden. 

a  bedeutet  hier  die  Exzentrizität  der  Meridianellipse. 

Damit  wir  alle  Raumpunkte  erhalten;  und  zwar  jeden  nur  einmal; 
müssen  wir  den  Parametern  folgende  Yariabilitätsbereiche  geben: 

i  von  0  bis  00      d.  h.     m  von  1  bis  00 
d'  von  0  bis  sr  v  von  1  bis  —  1 

q>  von  0  bis  2n  9)  von  0  bis  2^. 

Dann  wird,  wenn  man  dx^  +  dy^  +  dz*  ==  ed^  +  e'dd'^  +  e''dq>^ 
setzt  imd  die  durch  (2)  gegebenen  Substitutionen  einführt; 

(3)    e  =  aV-t;«),     e'^a\u*-v*),    c"  =  a«(w«  ~  1)(1  -  t;«). 
Aus  §  5  (13)  wird: 

+  2a«,gj(««-l)«  +  ||(l-t;«)«]  =  0 
und  aus  §  5  (14)  wird  für  u  =  u^: 

1)  Siehe  z.  B.  F.  Nenmann,  Vorlesungen  über  die  Theorie  des  Potentials 
und  der  Kugelfunktionen  1887  Cap.  XIY  §  1. 
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Das  Potential  j  genügt  im  Innern  des  Ellipsoids  der  Laplaceschen 
Differentialgleichung 

es  ist  also 

«  =  0     9=0 

Hierin  bedeutet  Pmr{x)  die  zugeordnete  oder  adjnngierte  Engel- 
fdnktion  erster  Art,   d.  h.  dasjenige  Integral  der  Differential^eichmig: 

welches  for  x  =  l  endlich  bleibt 

Diese  Funktion  lafst  sich  leicht  dorch  eine  Riemannsche  P-Fonktion 
oder  eine  hypergeometrische  Reihe  ausdrücken,  sie  stellt  sich  in  der 
Form  folgender  endlichen  Reihe  dar: 

(7)  P.,(x)  =  (1  -a^^2'^-  '^^n,n  -  ^)%mn-  U-»^— "> 

k 

und  zwar  nimmt  k  alle  die  ganzzahligen  positiven  Werte  an,   welche 
unter  dem  Summenzeichen  eine  positive  Potenz  von  x  ergeben,  idso 

Um  Pitr(x)  für  jedes  relle  Argument  zwischen  —  1  und  cx>  ein- 
deutig zu  bestimmen,  setzen  wir  folgendes  fest: 

r 

Ist  —  l<x<  +  l,  so  soll  (1  —  X*)*   die  vte  Potenz  der  positiven 

9  9 

Wurzel  bedeuten;  ist  x>  1,  so  soll  {l  —  j^-  =  i'(x*  —  1)*   sein,   wo 

(x*  —  1)*   wieder  die  v-te  Potenz  der  positiven  Wurzel  aus  x^  —  1  ist 
Wir  bestimmen   V  durch  Dekomposition,  indem  wir  setzen 

(8)  F=  r+  F". 

V  soll  der  Gleichung  (4)  genügen. 
Durch 


^^^  ^    rr    ^  du      ii(ii+l)P„(M.) 

ist  die  Gleichung  (4)  befriedigt,  wie  sich  leicht  verifizieren  lafsi. 


t\  TgL  R  Weber,  Die  partieUen  Differentialgleichungen  der  malh.  Fliysik, 
Bd.  n  §  140.    1901. 
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V"  mnliS  dann  den  Bedingungen  genügen: 

(10)  ^r'  =  o 

und  für  ti  =  Mq 

^^^>'  du   "  du         du'^^^ul-l^^     dv    n(n+l)' 

"  ||=::0    V  =  0  ^  '  ^ 

Es  ist  nun 

(12)  Tnv  =  (^«»  COS  Vfp  +  5n.  sin  Vfp)  Pnr{v)  =  a>»vP„^(t?)  . 

Es    handelt    sich    also    darum,    (1  —  v^)  — ~ —     nach    zugeordneten 

Funktionen  mit  dem  zweiten  Index  v  zu  entwickehi. 

Dazu    dienen    uns    folgende    Formeln;    die    sich    leicht    aus    der 
Definitionsgleichimg  (7)  ableiten  lassen^): 

dP  1 

(a)      (l-x*)^^^(l-xyP.,.+,-vxP^, 

(c)  (1  -  a;«)Vp,.,+i  =  {n  +  v)  P,_x,,  -  (w  -  v)xPn.y. 
So  ergiebt  sich: 

(14)  (1  -  »  )  -^-  -         2n+l -^"-i- ' 2n+l       ^•+»'* 

also  fQr  M  =  Mg 

und  schlielBlich: 

p.,,  ^      ao       '^  'yf  »'(n  4-  v)  - 

ul—1^^  n(2n  +  1)     "•' 
Qg\  "  11=0  *=o      ^         '      ^ 

Auch   hier  ergiebt  sich,  dafs  keine  Strömung  auftritt,  wenn  das 
Feld  von  tp  unabhängig  ist,  d.  h.  wenn  v  =  0  ist     Haben  wir  es  also 


1)  Siehe  E.  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunktioneh   1878   Bd.  1   §  63  (48). 

Bei  Heine  lauten  die  Rekursionsformebi  etwas  anders,  weil  er  Pnv  nicht  so  wie 

wir  definiert  hat.    Bezeichnen  wir  Heines  Funktion  für  den  Augenblick  mit  ^ny, 

so  ist 

n(2n)  -j 


Pnv=^ 


2'*JI(n)/I(n— t^) 
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mit  einem  gleichförmigen  Felde  zu  thnn,  so  brauchen  wir  nur  die 
Horizontalkomponente  zu  berücksichtigen. 

Um  die  Resultate  übersichtlicher  zu  machen,  wollen  wir  im  Weiteren 
den  speziellen  Fall  eines  gleichförmigen  magnetischen  Feldes  ToraassetzeiL 

Dann  ist  n  =  1 ;  v  =  1  und 


und  

Yi,i^-  HaYul  -  1  yr^^  coBtp. 
Dann  wird 

(17)  F  =  -^JJcos9)uyi?^=lt;VT^=r^ 

(18)  r'^  +  ^fi-cos^wyi^^^lt;!/!^^- 


also 

(19)  F=  -  a^aScoBtpuYu^  -  1  t;)/l  -  v«  Y^ZTi ' 

Es  ergiebt  sich  femer 

Et  =  —  ^ — HcoQwvl/  -i ^r-i — ? 

^  c  ^   r  I*'  —  c"  2i^  —  1 

(20)  E^^  +  ^-^Hcos^uY^^^y^ 

0 
0 

Bilden  wir  die  Komponenten  in  Richtung  der  x-,  y-,  Sf-Achae,  so 
ergiebt  sich 

(21)  E^^O 
und 

E^       dx  js  uj  —  1 ' 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  ergiebt 

(22)  j^  +  5  =  con8t 

0  0 

d.  h.  die  Strömungskurven  sind  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipsen, 
deren  Ebenen  parallel  zur  o;;?- Ebene  sind^  und  deren  Mittelpunkte  auf 
der  y- Achse  liegen. 

Die  Joule  sehe  Wärme ;  welche  im  Ellipsoid  in  der  Zeiteinheit 
erzeugt  wird,  wenn  es  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ©  im  gleich- 
förmigen Felde  dreht,  ist: 

^^^^  ^^ 16^ 21*; -1    • 

0 
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Bezeichnet  A  die  grofse,  B  die  kleine  Halbachse  des  yariablen 
Rotationsellipsoids,  so  ist  Ä^  au,  wo  a*  =  -4J  —  -BJ  ist. 

Lassen   wir  -4^  =  JSq  =  r^^   werden,   so   wird  m  =  -   und  Wq  ==  — , 

wenn  r^  den  Radius  der  so  entstehenden  Kugel  bezeichnet. 

In  der  That  gehen  die  elektrischen  Feldkomponenten  und  der 
Ausdruck  fiir  die  Joule  sehe  Wärme  durch  diese  Substitution  in  die 
für  die  Kugel  gefundenen  Werte  über. 

§  10.   Die  StrSmnngskoniponenten  und  die  Joulesche  Wärme  im 
abgeplatteten  Rotationsellipsoid. 

Wir  erhalten  die  dem  abgeplatteten  Rotationsellipsoid  entsprechenden 
krummlinigen  Koordinaten  durch  die  Substitutionen: 

X  =  b  Sof  {;  sin  ^  cos  q> 
(1)  y  =  6  ©ofg  sin^sin  9 

z  ^ftSintcosö*, 
oder  wenn  wir  zur  Abkürzung 

©in  g  =  s 

(2) 

^  ^  cos  ^  =  t; 


X  ^b  yT+?  yi  —  v^  cos  q> 
(la)  y  =  6yT+7*)/n^sin9) 

jS  =  65  •  v. 

Hier  müssen  ^  und  s  von  0  bis  cx>  laufen. 

Diese  Formeln  gehen  aber  aus  den  entsprechenden  §  9  (1  a)  durch 
die  Substitutionen 

a  =  —     und    u  =  is 
hervor.^) 

Durch  diese  Substitutionen  gehen  die  Oleichungen  §  9  (20)  über  in: 

(3)  Es^      ^fl-cos9>5y^-^.^^-:ri 


h  9 


+  f>*  2»;  +  1 


2.J  +  1 


1)  Cf.  F.  Neumann,  Vorlesungen  über  die  Theorie  des  Potentials  und  der 
Eugelfunktionen  1887  Cap.  XV  §  4. 
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Ebenfalls  wird 

W  ^>  =    16c'    "  "  "      2«J  +  1 

Auch  hier  finden  die  von  einem  gleichförmigen  Feld  induzierten 
Stromimgen  in  ähnlichen  Ellipsen  statt,  denn  aas  §  9  (21)  und  (22)  wird 

(5)  E,  =  0 

(6)  ^^  +  J  =  conBt. 

0     '  0 

§  11.   Die  Aragosolie  Scheibe  im  gleiobfSrmigen  Felde. 

Die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich  leicht  auf  die 
Aragosche  Scheibe  anwenden. 

Wird  nämlich  5  =  ^q  =  0,  so  haben  wir  es  mit  einer  Kreisscheibe 
vom  Radius  b  zu  thun.  Wir  müssen  hier  die  Strömung  auf  der  oberen 
Seite  (d'  <  ^j  der  Scheibe  und  auf  der  unteren  S^ite  ( 0*  >  ^  j  unter- 
scheiden. 

Um  endliche  Strömungen  zu  erhalten^  müssen  wir  die  Leitfähigkeit 
des  Materials  unendlich  grofs  werden  lassen.  Ist  die  Dicke  der 
Scheibe  dy  so  ist 

endlich. 

Die  obere  Hälfte  der  Scheibe  hat  die  Dicke 

während  unten 

ist. 

Führen  wir  einen  Strömungsvektor  L  ein,  sodafs  L  =  k(S  ist,  so 
wird  aus  §  10  (3) 

oben:     L^  =  L^=  ^  (oHcob  g> 


(1) 

d.  h. 

(2) 


2c 
imten:     L»=  —  Lr  =  ^  eoHcoe  q> 

(SC 


Ly-0, 


±1-:^- 
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WO  das  obere  Zeichen  für  die  obere;  das  untere  Zeichen  für  die  untere 
Oberfläche  gilt. 

§  12.   Ein  nnendlioli  langer  Kreisoylinder  in  einem  gleichförmigen 

magnetischen  Feld. 

Schliefslich  wollen  wir  noch  den  Fall  behandeln,  dafs  ein  unendlich 
langer  Ereiscylinder  in  einem  gleichförmigen  Magnetfelde ,  welches 
senkrecht  zur  Gylinderachse  gerichtet  ist,  sich  mit  gleichmäfsiger 
Winkelgeschwindigkeit  dreht. 

Wir  fahren  Gylinderkoordinaten  ein  durch  die  Gleichungen 

x  =  r  C08W 

(1)  . 

während   is   ungeändert   bleibt;  dabei   mufs   die   jgf- Achse   aber   die  der 
gewöhnlich    angenommenen   Richtung    entgegengesetzte   Richtung    be- 
kommen,  damit  r,  z,  <p  ein  Rechtssystem  bilden. 
Es  wird 

(2)  6=1-,     e'l;     6"  =  r«, 

sodafs  §  5  (12)  imd  (14)  sich  folgendermafsen  schreiben: 


(3) 

z/F=24; 

für  r  =  rQ  ist 

(4) 

dr            dz 

Da  aber 

X  =  -Hx 

ist,  so  ist 

z/F=0 

und  ebenfalls  f ür  r  = 

^0 

dr    ^ 

dr  ""^' 
d.  i.  aber 

grad  F=0. 

Nach  §  2  (6)  wird  demnach 

@=- JprodUaW. 

Nun  hat  aber  U  die  Komponenten: 

Wr  =  0;     M,  =  0;     u^^rm, 
also  ist 

(5)  E.^f^mHx 
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Das  hier  behandelte  Problem  hat  besonderes  Interesse,  weil  die 
Schwingungen  eines  im  Yerhältnis  zum  Durchmesser  langen  Cylinders 
von  Rudolf  H.  Weber ^)  zur  Bestimmung  der  Leitßliigkeiten  von 
Legierungen  benutzt  worden  sind.  Wir  kommen  im  nächsten  Para- 
graphen auf  die  hierher  gehörigen  Formeln  zurück. 

§  13.   MeclianisolLe  Probleme. 

Auf  Grund  der  entwickelten  Formeln  wollen  wir  jetzt  einige 
mechanische  Probleme  behandeln. 

Eine  Kugel  möge  in  einem  gleichförmigen  Felde  ohne  Einfluls 
äufserer  Kräfte  rotieren. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Geschwindigkeitsänderungen  seien  so 
gering,  dafs  wir  die  Strömung  in  jedem  Augenblick  als  stationär  an- 
sehen können. 

Da  nur  ein  Grad  von  Bewegungsfreiheit  ist,  so  wird  die  An- 
wendung des  Energieprinzips  zur  Aufstellung  der  Bewegungsgleichimg 
genügen. 

Bezeichnet   T  die  kinetische  Energie,    W  die  elektromagnetische 
Energie,    cT^   die    in    der    Zeiteinheit    entwickelte    Joulesche   Wärme, 
so  ist 
(1)  ^(r+TF)  +  J-=0. 

Führen  wir  die  Dichte  d  der  Kugel  ein,  so  ergiebt  sich  auf  Gh-and 
von  §  8  (3)  und  (5):  ' 

oder 


(3)  c^^cjoC*'-'-**^*''*^*'*''*/""* 

Hertz')  hat  die  elektromagnetische  Energie  nicht  berücksichtigt, 
er  erhält  also 

(4)  cö«a>oe      *^** 
Er  sagt  daraufhin: 

„Kugeln  verschiedener  Radien  und  Hohlkugeln  werden  mit  gleicher 
Schnelligkeit  in  Bewegung  gesetzt  und  zur  Buhe  gebracht.     Das  ent- 

1)  Rudolf  H.  Weber,  über  die  Anwendung  der  Dämpfung  durch  In- 
ductionsströme  zur  Bestimmung  der  Leitfähigkeiten  von  Legierungen.  Wied. 
Ann.  68  S.  706  1899. 

2)  H.  Hertz,  Über  die  Induction  in  rotierenden  Kugeln,  Werke  Bd.  1, 2.  1895. 
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spricht  in  der  That  einer  Beobachtung  von  Matteucci/'  (Gf.  I.  c. 
S.  132.) 

Wir  werden  sofort  zahlenmäTsig  belegen^  dafs  man  im  allgemeinen 
die  elektromagnetische  Energie  nicht  vernachlässigen  darf  gegen  die 
kinetische  Energie,  also  muls  man  bei  geeigneter  Yersuchsanordnnng 
zu  anderen  Resultaten  kommen  wie  Matteucci. 

Es  handelt  sich  um  die  Gröfsen  d  und  2;rA*fi*fl'rJ/21c*. 

Für  Kupfer  ist  d  =  8,5  bis  8,9 . 

Nehmen    wir    wie     Hertz    Tq  =  5  cm    an,     femer    H  =  1000 

(gr«cm~»sec-*)  so  ist  2ÄAV-S'rJ/21c*  =  2,6  rund,  d.  h.  die  Ver- 
nachlässigung der  elektromagnetischen  Energie  yerursacht  in  diesem 
Falle  rund  einen  Fehler  von  30%. 

Für  den  Fall,  dafs  die  magnetische  Energie  gegen  die  kinetische 
Energie  zu  vernachlässigen  ist,  was  aber,  wie  wir  soeben  gesehen  haben, 
nur  bei  ganz  spezieller  Versuchsanordnung  möglich  ist,  haben  wir  für 
das  verlängerte  resp.  abgeplattete  Rotationsellipsoid 

fi^XH^        tto* 

(5)  a>  =  a>oe      *^*'  ^"*«-* 

resp. 


iD  =  Ooe      «^'^  *•-*  +  * 


d.  h.  auch  in  diesem  speziellen  Falle  ist  beim  Ellipsoid  die  Schnelligkeit, 
mit  welcher  die  Bewegung  abklingt,  wesentlich  von  den  Dimensionen 
des  Körpers  abhängig. 

Bei  derselben  Vernachlässigung  wird  för  den  Cylinder 


(5a)  ^c^, 


d.  h.  die  bei  der  Kugel  soeben  erwähnte  Beobachtung  des  Matteucci 
gilt  unter  derselben  Beschränkung  auch  für  den  Cylinder. 

Schliefslich  möge  noch  der  Fall  behandelt  werden,  dafs  eine  uni- 
filar  oder  bifilar  aufgehäugte  Kugel  in  einem  gleichförmigen  Felde  schwingt. 

Die  Bewegungsgleichimg  hat  die  Form 

Hierin  ist 

(3) 


f^nn« 


/QX  p 15? 

W  -^  -  (^^  27rZV'Ä«rJ/21c*)8f*«' 

wenn  D  die  Direktionskrafb  der  Aufhängung  bedeutet. 
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Durch  Beobachtung  des  lagarithmischen  Dekrements  i  = 


und    der   Schwingongsdauer   t  =  -y—^ — =rr   ergiebt  sich  £  =  2Ä/t  imd 

also  auch  P  =  J  ]/jr«-h  tf». 

Sind  die  Konstanten  der  Engel  bekannt,  so  kann  man  aus  f  oderi 
P  die  Feldintenaitat  Ä'  berechnen;  X  ergiebt  sich  umgekehrt  aus  P^j 
wenn  H  bekannt  ist. 

EbeuBO  ist  auch  die  Bevvegnngsgleichung  für  Schwingungen  eine» 
iinendlieh  langen  Cjlioders  im  homogenen  Feld  aufeustellen;  man  hat 
dann  um'  Trägbeitsmoraentj  Joulesche  Wärme  und  Direktionskrafl 
für  die  Längeneinheit  der  Cjlinderhöhe  zu  berechnen. 

Im  Falle  des  Experiments  wird  mau  zuerst  die  Koeffizienten  der 
Differentialgleiehuug  durch  Sehwiugiiiig^beobachtungen  ohne  Vorhanden- 
sein des  magnetischen  Feldes  bestimmen,  sodann  unter  Vorhandensein 
des  Feldes.  Die  Differenzen  der  entsprechenden  Koeffizienten  sind 
unsere  gesuchten  ^  und  P, 

Dadurch  werden  die  Einflüsse  des  Luftwiderstandes  und  eines  etwa 
schon  vorhandenen  Feldes  (Erdfeld)  in  Rechnung  gezogen. 


Übör  die  Bewegung  eines  Motors  unter  BerücksichtigTing 
der  Elastizität  seines  Fundamentes. 


Von  M.  Radäkovic  in  Innsbruck. 


o^ 


In  einer  Arbeit  „Zum  dynamischen  Ausbau  der  Feetigkeitlehre'' 
hat  Prof.  Sommerfeld  die  besondere  Bedeutung,  welche  das  Phänomen 
der  Resonanz  für  die  Technik  besitzt^  einer  Untersuchung  unterzogen 
und  gelangte  auf  diesem  wichtigen  und  bis  jetzt  nahezu  gar  nicht  be- 
arbeiteten Gebiete  zu  bemerkenswerten  Ergebnissen.  Er  behandelte 
zwei  typische  Fälle:  trsiem  das  Mitschwingen  des  Fundamentes  eines 
Motors  mit  der  Bewegung  desselben;  j^weifens  die  Torsi onsschwiugungeu 
einer  Welle  und  deren  Einfluis  auf  den  Gleichgang  der  Maschine,  fl 

In  dem  ersteren  Falle,  mit  welchem  sich  auch  die  folgenden 
Zeilen  beschäftigeUj  erhielt  Prof.  Sommerfeld  die  folgenden  Resultate: 
Die  kleinen   Druckkräfte^   welche   durch  die  Massen  Verschiebungen   im 


1)  Vortrag  gehalten  in  der  SitKung  des  Aacbener  Bezirks- Vereine!  deuisehBr 
Ingemeura  am  3.  Juli  1901;  vgl.  Physikalische  Zeitachrifi.    IH.  Jahrgang,   Heft  8J 
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Motor  auf  das  Fundameut  ausgeilbt  werden  ^  würden  als  einmaliger 
Zug  wirkend  j  das  Fundament  nur  sehr  wenig  beeinflussen  und  ilim 
eine  kleine  Ansbiegnng  ly.tut.  erteilen.  Durch  die  periodische  Wieder- 
holnng  dieser  Drucke  im  Rythmns  der  Umdrehung  des  Motors  gelangt 
jedoch  das  Fundament  dann  besandere  in  lebhafte  Bewegimg,  wenn 
die  Tourenzahl  des  Motors  und  die  Sehwingungszahl  der  freien  Eigen- 
schwingung des  mit  dem  Motor  belasteten  Fundamentes  in  Überein- 
stimmung sind.  In  diesem  Falle  treten  Ausbiegungen  r^a^n  auf,  welche 
das  25  fache  von  i^ttat.  betragen  können  und  daher  eine  wesentlich 
andere  Beanspruchung  des  Fundaments  erzeugen^  als  sich  ans  rein 
statischen  Beobachtimgen  ergehen  würde.  Ein  sehr  interessantes  Ver- 
halten zeigt  die  Bewegung  des  Motors.  In  der  Nähe  des  kritischen 
Gebietes  des  Mitschwingens  bleibt  nämlich  die  Tourenzahl  des  Motors 
konstant,  wenn  man  auch  die  in  den  Motor  gesteckte  Arbeit  innerhalb 
ziemlich  weiter  Grenzen  Termehrtp  Bodafs  bis  zu  ^/^  dieser  Arbeit  nicht 
zur  Beschleunigung  des  Motors^  sondern  zur  Unterhaltung  der  Fundament- 
bewegmigen  dienen. 

Eine  vollkommene  Bestätigung  dieser  Ergebnisse  erhielt  Prot 
Wirtin ger,  als  er  aus  Anhifs  eiues  Vortrages  im  polytechnischen 
Klub  in  Innsbruck  die  Sommerfeld  sehen  Untersuchungen  wiederholte* 
Prof.  Wirtiuger  beobachtete  die  Bewegimg  eines  auf  einem  festen 
Tisch  verschraubten  Motors,  mdem  er  ähnlich  wie  Prof.  Sommerfeld, 
nur  mit  verfeinerten  Hilfsmitteln^  die  in  den  Motor  gesteckte  Energie^ 
dessen  Tourenzahl  und  die  Bewegungen  des  Tisches  mafs.'J 

Es  scheint  mir  nicht  ohne  Interesse  zu  sein,  diese  Verhaltnisse 
theoretisch  zu  untersuchen,  indem  man  das  Wesentliche  der  Erscheinung 
auf  die  folgende  mechanische  Aufgabe  zurückführt. 

Eine  Masse  m  sei  durch  elastische  Kräfte  in  dem  Punkte  0  als 
Ruhelage  festgehalten,  so  dafs  sie  bei  Entfernung  aus  derselben  längs 
der  Geraden  OX  mit  einer  der  Grölse  dieser  Entfeniung  ^  proportio- 
nalen Kraft  zurückgezogen  wird.  Diese  Maese  m  repräsentiert  das 
elastische  Fundament  des  Motors. 

Mit  m  fest  verbunden  ist  weiter:  1.  eine  um  den  Punkt  O'  dreh- 
bare, mit  der  homogenen  Masse  M  belegte  Kreisscheibe,  deren  Träg- 
heitsmoment J  heifsen  möge  —  sie  stellt  diejenigen  Teile  de*s  Motors 
vor,  welche  um  die  Achse  desselben  symmetrisch  gelagert  sind;  2.  eine 
Masse  m^  im  Abstände  r^  von  0'  —  sie  soll  nach  Grölse  und  Ent- 
fernung von   (y   so   gewählt  sein,  dafa  ihr©  Zenferifugalkraft  die  Achse 


1)  Über    diese    Unteranchungen    wird    Prof   Wirtin ger   noch  aüafilhrliclier 
hmchten. 


Fig.  1. 
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durch  0'  ebenso  angreift^  wie  die  durch  die  Massenverschiebungen  im 
Motor  erzeugten  Kräfte  es  thun. 

Dieses  mechanische  System  hat  zwei  Freiheitsgrade;  eine  allgemeine 
Koordinate   ist   die  Verschiebung  x   des  Fundamentes^  die  andere   ist 

der  Winkel  (p  des  Mo- 
tors mit  einer  festen^ 
etwa  OX  parallelen 
Richtung  dorch  den 
Drehpunkt  0'. 

Man  hat  nun  zu- 
nächst   die   lebendige 
Kraft    des    Systemes^ 
ausgedrückt  in  seinen 
allgemeinen      Koordi- 
naten^ zu  bestimmen. 
Bezeichnet    man    ftir 
einen  Augenblick  die 
rechtwinkligen    Koor- 
dinaten  eines  Punktes   der  Scheibe  mit  i,  rj,   die   der  Masse  m^  mit 
5i;  Vi>  so  wäre  in  rechtwinkligen  Koordinaten  ausgedrückt  die  lebendige 
E[raft  des  ganzen  Systemes 


Ttn 


+  4».P)*+C^)]- 

Hierbei  ist  q  die  Flächendichte  der  Scheibe^  und  die  Integration 
erstreckt  sich  über  die  ganze  Scheibe.  Nun  herrscht  folgender  Zu- 
sammenhang zwischen  den  rechtwinkligen  und  den  allgemeinen  Koor- 
dinaten: 

5  =  a;  4-  <y  cos  9        1^  =  a:  +  ^i  cos  9 

iy  «=  a  +  <y  sin  9>        %  =  a  -}-  r^  sin  9. 

Hierbei  ist  6  die  Entfernung   des  Punktes  {l^rj)  von  0'  und  a  der  un- 
veränderliche Abstand  mO\ 

Durch  Einsetzen  dieser  Beziehungen  erhält  man  nach  einfachen 
Reduktionen 


i  =  i  •  (w  4-  -M  +  %)  (^1)  +  \(J+  m^ii)  (^f)  -  *»in  si»  9>-5f 


dx    dq> 
dt 
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Man  benutzt  die  Kenntnis  der  lebendigen  Eraft  des  Systemes^  um 
die  Differentialgleichungen  von  Lagrange  in  zweiter  Form 

d  f  dL   \      dL 


(4h)) 

{  dL    \      dL 


Ä(^V^  =  * 


anzusetzen.      Hierzu    benötigt    man    noch    der    Fixierung    der    Kraft- 
komponenten  X  und  4>. 

Bei  der  Änderung  der  Koordinate  x  allein  hat  man  die  elastische 
Krafty  welche  der  Entfernung  x  proportional  ist,  also  —  R-x  und  eine 
der  Bewegung  widerstreitende  Reibungskraft,  welche  der  Geschwindig- 

dx 
keit  proportional  ist,  also  —  g -tt  zu  überwinden.     Es  ist  demnach: 


dt 

dt 


■n  d^ 


zu  setzen. 

Ändert  man  jedoch  die  Koordinate  q>  allein,  so  sind  die  folgenden 
Arbeiten  zu  bedenken.  1.  Man  mufs,  um  den  Motor  im  ßang  zu 
halten,  auf  ihn  das  Drehmoment  D  ausüben;  das  liefert  die  Arbeit  D  •  dq>, 
2.  Der  Motor  mufs  sowohl  Reibungskräfte  in  seinen  Lagern  über- 
winden, ab  auch,  wenn  man  ihn  Arbeit  leisten  läfst,  Energie  nach  aulsen 
hin  abgeben.  Diese  gesamte  abgegebene  Energie  sei  —  D^dq).  Bei- 
spielsweise kann  man  D^  =  C  +  P  -^  annehmen,  wenn  man  unter  C 

die  konstante  Lagerreibung  versteht  und  dem  Motor  eine  seiner  Winkel- 
geschwindigkeit proportionale  Arbeit  entnimmt.     Doch  kann  natürlich 
Dj  auch  kompliziertere  Formen  annehmen. 
Jedenfalls  ist  die  Kraftkomponente 

Bildet  man  nun  die  Differentialquotienten  der  lebendigen  Kraft 
=  (m  +  M  +  wj  -TT  —  tn^r^  sm  9>  — ^^ 


»e?) 


dt       "•i'i°'-f     dt 


1^  =  0 
dx 

dL  f  T  \         9\  ^7  •  ^^ 

=  (J+«»,»f)  -^  -  m^r^  sin  9> .  ^ 


H^) 


dL  dx    dw 
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80   erhält  man  die  Differentialgleichungen  des  Systeme»   in  der  Form 

(1)  (m  +  M  +  m,)  .  ^-  -  m,r,  sin  9  •  J*^  -  ^i^  cos  (p  •  (||)* 

(2)  (/+  w,rj)  .  ^J-  -  m^r,  sin  q>  -  -^-^^  ^  D  -  D,. 

Für  die  weitere  Verwendung  dieser  Gleichungen  ist  die  folgende 
Bemerkung  wichtig:  Was  man  in  erster  Linie  zu  erfahren  wünscht, 
ist  nicht  die  Kenntnis  jeder  Phase  in  der  Bewegung  des  Motors, 
sondern  die  jener  stationären  Zustände^  die  sich  bei  jeweilig  gegebenen 
Arbeitsyerhältnissen  herstellen.   Diese  stationären  Zustände  sind  dadurch 

Fig.  2. 


JOO-' 


Wh 


WaH 

gekennzeichnet^  dafs  für  gröfsere  Zeitintervalle  genommen  die  mittlere 
Tourenzahl  des  Motors  konstant  bleibt.  Am  besten  würde  man  diesen 
Bedingungen  genügen^  wenn  man  die  Annahme  in  die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  einführte^  dafs  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Motors  eine 
periodische  Funktion  der  Zeit  wäre.  In  dem  Folgenden  beschränke  ich 
mich  jedoch  auf  die  Voraussetzung^  dafs  die  Winkelgeschwindigkeit 
konstant  sei.  Hierdurch  verzichtet  man  auf  eine  qmnüiaiw  genaue 
Anpassung  an  die  thatsächlichen  Verhältnisse^  erlangt  jedoch  dafür  den 
Vorteil,  dafs  man  das  typische  Bild  der  Verhältnisse  in  formal  ein- 
facherer Weise  erhält. 
Man  setsst  demnach 

d(p 


dt*      ^' 


dt 


=  €31 


=  (Oty 


wobei  (o  natürlich  von  der  Zeit  unabhängig  ist. 
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Man  gelangt  hierdurch  zu  den  Gleichungen  der  stationären  Zustande 

d^x  dx 

(1 ')     (w  +  Jf  +  i»i)  •  ^  —  rn^r^  •  (o^  '  cos  {(ot)  =  —  R  '  X  —  q  '  -^ 

Die   erste   dieser  Gleichungen  ergiebt   die  Bewegung  des   Funda- 
mentes.    Wählt  man  die  abkürzenden  Bezeichnungen 


SO  schreibt  sich  Gleichung  (1')  in  der  Form 

-^  +  n^x  +  2sgj  »  ft-  cos  (mt). 
Die  Annahme 

ergiebt  die  freie  Schwingung  des  Systemes^  deren  Schwingungsdauer 


wird.     Die  Schwingungszahl  der  Eigenschwingung  des  freien  und  un- 
gedämpften Systemes  wäre  —  • 

Das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  zerfällt  bekannt- 
lich in  zwei  Teile,  in  eine  vollkommen  bestimmte  Bewegung  —  die 
erzwungene  Schwingung  —  und  in  eine  freie  Bewegung  des  Systemes, 
die  von  der  Anfangsbedingung  herrührt.  Diese  freie  Schwingung  kann 
man  im  folgenden  ganz  unterdrücken;  sie  ist  eine  gedämpfte  Schwingung, 
welche  nach  Verlauf  einer  kurzen  Zeit  erlischt,  so  dafs  man  auf  sie 
bei  der  Betrachtung  der  stationären  Zustände  keine  Rücksicht  zu 
nehmen  hat. 

Die  erzwungene  Schwingung  wird  bekanntlich 

X  =  A  '  cos  ((ot  —  tff), 
wobei 

A  = 


tgif^ 


280) 


gesetzt  wurde.    Diese  Formeln  ergeben  die  Bewegung  des  Fundamentes 
bei  stationärem  Zustande  des  Motors. 

Aus  der  Differentialgleichung  (2')  erhält  man  sodann  jenes  Dreh- 
moment 2),  welches  man  anwenden  mufs,  um  den  stationären  Zustand 
des  Motors  dauernd  aufrecht  zu  halten. 
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Es  ist 

D  ^  D^  —  fn^r^  sin  (of)  •  ^ 
und  somit 

D  =-  Di  +  m^r^Ao}*  •  cos  (<ot  —  ^)  •  sin  (att). 

Es  empfiehlt  sich  der  ÜbersichtUchkeit  wegen  in  diesem  Ausdrucke 
das  Argument  {2o}t)  herzusteUen,  indem  man  das  Produkt  der  beiden 
trigonometrischen  Funktionen  in  eine  Summe  verwandelt. 

Es  wird 

D  =  D.  +  "^ \'"''*  '  Bin  »  +  "^V"'  Bin  [2mt-  t\- 

Man  sieht  hieraus  zunächst,  dafs  zur  Herstellung  eines  stationären 
Zustandes  ein  veränderliches  Drehmoment  D  nötig  ist,  welches  in  der 
Zeit  einer  Umdrehung,  abo  in  —  Sekunden,  in  der  durch  die  trigono- 
metrische Funktion  angegebenen  Weise  schwankt.  Gegebenen  r  alles 
kann  natürlich  auch  ein  konstantes  Drehmoment  ausreichend  sein,  wenn 
die  Arbeitsleistung  des  Motors  und  damit  die  Grölse  A  »^  eingerichtet 
werden  kann,  dafs  sie  diese  Schwankung  kompensiert. 

Von  gröfserem  Interesse  sind  jedoch  die  Energieverhältnisse.  Man 
berechnet  am  besten  die  mittlere  pro  Zeiteinheit  wahrend  einer  Um- 
drehung dem  Motor  zugeführte  Arbeit,  also  die  (Jröfse 


-hj^^'p- 


^mittel 

0 

Bezeichnet  man  noch  den  Mittelwert  der  pro  Zeiteinheit  wahrend 
einer  Umdrehung  dem  Motor  entnommenen  Energie  mit 

«mittel  ==^'  /  A'^9> 
0 

SO  ergiebt  sich 

«mittel  =  «mittel  +  -^^ ^^  *• 

Ersetzt  man  die  abkürzenden  Bezeichnungen  A^   ^   und    /*  durch 
ihre  Werte,  so  wird 

«mittel  ==  «mittel  "T  /^    i     ät   i    -«  \  FÄ-t 


(m  +  ilf+ m,)  [(n»  —  w«)»  +  *«*«>"]' 
oder  in  etwas  anderer  Form,  indem  man  die  Zentrifugalkraft 
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einführt: 

«mittel  -  «mittel  "h  ^  j^  M  +  m,  '   (n»  -  fi>«)»  + ^«»ai*  *   > 

Wären  keine  exzentrisclien  Massen  am  Motor  vorhanden  (P  =  0), 
oder  wäre  die  Masse  des  Fundamentes  überwiegend  grofs  (m  =  oo),  oder 
würde  endlich  die  Unterhaltung  der  Fundamentbewegung  keinen 
dämpfenden  Kräften  imterliegen  (s  =  0),  so  wäre 

«mittel  =  «mittel- 

In  diesen  Fallen  würde  die  ganze  Energie^  welche  man  in  dem 
stationären  Zustande  in  der  Zeiteinheit  im  Mittel  dem  Motor  zuführen 
mufs^  gleich  der  mittleren  dem  Motor  entnommenen  Energie  sein. 

Treten  jedoch  Fundamentschwingungen  auf,  so  ist  dem  Motor  mehr 
Energie  zuzuführen,  als  er  abzugeben  hat.     Dieser  Zuwachs  ist  durch 


(fn  +  M  +  m,)[(n*  —  ©«)*  +  4«»  ©•] 

gegeben,  und    er    entspricht    dem    zur   Unterhaltung    der   Fundament- 
bewegung nötigen  Energiebetrage. 

Über  den  Verlauf  dieser  Zusatzarbeit  unterrichtet  man  sich,  indem 
man  die  erste  Ableitung  bildet.    Diese  ist 

fff\_       fnlr\8  2 (o^ '  [(n' --  m*)  (3n'  —  <n*)  +  Sg'm'] 

Für  kleine  Tourenzahlen 

CO  ^n 
und  für  grofse  Tourenzahlen 

CO  ^n)/3 

1)  Prof.  Sommerfeld  war  so  freundlich,  mich  brieflich  daranf  aufmerksam 
zu  machen,  dafs  man  diese  Formel  auch  ohne  Benutzung  der  allgemeinen  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  erhalten  kann,  wenn  man  sich  auf  den  Fall  konstanter 
Winkelgeschwindigkeit  von  vornherein  beschi^jikt.  —  Man  erhält  Formel  {!') 
direkt,  indem  man  die  Bedeutung  des  Gliedes  mir^at^coBiat)  als  Komponente  der 
Zentrifugalkraft  bedenkt.  Nach  Integration  dieser  Gleichung  hat  man  weiter  die 
Energieverhältnisse  des  Motors  zu  berechnen.  Ohne  Bewegung  des  Funda- 
mentes wäre  , 

^mittel  ="   ^mittel. 

Bei  der  Fundamentbewegnng  jedoch  ist  überdies  noch  die  Arbeit 


^J«,n«', 


cos  flof  •  dx 
zu  leisten.    Die  Integration  führt  auf  die  obenstehende  Formel. 


3* 
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ist  r(cj)  bestandig   positiv.    In  diesen  Gebieten  nimmt  demnach  f{o) 
mit  wachsender  Tourenzahl  zu. 

Für  Werte  von  o  in  dem  Gebiete 

(G)  n<(D<n]/3 

ist  das  Vorzeichen  von  f  {a)  durch  die  Grofse  s  bestimmt;   es  hangt 
von  dem  2ieichen  des  Faktors 

ab.     In    dem    angegebenen   Gebiete    wird   f  (coi)  Null,    wenn    to    eme 
Wurzel  der  Gleichung 

o*  -  4(n*  -  2s^(o^  +  3w*  =  0 

ist.     Reelle  Wurzeln  dieser  Gleichung  giebt  es  jedoch  nnr  dann,  wenn 

4(n*~2s>)«-3w*>0 
oder  wenn 

s<\V2^ytin 

ist. 

Ist  diese  Bedingung  erfallt,  so  hat  die  Ableitung  f  (ai)  innerhalb 
des  Gebietes  (G)  zwei  Wurzeln  (o^  und  o^-  ^i®  Funktion  f(cai)  nimmt 
dann  für  wachsende  Werte  von  ©  zuerst  zu,  erreicht  för  coi  ein 
Maximum,  nimmt  dann  wieder  ab,  um  für  den  gröfseren  Wert  a^  ein 
Minimum  zu  erhalten,  von  welchem  ab  sie  wieder  dauernd  zunimmt 
Beide  ausgezeichneten  Stellen  liegen  innerhalb  des  Gebietes  (G)  und 
zwar  die  Stelle  des  Maximums  (o^  umso  näher  an  n,  je  kleiner  der 
Wert  von  s  ist. 

Für  

s  =  \V¥-y^.n  =  0,2588  •  n 

fallen  beide  Wurzeln  a^  und  o^  ^®r  Ableitung  zusammen  und  /"(©)  hat 
einen  Wendepunkt.  Für  noch  gröfsere  Werte  von  s  nimmt  ficai)  auch 
innerhalb  des  Gebietes  (G),  also  überhaupt  immer,  zu;  in  der  Umgebung 
von  (D  =  n  so  wie  ©*,  für  sehr  grofse  Werte  von  (o  so  wie  fo^. 

Man  kann  nun  fmittei  als  Funktion  von  (o  konstruieren.  Diese 
Kurve  giebt  den  Zusammenhang  zwischen  der  mittleren  dem  Motor 
zugeführten  Energie  und  der  Tourenzahl  an,  wenn  bei  jeder  Touren- 
zahl der  stationäre  Zustand  hergestellt  worden  ist.  Der  Verlauf  dieser 
Arbeitskurve  ist  wesentlich  durch  den  Verlauf  der  Arbeitskurve  ohne 
Bewegung  des  Fundamentes,  also  durch  £^tt«i9  niit  bestimmt.  Im  all- 
gemeinen ninmit  letztere  Funktion  mit  wachsendem  o  zu,  so  dafs  aucl 
^mittel  zunehmend  verläuft. 
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Für  kleine  Werte  von  s  können  die  dann  aaftretenden  Maximum- 
imd  Minimumswerte  von  /*(©)  auch  im  Verlauf  der  Arbeitskurve  £  mittel 
sich  ausdrücken,  so  dafs  man  ein  Bild  von  dem  nebenstehenden  Typus 
erhält.  Diese  Kurve  wurde  unter  Annahmen  erhalten,  welche  den 
Verhältnissen  bei  den  gleich  zu  besprechenden  Versuchen  von  Prof. 
Wirtinger  sehr  ähnlich  sind.  Es  wurde  angenommen  mi  =  5Kilogr., 
r^  =  1  cm,  s  ==  0,8,  M  +  m  +  m^^  100  Kilogr.,  n  =  364  Touren  pro 
Minute. 

Die  Kurve  ^mittel  =  «^ttei  wurde  als  Gerade 

jyr+430 

^^  22 

angenommen,  wobei  W  die  dem  Motor  zugeführte  Arbeit  in  Watt  und 
N  die  Tourenzahl  pro  Minute  bedeuten.  Es  hat,  wie  man  sieht,  fmittei 
in  dem  Gebiete 

n  <  ©  <  n  •  )/3 

ein  Maximum  und  Minimum  und  es  können  innerhalb  dieses  Gebietes 
ein  und  derselben  dem  Motor  zugeführten  Energie  mehr  als  eine 
Tourenzahl  entsprechen. 

Kurven  dieses  Typus  ergaben  sich  bei  den  von  Prof  Wirtinger 
ausgeführten  Versuchen.  Mit  seiner  gütigen  Erlaubnis  führe  ich  eine 
dieser  Kurven  hier  an.  Zur  Erläutenmg  derselben  sei  bemerkt, 
daJs  der  Motor  an  der  Stelle  a,  an  welcher  die  Fundamentbewegungen 
sehr  starke  waren,  noch  mehr  Arbeit  zugeführt  erhielt.  Die  Touren- 
zahl begann  sodann  rapid  zu  wachsen,  indem  zugleich  die  Fundament- 
schwingungen abnahmen.  Durch  entsprechende  Verminderung  der  zu- 
geführten Energie  gelang  es,  einen  stationären  Zustand  des  Motors  im 
Punkte  b  wieder  zu  erreichen,  von  wo  an  die  Kurve  bei  weiterer 
Arbeitsvermehrung  steigt.  Das  Bild  dieser  Kurve  fällt  in  den  Typus 
der  gezeichneten  Art. 

Ich  konnte  mich  auch  überzeugen,  dafs  die  für  das  Auftreten 
dieses  Typus  notwendige  Bedingung 

s  <  0,2588  n 

in  diesem  Falle  wirklich  erfüllt  war.  Eine  Berechnung  dieser  sehr 
genauen  Beobachtung  aus  den  Formeln  konnte  ich  leider  nicht  durch- 
führen, da  hierzu  notwendige  Ghrölsen,  besonders  «mittel,  teils  gar  nicht, 
teils  nicht  mit  genügender  Sicherheit  bestimmt  worden  waren. 

Die  von  Prof.  Sommerfeld  ausgeführten  Versuche  ergaben  offenbar 
denselben  Typus  für  den  Verlauf  der  Kurve  «mittel.  Prof  Sommer- 
feld  bemerkt   in   seiner  Arbeit,   dafs   im  Gebiete   des  lebhaften  Mit- 
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Schwingens  des  Fundamentes  ein  Festhalten  des  letzteren  die  Tonren- 
zahl  sofort  auf  einen  höheren  Wert  bringt  Es  gab  alao  auch  hier 
innerhalb  eines  kritischen  Gebietes  zn  einer  bestimmten  Arbeit  fmitM 
zwei  Tonrenzahlen.  In  der  That  bemerkt  auch  Prof.  Sommerfeld, 
dafs  er  bei  seinen  Versuchen  eine  kleine  Dämpfung  hatte. 

Fig.  5. 


Zum  Schlüsse  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dafs  man  ans  den 
vorstehenden  Betrachtungen  auch  das  Verhältnis  der  statischen  und 
dynamischen  Ausweichung  des  Fundamentes  erhält. 

Es  ist  die  Amplitude  der  Fundamentschwingung 


A^ 


>/(n«  —  ö«)»  +  48*0)"» 


Daher  hat  man 


^r^ 


m  +  M+m^     y(n«  _  ««)«  +  i«««» 


Würde    jedoch    die    der   Winkelgeschwindigkeit   m    entsprechende 
Zentrifugalkraft 

P  =  m^ri  •  (D* 

als  statischer  Zug   wirkend   am  Fundamente  angreifen^    so    würde  sie 
demselben  eine  Ausbiegung  i^sut  erteilen^  welche  sich  aus  der  Gleichung 


ergiebt. 


-B  *  ^sut  =  Wj^^o 
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Bezeichnet  man  mit  y  das  Verhältnis  der  dynamischen  zur  statischen 
Ausbiegang,  so  erhält  man 

B,  1 


y  = 


jn^^M^-m    y(n«  — cD«)»  +  ^«"""     • 


Am  gröisten  ist  y^  also  am  ungünstigsten  das  Verhältnis  zwischen 
dynamischer  und  statischer  Ausbiegung  für 


Am  günstigsten  wird  es  für  sehr  grofse  Tourenzahlen,  welche  die 
Schwingungszahl  der  freien  ungedämpften  Eigenschwingung  des  Funda- 
mentes weit  übertrefifen. 


Über  nnendliclie  Mannigfaltigkeiten  der  Örter  der 

dioptrischen  Kardinalpnnkte  von  Linsen  nnd  Linsensystemen 

bei  schiefer  Lizidenz. 

Von  Ludwig  MATXfflESSEN  in  Rostock. 

In  der  Gaufsschen  Dioptrik  zentrierter,  brechender,  sphärischer 
Flächensysteme  mit  beschränktem  Gesichtsfelde  sind  die  gebräuchlichsten 
Koordinaten -Anfangspunkte  (Eardinalpunkte)  die  Hauptbrennpunkte, 
(resp.  Brennebenen),  die  Hauptpunkte  (resp.  Hauptebenen)  und  die 
Knotenpunkte.  Die  letzteren  liegen  stets  zu  den  Hauptpunkten  sym- 
metrisch gegen  die  Brennpunkte.  Die  Hauptpunkte  bilden  die  Grundlage 
eines  bipolaren  rechtwinkligen  Koordinatensystems;  jene  Kardinal- 
punkte sind  mit  Ausnahme  der  Brennpunkte,  jede  Art  für  sich  be- 
trachtet, konjugierte  Objekt-  und  Bildpunkte  d.  h.  der  eine  ist  das 
Bild  des  anderen  und  sie  fuhren  wie  jedes  andere  bipolare  System 
konjugierter  Punkte  zu  der  bekannten  Normalformel  der  Objekt-  und 
Bilddistanzen 

Die  Hauptpunkte  und  Hauptebenen  sind  von  der  Eigenschaft,  daiSs, 
wenn  ein  in  das  System  einfallender  Lichtstrahl  gegen  irgend  einen 
Punkt  der  Hauptebene  gerichtet  ist,  derselbe  so  aus  dem  Systeme  aus- 
tritt, als  wenn  er  aus  dem  homothetischen  Pimkte  der  zweiten  Haupir 
ebene  herkommt.  Die  Knotenpunkte  andrerseits  sind  von  der  Eigen- 
schaft, dafs,  wenn  der  einfallende  Lichtstrahl  gegen  den  ersten  Knotenpunkt 
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gerichtet  ist,  derselbe  aus  dem  Systeme  parallel  zu  dem  eintretenden 
Strahle  austritt,  als  wenn  er  aus  dem  zweiten  Knotenpunkte  käme 
(paralleler  Durchgang).  Wir  benutzen  diese  Eigenschaft  der  gedachten 
Kardinalpunktepaare,  um  zu  einem  leuchtenden  Punkte  den  zugehörigen 
Bildpunkt  zu  konstruieren,  mit  Hülfe  des  sogenannten  dioptrischen 
Paralleltrapezes. 

Es  lassen  sich  nun  die  Örter  der  Kardinalpunkte  unendlich  vielfech 
variieren,  wenn  man  die  Bedingung  zuzieht,  dafe  sie  konjugierte  Punkte- 
paare bleiben;  im^ner  gelangt  man  dabei  zu  der  Normalfomiel  der 
Abszissengleichung,  falls  man  die  neuen  Hauptpunkte  auf  dem  em- 
tretenden  und  austretenden  Strahle  sucht.  Da  aus  den  Gaufsschen 
Beschränkungen  för  die  Dioptik  zentrierter  sphärischer  Flächen  mit 
kleinem  Gesichtsfelde  sich  ergiebt,  dafs  das  von  einem  leuchtenden 
Punkte  ausgehende,  unendlich  dünne  Strahlenbündel  immer  homozentrisch 


Fig.  L 


gebrochen  wird,  und  man  von  dem  einfallenden  Strahlenbündel  den- 
jenigen Strahl  (Achsenstrahl)  auswählen  kann,  welcher  mit  der  Zentrale 
des  Systems  in  derselben  Ebene  liegt,  so  wird  auch  der  austretende 
Strahl  in  dieser  Ebene  liegen,  sodafs  sich  samtliche  Konstruktionen  in 
derselben  vollziehen  lassen.  Die  Brennpunkte  der  durchgehenden 
Strahlenbündel  liegen  in  den  sogenannten  Brennebenen,  welche  senkrecht 
zur  Zentrale  in  den  Hauptbrennpunkten  des  Systems  errichtet  sind. 

Von   Wichtigkeit    für    die    folgenden   Betrachtungen    sind    einige 
Hülfssätze: 

1.  Verbindet  man  die  sechs  Kardinalpunkte  irgend  eines  durch- 
gehenden Strahles  FH^H^OKßKaF  zu  einem  Sechseck,  so  ist  diese 
Figur  (Fig.  1)  ein  sechsseitiges  Parallelogramm.  Dabei  ist  H^F  die 
vordere,  ^O  die  hintere  Brennweite  und  es  sei  H^F  =  Kß9  ^^  fy 
H^O^KaF^q>.  Ist  nun  P  ein  leuchtender  Punkt  auf  dem  ein- 
fallenden, B  sein  Bild  auf  dem  austretenden  Strahle,  so  sind  die 
Knotenpunkte  KaKß  ihre  Fixpunkte,  und  KaF  ||  KiB  die  adjungierten 
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Standlinien.  Bezeichnet  man  die  Abszisse  des  leuchtenden  Punktes  auf 
dem  Strahle  H^^P  mit  1^^  die  des  Bildes  H^B  mit  1^^  so  ergiebt  die 
Betrachtung  der  Figur 


H,F      K„F'     {.-/•      v' 

also 

(1) 

{.  +  1.        ^  • 

2.  Zieht  man  eine  andere  Standlinie  Kah^  und  damit  parallel 
Kfih^j  so  sind  h^h^  konjugierte  Punkte;  sie  können  mithin  als  neue 
Hauptpunkte  benutzt  werden.  Konstruiert  man  das  sechsseitige  dioptrische 
Parallelogramm  FJi^h^^k^Jc^Fj  so  sind  die  neuen  Brennweiten  h^F=^fi 
und  h^0  ^  q>^,  die  neuen  Fixpunkte  ä^äTj;  ^^^  parallelen  Standlinien 
der  Punkte  P  und  B  \P  und  k^B,  die  neuen  Objekt-  und  Bildabszissen 
auf  den  Strahlen  ÄiP=|^,  li^B^^^,  Ähnliche  Dreiecke  ergeben 
wiederum  die  Proportion 

\F_h^       A    .    ?!  _  1 

Die  neuen  Knotenpunkte  oder  Fixpunkte  \  und  k^  können  ebenso  wie 
die  Hauptknotenpunkte  KaK^  zur  Konstruktion  von  konjugierten 
Punkten  dienen.  So  ist  z.  B.  k^H^^  \k^H^.  Hierbei  ist  bemerkenswert, 
dafs  die  beiden  variierten  Hauptpunkts-Interstitien  W  eine  Fläche  be- 
streichen, welche  durch  den  einfallenden  und  austretenden  Strahl  begrenzt 
ist,  während  die  gleichen  Knotenpunkts- In terstitien  \k^  eine  damit 
kongruente  und  symmetrisch  gelegene  Fläche  bestreichen,  die  zwischen 
den  Knotenlinien  KaF  und  KßO  liegt. 

Die  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  nun  ebenfalls  anwenden  auf 
den  Fall  der  schiefen  Inzidenz  in  sphärische  Linsen  bei  unbeschränktem 
Gesichtsfelde,  wenn  man  nur  die  Abszissen  auf  den  Strahlen  abmifst 
(Reusch).  Zur  Erläuterung  wollen  wir  einige  einfache  Fälle  behandeln 
und  zwar  die  Brechimg  in  einer  VoUkugel,  welche  auf  den  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  gleichen  und  von  verschiedenen  Substanzen  begrenzt 
ist,  sowie  die  Brechung  in  einer  einfachen  Linse. 

Bei  jeder  schiefen  Inzidenz  in  eine  krumme  Fläche  findet  mit 
seltenen  Ausnahmen  astigmatische  Brechung  statt  Sind  die  brechenden 
Flächen  Kugelflächen,  so  bedient  man  sich  der  bekannten  Beu  seh  sehen 
Formeln  zur  Berechnung  des  ersten  Bildes  B^  der  Strahlenfächer  im 
Hauptnormalschnitt  oder  Achsenschnitt,  und  des  zweiten  Bildes  B^  der 
Strahlenfächer  im  Nebennormalschnitte  des  unendlich  kleinen  Dup  in  sehen 
Kreises.    Die  Abszissen  der  Örter  P,  B^y  B^  werden  auf  den  Strahlen 
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selbst  gemessen;  die  Bilder  B^  und  B^  sind  die  beiden  Brennlinien  des 

astigmatischen  Brennramnes.    Die  Formeln  f3r  die  Strahlenfacher  L  und 

n.  Art  sind  folgende: 

.  -rsinf,       ^1    .        rsinf,         ^_i 

W  8in(«,-c,)       X.     '^Bin(«,~c,)       a:,  ^' 

/o\  —  r sin g,       J^  rsine,       .  JL  =  1 

^  ^  sin  (f,  —  fj) "  a:^  "*"  sin  (g,  —  «,) '  a^ 

Bei  einer  VoUkogel  hat  man  diese  Formeln  zweimal  anzawenden.    Setzt 
man  in  (2)  die  Brennweiten  anf  den  Strahlen 

—  r  sine,                •        ^            rsing,  « 

-7—7 ~  •  COS  ^  =  /i ,     -—, ^  •  cos  c;  =  cpi , 

so  kann  man  för  die  Brechung  in  der  Yorderflache  kürzer  schreiben 

^  +  5^  =  1; 

fOr  die  Hinterfläche^  wenn  sie  Ton  demselben  Medium  begrenzt  ist, 

ys        y4 

Rechnet  man  nun  die  Abszissen  der  Objekte  von  der  Yorderflache^  die 
der  Bilder  tou  der  Hinterfläche  ab  ^  so  ist  zu  substituieren 

ya  =  yi-  r=yi-2rcosei, 

wo  T  die  innere  Strahlenlange  bezeichnet     Daraus  resultiert 

4^  —  y4    ^      y» ^rco^e^ 

^  y^  +  fi     y*  -  fi        ^1 

Um  zu  einer  möglichst  einfachen  Abszissengleichung  zu  gelangen, 
suche  man  zwei  auf  der  inneren  Strahlenstrecke  T  synunetrisch  ge- 
legene konjugierte  Punkte  und  wähle  sie  ab  Kardinalpunkte  eines 
bipolaren  Koordinatensystems.  Man  setze  also  y«  =  —  yo^  woraus  sich 
ihre  Distanzen  von  den  Innenflächen  ergeben,  nämlich 

y^  =  rcosfj,    y4  =  —  rcosf,. 

Diese  Kardinalpunkte  seien  J^  und  jE^,  welche  wir  Hauptpunkte  nennen 
woUen,  da  sie  ganz  analog  den  Hauptpunkten  Gaufsscher  Systeme 
funktionieren.  Setzt  man  dann  zur  Verschiebung  der  Abszissen- 
An&ngspunkte 

yo  =  rcosfj  -h  |o>     y*  =  —  rcosf^  -h  l^ 

in  die  Gleichung  >  4')  ein  und  ordnet  sie,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
Ton  der  bekannten  Normalform,  nämlich 

^  "^^^  ^       li        r  Sin  f ,  COS  fj  cw  f ,       y^ 


Von  Ludwig  Matthissben.  43 

Diese  Redaktion  kann  geschehen  entweder  durch  Anwendung  des  Hülfs- 
Satzes  vom  sechsseitigen  Parallelogramm  nach  vorhergehender  Bestimmung 
der  neuen  Brennweiten^  indem  man  einmal  y^  =  oo,  dann  y^  =>  oo  setzt^ 
oder  auch  auf  folgende  Weise.  Da  yQ^rcose^  und  y^  =  —  r  cos  c^ 
konjugierte  Werte  sind,  so  ist  erstlich  nach  (4) 

r  coB  e,         __       rcoae^  2r  cos  e, 

—  r  cos  «^  +  /i  "~  ♦*  ^B  *i  —  A  9i      ' 

und  sodann  f&r  variahele  1^  und  ^^ 

r  cos  e,  —  Ij  r  cos  e,  +  So  2r  cos  e^ 

—  rcose,  +  /;  +  Ij  ■"  rcos«,  —  /;  +  J^  ^^       * 

Durch  Subtraktion  beider  Gleichungen  gelangt  man  ohne  Schwierig- 
keiten zu  (5). 

Was  weiter  die  Strahlenfacher  11.  Art  betrifft,  so  setze  man  in  (3) 

—  r  sin  e^    ^  r  sin  «^       

sin  (c,  —  Cj)  "~  '  * '     sin  (e,  —  e^)  ~"  ^*  * 

Dann  gelten  für  die  Brechungen  in  der  Vorder-  und  Hinterfläche  die 
Gleichungen 

Da  nun  wie  yorhin 

iCg  =  35^  —  T  =  35^  —  2r  cos  e^ 
ist,  so  wird 
if{\  —  a?4    ^      gp       __  2rco8gt 

Um  einstweilen  der  Einfachheit  wegen  symmetrisch  gelegene  Eardinal- 
punkte  zu  erhalten,  setzt  man  wieder  0:4  =  —  Xq,  woraus  sich  die 
simultanen  Wurzelwerte 

/ r  cos  «1  , —  r  cos  e^ 

®  008(^2  —  «i)  '  *  ~"  COB  (C,  —  «j) 

ergeben.  Da  dies  die  Werte  der  inneren  Verlängerungen  der  äufseren 
Strahlen  bis  zum  Durchschnittspunkte  D  sind,  so  bilden  diese  Eardinal- 
punkte  eine  Symptose.  Die  Verschiebung  der  Abszissen-Anfangspunkte 
nach  dem  Punkte  D  führt  zur  Gleichung 

(7)  [B,]  ^i:  +  iL^«i^l(^^  =  i,. 
^  ^^    »-    2J  £0       £1  rsinc,  qpg 

Die  Vergleichung  beider  Brennweiten  9?^  und  9?^  ergiebt 

(8)  9?j  =  9?2  cos  (e,  —  e^)  cos  c^  cos  64 , 
eine  Beziehung,  die  leicht  konstruierbar  ist. 
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Wir  können  nun  einen  Schritt  weiter  gehen  nnd  voraiueetzen,  dab 
die  Hinterfläche  der  Engel  von  einem  anderen  Medium  begrenzt  ist, 
als  die  Vorderfläche.  Alsdann  gelten  für  die  Strahlenfacher  L  Art  in 
der  Vorderfläche 

y  —  r  sin  e,  «  r  sin  e.  « 

/i  =  -^—7 \  COS  ^ ,    a>i  =  -r— ; — -^  cos  el : 

'*       sin  (e,  —  «,)  *'     ^^       Bin  (e,  —  e^)  * ' 

in  der  Hinterfläche 

/         —  r  ßin  f ,  9       i"  r  sin  e.  , 

w.  =  -T— 7 ^  cos  cf ;    /T  =  -T-7 — r  cos  el . 

^1       sin  (f,  —  Cj)  1 '     '  1       sin  (*,  —  «j)  * 

Die  betreffenden  Abszissengleichungen  sind  also 

A  +  ?i  =  i^     ?.i  +  /(_l. 

yo     yi  y*     Va 

Da  wiederum 

y,  =  yi  — 2rco8ei 
ist,  so  erhält  man 

(9)  _?iy4^=.  JM??^«2rcose,. 

Simultane  Wurzelwerte  sind 

y^  =  rco8^,    y^  =  — rcos«,. 

Substituiert  man  durch  Verschiebung  der  Koordinaten  nach  den  Haupt- 
punkten El  und  E^ 

Vo  =  rcoscj  +  lo,    y*  =  —  rcosf,  +  Sj, 
so  gelangt  man  zu  der  Abszissengleichung 

n 0^  ~  ^^^ ^«    I    8"*  *t cosf,  8in(f,  —  e,)  +  cosf,  8in(«,  —  «,) — sine, eint, 

^     '^       £0  li     ~  r  cos  e,  cos  f ,  cos  e,  f^  tpi 

Daraus  folgt 

WO    n    das    Brechungsverhältnis    des    letzten    Mediums    zu    dem    des 
ersten  ist. 

Für  die  Strahlenfächer  IL  Art  ist  in  der  Vorderfläche 

/.  —  r  sin  «j  r  sin  e, 

'*       sin  («,  —  e,)'     ^  "  sin  («,  —  «j) ' 

in  der  Hinterfläche 

, —  r  sin  f ,         ^ r  sin  e, 

^*  ~"  sin  (f,  —  fj) '     '  *  ~~  sin  (f,  —  e^) 

Die  Abszissengleichungen  sind  also  beziehungsweise 

A  +  ?i  =  i,   ?«  +  -^=i. 
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Da  wieder  wie  oben 

^8  =  a^a  —  2r  cos  Cj 

ist,  so  ist  die  Abszissengleichnng  bezüglich  des  Eintritts-  und  Austritts- 
Punktes 

(12)  ^V  =  i^-2rco8c^. 

Simultane  Wurzelwerte,  also  konjugierte  Punkte  sind 
,  r  008  e,  ,         —  r  coB  e, 

Ö  cos  (tf,  —  «i)  ^  *  C08  («,  —  Cj)  ^ 

folglich  die  Hauptpunkte  D^  und  D,.  Weil  aber  jedenfalls  das  Zentrum 
C  der  Engel  Fixpunkt  für  diese  Strahlengattung  ist,  so  ist  auch  der 
Schnittpunkt  D  der  äufseren  Strahlen  Kardinal-Doppelpunkt.  Denmach 
sind  ebenfalls  simultane  Wurzelwerte 

, 2r  cos  «j  sin  («j  —  «i)  > —  2r  cos  «,  sin  (e,  —  c,) 

^0  ~"    8iii(«,  +  «,  —  2«i)  '     ^*  8in(«,  +  e,  —  2«,)      ' 

Verschiebt  man  jetzt  die  Koordinaten- Anfangspunkte  nach  D  und  nennt 
die  neuen  Abszissen  1^  und  ^,  so  wird 

x-o\  — ein*,       flinc,       flin(«, -(~*i  —  ^e.)       sin«,        — sint, 

(13)  -|;-  +  -i; r =  ^ TT' 

Aas  (13)  folgt 

(14)  ?>;  =  -«/;'• 

Für  die  gewählten  Eardinalpankte  D  and  jS^-^s  erhält  man  weiter  aus 
(11)  und  (14) 

VyV^    =  / 1  /2  • 

Aus  (10)  und  (13)  ergiebt  sich  die  Beziehung 

/-  Ev  n „  sin  f,       cos  e,  cos  g^  cos  g^  sin  (e,  -}"  ^i  —  ^^i) 

^     ^  Ti  """  ^'s  Bin  g^  '  cos  e,  sin  (f,  —  ^)  +  cos  f^  sin  (e,  —  «J ' 

Setzt  man  weiter  n  =  1,  £,  =^^,  so  geht  diese  Relation  wieder  in  (8) 
über.  Läfst  man  dagegen  £,  in  e^  übergehen,  so  ist  offenbai*  nur  die 
Vorderfläche  brechend  und  man  mufs  wieder  zu  den  Reuschschen 
Formeln  (2)  und  (3)  gelangen.  Dies  ist  für  die  Gleichung  (13)  ohne 
weiteres  zutreffend.  Bei  den  Strahlenfachem  I.  Art  wählten  wir  nicht 
D,  sondern  E^  und  1^^  als  Anfangspunkte.  Behält  man  sie  zunächst 
bei,  so  resultiert  aus  (10) 

(\^  ~  "^"^^1    I    ^^"^1  ^  sin (g,  ~  et) 

^     ^  £o  Si  r  cos  e,  cos  gj  * 

Für  diese  Abszissen  giebt  es  zwei  Fixpunkte  J<^J^  oder  A:^^:^  in  dem 
sechsseitigen  dioptrischen  Parallelogramm  mit  einspringenden  Winkeln, 
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Ebenso  Tereinfaclien  sich  die  Eelationcn  (21),  (22),  (23),  wodurch 
g>  ^  — /'  wird.  Ferner  ergeben  die  Formeln  ^  dafe  for  die  Strahlen- 
ficher  n.  Art  die  Pnnkte  H^  und  H^  (Fig,  3)  konjugiert,  also  Haupte 
punkte  filr  diese  Art  sind;  für  die  Strahlenfdcber  L  Art  (2)  die  Punkte 
£,  und  E^  Hauptpunkte  filr  diese  Art.     Da 

so  geben  beide  Uauptptinkts-lnterstitien  durch  das  optische  Zeiitrnm  C 
Man  kann  jetzt  für  beide  Arten  die  Bechsaeitigen  diopirischen 
Parallülogramme  kooatruiereö,  um  die  adjiui gierten  Fixpiuikte  zu  finden. 
Man  erkeimt  aber  leicht,  dafs  sie  in  die  gebrochenen  Linienxüg© 
FM^H^<^  imd  den  analogen  F^E^E^^^  zusammenfalleii,  und  die  ad~ 
jungierten  Fiipuntte  in  den  Strahlen  selbst  HegeOj  mithin  zu  Kon- 
struktionen anderer  konjugierter  Punkte  nicht  Terwertbar  sind.  Statt 
dessen  kann  man,  wie  in  Fig.  B  angedeutet  ist,  auf  Grund  der  Be- 
ziehung e,  -£,  _  1       H^B^H^F  _  _j_ 

zu  der  gegebenen  Objektabszisse  und  der  Brennweite  die  dritte  har- 
monische Proportionale^  die  Bildabszisse  konstruieren. 

Die  Theorie  des  zentralen  Durchgangs  von  Strahlen  peripherischer 
Objekte  ist  bereits  früher  von  Ludimar  Hermann  in  ausgezeichneter 
Weise  abgehandelt  worden.^)  Die  Punkte  M^E^  nennt  er  JJirekiionS' 
punkte^  die  Punkte  ^^-E^  Seitenpunkte. 


Sir  Robert  S,  Balls  lineare  Schranbengebiete. 

Von  A.  Grünwald  in  Prag-Bubentseh. 
Mit  2  DappeLtftfelM  I  u.  II* 

Es  aoU  hier  eine  rein  geometrische  Übersicht  der  Linearen  Schi'auben- 
mannigfaltigkeiteUj  ihrer  Achsenl^en  und  Parameter- Verteilung  geboten 
werden^  wie  eine  solche  zuerst  von  Sir  Robert  S.  Ball  {j,Theory  of 
Screws,  A  Study  in  the  Dynamics  of  a  Rigid  Body'*,  Dublin  187  B, 
deutsch  von  Harry  öraveliua  als  „Theoretische  Mechanik  starrer 
■  Systeme^  Berlin  1889  5  zuletzt  in  ,^  treatiae  on  the  theory  of  screws*^, 
Cambridge  1900)  entwickelt  worden  ist-  Dies  geschah  dort  vorwiegend 
in  mechamschem  Qewande;  es  ergab  sich^  dafs  jeder  starre  Körper  von 

1)  L.  Hermann,  Pogg.  Ann.  153.  S.  470  {18T4);  Pflügers  Ärch.  f,  d,  gee, 
PhyafioU  IS.  S.  443  (1878);  20.  S.  370  (1879);  27.  S.  391  (18B2). 

Z»itidtiTiCI  f.  lUtlitiDftUlE  u.  l^j-iik.  a.B«ii4   tmi.  l.H«ft.  4 
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bdielMgem  Frahätignde  fii<6>  brwe^idi  ist  ob  di^ 
emer  fiMurai  Mannigfaltigkctt  Hier  Stufe  12.  nd  ncU  t*^*"^ 
wild  dnrA  Dyuunen,  wddie  einer  anderen  Kuciuen,  ■■''  «*«« 
.^RnpnAen''  Schnrabcsmannigfelti^Eeit  der  tr  =:^  «'6  —  «kfeea  Stefe  P, 
angelioren.  Von  uns  soll  die  Bebumtaduift  mit  dem  esnAamm 
Operationen  der  AnadehnnngBlehie  Hermann  Grafamanns  (A^  l^H 
A^  1^2)  Torsoflgeaetit  werden.  «TeigL  K  W.  Hyde  in  dem  Ammb  of 
Maifaemaüca.  toL  TV,  X  5,  18*»  und  Tom  tdben  Yertamerz  ^1*«  dire©^ 
ti<mal  ealcnhis,  baaed  npon  tlie  methoda  of  Hermann  Grnramann, 
Boaton  1890l  Unser  Baom  Ton  drei  Dimensionen  ist  dnrdi  Tier  nidit 
in  einer  Ebene  liegende  Masaenponkie  e,  fi  =  1,  2,  3,  4)  berfmmt 
Jeder  Ponkt  x  dcaaelben  kann  mittelst  geeigneter  ZaUgrofiMn  x.  als 
Yielfefhensgmme  x  »^^Xi<;-dieaer  rier  Crrnndponkte  dacrgaateHi  werden; 
diene  Sommiernng  ist  in  der  Meebanik  ab  Sehwerpanktnbeatimmiiiig 
bekannt,  die  x.  sind  die  allgemeinen  linaren  PimktkoordiBatem,  ^csieil 
wenn  e,,  e^,  e,  anendlich  föne  Punkte,  d.  k  Strecken  rom  konatanter 
Riditnng  und  Lange  Tor8teIla^  homogene  Hessesehe  Pkrallelkoordinaten. 

Unter  dem  ,jmlseren«  Produkte  dreier  Maseenpwnkte,  t  B.  c,,  «i,  ^ 
daa  ebene  .^Katt^  oder  der  Ebenentefl  (t^e^ej  TOTtanden,  nidit  blofii 
nach  seinem  FBcheninhah  ond  seiner  SteDnng  aa%e£iCii  wie  x.  B.  ein 
in  der  Mechanik  gebiiachliehea  Eiiftepaar  «DrehzwiDing,  dna  mnüm 
Produkt  zweier  Strecken»,  aondem  auch  nach  seiner  ZngehÄiißmt  zu 
einer  beatimmten  Ebene.  Zwei  Blatter  werden  also  wie  zwei  Dreh- 
zwillinge der  Mechanik  addiert,  nur  mnfii  bei  dem  Sommenblnit  noch 
die  Zugehörigkeit  zu  der  durch  die  Schnittlinie  der  gegebenen  Blatter 
gdftenden  Ebene  featgdialten  werden.  In  diesem  Sinne  ist  jedes 
Blatt  i  dea  Baumea  als  Yiel&chensumme 

da-  Tier  Grundblatter  dea  Bezägstetraeders  darstdlbar;  die  Znhlgrölaen  (. 
aind  hierbei  die  allgemeinen  linearen  Ebenenkoordinatoi,  spesidl  wenn 
Cj,  e^,  und  e,  Strecken  sind,  die  homogenen  Hesaeachen  Ebenen- 
koordinaten. 

Unter  dem  aulseren  Produkte  zw«er  Masaenpunkte^  z.  B.  e^  nnd  e^ 
wird  der  Linientefl  oder  ^tab*^  (e^tj)  Terstauden,  nicht  blola  wie  bei 
der  Strecke  aul^ge&fst  nach  Ujige  und  Richtung,  sondern  nach  nach 
der  Zngehori^beit  zu  der  beatimmten  Geradoi,  also  wie  eine  Kraft  oder 
noch  eine  Drdigeachwindif^eit  um  eine  Achse  in  der  Mechaa&ik  starrer 
Sjateme.  (Auch  ab  eingewandtes^  Produkt  zwdo^  Blatter  e^e^e^  und 
e^€^e^  kann  der  Stab  e^e^  an^efaist  werden.)  Ist  spezidl  e^  aowobl  ala  e^ 
eine  Strecke,  so  heilat  der  unendlichfeme  Stab   (e^e^}   ein  JPeld'';   er 
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entspricht  dann  als  geometrisches  Bild  yoUständig  dem  Begriffe  des 
Drehzwillings  oder  auch  einer  Parallelverschiebungsgröfse,  d.  h.  einer 
Gleschwindigkeitskomponente  der  Drehung  um  eine  unendlich  ferne 
Achse.  Addiert  werden  Stabe  wie  Kräfte  oder  Winkelgeschwindig- 
keiten bei  Achsendrehungen. 

Jeder  Stab  { ist  aus  den  sechs  (Jrundstaben  des  Elementartetraeders 

^1^;    ^^Sf   ^^Af   ^^8;    ^9^1)    ^4^ 

durch  geeignete  Zahlgrölsen  p,-,  i  (i,  h^  1,  2,  i,  4)  linear  ableitbar: 

Die  Bestimmungsstücke  p»,  t  sind,  falls  zwischen  ihnen  die  sogleich  zu 
besprechende  quadratische  Relation 

PiiPu  +  PiiP4a  +  PiiPis  =  0 

besteht,  die  sogenannten  Plückerschen  Linienkoordinaten,  welche 
eigentlich,  wie  dies  F.  Klein  (Nichteuklidische  Geometrie,  Göttingen 
1893)  bemerkt,  nach  Grafsmann  benannt  werden  sollten,  der  seine 
umfEttsendere  Theorie  1844,  also  zwei  bis  drei  Jahre  Yor  Plücker  auf- 
gestellt hat.     Besteht  die  erwähnte  Relation  nicht,  so  ist 


^Pi^kBiek^L 


nicht  als  ein  Stab,  sondern  nur  als  Summe  von  mindestens  zwei  solchen 
windschiefen  l^  und  l^  darstellbar,  die  dann  „konjugiert"  heUsen: 
L  =  l^  +  lr  (VergL  Moebius,  Ges.  Werke,  Leipzig  1886,  HL  Bd.; 
Reye,  Geom.  d.  Lage,  Leipzig  1892  gebraucht  für  die  Windschiefen, 
auf  welchen  l^  und  ^  liegen,  statt  der  Bezeichnung  „konjugiert  bzl.  L" 
den  Ausdruck  „reziproke  Polaren  im  Nullsystem  i.")  Bekanntlich  ist 
bei  gegebener  Summe  L  eine  der  konjugierten  Geraden,  z.  B.  die  von  l^ 
beliebig,  die  Länge  und  der  Sinn  von  Z^,  sowie  der  konjugierte  Stab  l^ 
ist  dann  schon  bestinmit. 

L  nennen  wir  eine  „Schraube";  sie  kann  in  eindeutiger,  kanonischer 
Weise  als  Summe  eines  bestimmten  Stabes  l  und  eines  hierzu  senk- 
rechten Feldes  f  dargestellt  werden: 

L=  l  +  f. 

Giebt  man  f  die  Form  eines  Rechteckes,  dessen  eine  Seite  die  Länge  l 
ron  /  hat,  so  heilst  die  zweite  Seitenlänge  p  nach  Plücker  der 
^arameter*^  der  Schraube.  Er  soll  positiv  oder  negativ  sein  und  die 
entsprechende  Schraube  rechts  oder  links  gewimden  heifsen,  je  nachdem 


y^ 
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gesefctten  ^jGruiidsclii*aub©ii"  jede  Schraube  L  durch  geeignete  Zahl- 
gröfsen  A»  ableiten; 

Die  li  sind  dann  die  allgememen  Bai  Ischen  Schraubenkoordinateii.*) 

t  Unter  dem  Produkte  zweier  Stabe  l^l^  ist  die  Inhal tsv^ahl  dee  durch 

\  und  l^  beBtinimten  Parallelepipedes  oder  Spates  au  verstehen.  Das- 
Belbe  soll  positiv  oder  negativ  sein,  je  nachdem  einem  längs  eines  der 
Stäbe  gelegten  und  dem  anderen  zugewandten  Schwimmer  der  andere 
Stab  nach  links  oder  rechts  hin  gerichtet  erscheint  Es  gilt  IJ^  ^  l^l^^ 
wie  denn  auch  Stäbe  als  Punktprodukte  von  der  zweiten  Stufe  sind. 
Der  Name  „Produkt**  wird  dadurch  gerechtfertigt^  dafs  in  Bezug  auf 
die  Addition  der  Stäbe  das  distributive  Gesetas  gilt,  wonach  l^l^  un- 
geändert  bleibt^  wenn  einer  dieser  Stäbe  (oder  fernerhin  auch  beide)  in 
Summanden  zerlegt  und  die  algebraische  Summe  der  sich  ergebenden 
Teilspate  gebildet  wird.  Genau  so  ergiebt  sich  aus  dem  distributiven 
GcBetze  die  Bedeutung  eineö  ProduMes  zweier  Schraubeft  (LA)  als 
Summe  von  (4)  Teilspat-lnhaltszahlen,  welche  von  der  zufälligen  Wahl 

ft  der  konjugierten  Stäbe  unabhängig  ist  und  von  Ball  der  doppelte 
,, virtuelle  Koeffizient'*  beider  Schrauben  genannt  wird.  Ist  dieser  Null, 
Bo  wollen  wir  mit  Ball  die  Schrauben  ^^rezijjrok^*  nennen.  Reje 
sagt  in  diesem  Falle^  dafs  sich  die  beiden  zu  L  und  A  gehörigen  Null- 
systeme  „Btützen"   oder   ^^tragen'',    während  F*  Klein   (Mathematische 

-  Annalen  11)  von  j^involutorischer  Lage*'  spricht. 

P  Für  jede  Schraube  L  =  i  -f  f  ist  die  Zahl 

Ai«  =  fL.L  =  Ki,  +  ^)(ii  +  ü  =  ^.7,  =ia  +  /)(I  +  0  =  ^/  =  ^> 

charakteristisch  und  soll  ^^Inhalt"  der  Schrauben  (H.  Grafs  mann  jun. 

gebraucht  hierfür  das  Wort  „Charakteristik*^     Sehraubenrechnung  und 

NuUsjstem^    Halle   1899)    genannt  werden.     Die   sich    ergebende    Be* 

ziehnng 

lj^  =  lf  =^  ;»p  =-const. 

ist  ein  Ausdruck  des  Chaslesschen  Satzes  ober  die  Invarianz  des 
SpatinhaltaB  l^  l^^  wenn  \  und  l^  beliebige  konjugierte  Stäbe  von  L  sind. 
(Aus  unseren  Vorzeichenbestimmungen  ergiebt  sich,  dafs  Schrauben- 
inhalt und  Parameter  stets  gleichbezeiclmefc  sind.)  Folgerichtig  ist  ein 
Stab  oder  eiu  Feld  ala  Schraube  vom  Inhalte  Null  anzusehen;  ersterem 
kommt  aber  der  Parameter   0>  letzterem   der  Parameter  öo  zu>  denn 


1)  Ball  gebraucht  stete  solche  Proportionakahlen  der  obigen  U  ah  Koordi- 
naten^ welcke  die  Stabjä^ge  von  L  der  Einheit  gleich  machen  j  wk  wollea  iadesBea 
an  letKieier  Forderung  nicht  feathaltea. 
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als  auf  einander  senkrechte  Einheitsstrecken,  e^  als  Ponkt;  so  sind  die 
Li  Yon  selbst  in  kanonischer  Form.     Jede  Schraube  L  ist  nun  gemäfs 

L^^XiLi  «=±1,  ±«,±8) 

durch  die  sechs  A«  bestimmt     Mit  Rücksicht  auf 

kommt  U  ^0  auf 

(AJ  +  A»  +  AJ)  -  (ALi  +  A!.,  +  AL,)  -  0 
hinaus. 

Wünschen  wir  ein  korreziprokes  System  mit  inhaltsgleichen 
Grundschrauben,  so  brauchen  wir  nur  z.B.  statt  L-i,  L— j,  L—z  die 
imi^inären  Schrauben 

einzuftlhren.     Sind   die  zu   den  letzteren    gehörigen   Ableitungszahlen 
X^  ^5;  X^y  80  ist  L' »  0  gleichbedeutend  mit 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Ballschen  Xi,  bezogen  auf  ein 
System  korreziproker  Gfrundschrauben   Yom  gleichen  Inhalte  1  ergiebt 

sich  aus  L  =  ^XjLj  durch  Multiplikation  mit  Li 

{LiLk  =  0,  \LJ  =  \Ll  =  e^e^c^e^  =  1,  wobei  *  ^  i,  =  1,  ....  6  sei) 
LLi  =  XiLJ  =  2Xi, 

d.h.  Xi^\(LLi). 

,fiie  Xi  bedeuten  das  halbe  Produkt  (den  virtuellen  Koeffizienten 

Balls)   Yon  L   in   die  entsprechende  Grundschraube  L/',  es  gilt  also 

identisch  ^-^ 

L^^(\LLi)Li. 

Die  Bedeutung  der  Plückerschen  Linienkoordinaten  jp^,  ^  folgt  aus 
der  Multiplikation  der  Gleichung  L  =^J>/,  a^«^*  niit  («»»6«),  wenn  emCn 
die  G^genkante  zu  (6,-6a)  des  Grundtetraeders  bedeutet  und  so  an- 
genommen wird,  dafs  eiekemCn  ==  ^Cg^jC^  =  1  ist.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ergiebt  sich:  p,-,  *  =  L  •  (emß«).  »Die  pi^  k  sind  die  Produkte 
(oder  Momente,  Balls  virtuelle  Koeffizienten)  einer  Schraube  L  (spez. 
eines  Stabes  L^l,  wenn  L*  ==  0)  in  die  Gegenkante  (emC„)  jener  det 
des  Gmndtetraeders,  zu  welcher  die  Ableitungszahl  pi^  k  gehört.^'    Es 
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wenn  Ä^  und  A^  die  Schrauben 


1^1  =  ^«i<  Li 


bedeuten^  so  sagen  dieselben  aus^  dafs  jede  beliebige  Schraube  L  des 
durch  die  Gleichungen  (11)  aus  dem  Schraubengebiete  des  Raumes  aus- 
geschiedenen linearen  Schraubengebietes  IVter  Stufe,  des  jjSchra/uben- 
gebüsches^^  12iy ,  reziprok  ist  gegen  die  zwei  linear  yon  einander  un- 
abhängigen Schrauben  A^  und  A^y  also  auch  reziprok  gegen  jede 
Schraube  des  durch  die  beiden  letzteren  bestimmten  U- stufigen  linearen 
SchraubengebieteSy  des  yßchravbenbüscheUf^ 

Pn  =  Xj^A^  +  x^A^ 

(x^  und  x^  beliebige  Zahlen).  Umgekehrt  ist  durch  zwei  beliebige  linear 
unabhängige  Schrauben 

Ai-^^auLj 
A^^^cciiLi 

eines  hierdurch  bestimmten  Schraubenbüschels  Pn  ein  Gebüsch  JRiv 
reziproker  Schrauben  L=^liLi  festgelegt,  indem  zwischen  deren  Xi 
der  Bestand  der  linearen  homogenen  Gleichungen 


2' 


aiiki^O 


gefordert  wird. 

Gelten  analog  zwischen  den  Xi  der  Schraube  L  =  ^;  A,Z<  drei  von 
einander  unabhängige  lineare  homogene  Gleichungen 


(HI) 


identisch  mit 


A,L  =  0 


wo  Ai,  A^,  Ä^  die  Schraaben 


Ai=^ttuLi 
A,  =  ^ttiiLi 


sind,   so   erfOllffli  die  mit  diesen  drei  Bedingungen  yerträglichen  oo' 
Schrauben  (oo*  Schrsubnngen)  L  ein  lineares  III -stufiges  Schrauben- 
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gebiet^  ein  ^^SchraubenbündeP  Ruj,  dessen  samtliche  SdinnH 
welches  also^  wie  wir  kurz  sagen,  selbst  gegen  die  Schrauben  dmiSalä 

(x^ ,  x^,  x^  beliebige  Zahlen)  reziprok  ist   Die  Beziehung  der  reiipnb 

Bündel  um  und  Pm  ist  Tollkommen  gegenseitig,  jedem  Pm  enkfciM 

umgekehrt  ein  Bündel  reziproker  Schrauben,  ein  ,preziproke8^  Bfindel  Jk* 

Durch  yier  unabhängige  lineare  homogene  Gleichungen  zwiicki 

den  Xi  einer  Schraube  L  ="  ^XjIh,  welche  identisch  sind  mit  den  f* 
Gleichungen 

(IV)  ^L  =  J,i  =  A^L  ^A^L^O 

(Ai . .  A^  lineare  unabhängige  Schrauben)  ¥rird  ein  Schraub^büMU 
ausgeschieden  (dessen  alle  Schrauben),  welches  (also  selbst)  gegen  ^ 
Schraubengebüsch 

Ptv^x^A^  +  *'  +  x^k^ 

(x^ . .  x^  beliebige  Zahlen)  reziprok  ist.  Umgekehrt  bestimmt  ein  d(ri 
beliebige  linear  unabhängige  Schrauben  festgelegtes  Gebfisch  Pn  ^ 
hiezu  „reziproke^'  Schraubenbüschel  Rn .  Analog  bestimmen 
lineare  unabhängige  Gleichungen  zwischen  den  Xi 

(V)  ^  Z  =  J,Z  =  . .  -  ^i  =  0 

einerseits,  indem  sie  die  fünf  Verhältnisse  der  Xi  feststellen^  äM 
Schraubung  JRi  von  Schrauben  L,  andererseits  das  hiezu  resipnk 
Schraubengewebe 

Py=x^Aj^  + i-x^A 

(^r^  . . .  x^  beliebige  Zahlen).     Ist  umgekehrt  ein  Py  durch  fflof 
unabhängige  Schrauben  gegeben,  so  ist  die  reziproke  Schraabung*^ 
bestimmt. 

Wegen  der  Wechselseitigkeit  der  Beziehung  zwischen  Bezipiebl 
gebieten  Rn(n  -  I,  ..  .V)  und  P^(v  =  V,  ...  I)  sind  die  Fälle  ^ 
(V),  (11)  und  (IV)  geometrisch  nicht  verschieden  und  wir  werden 

(I)  Die  Schraubung  Ri  und  im  Anschlüsse  das  reziproke  Schnnkl 

gewebe  Py , 
(11)  Das  Schraubenbüschel  Rn  und   im  Anschlüsse  das 

Schraubengebüsch  Piv, 
(III)  Das  Schraubenbündel  Rm  und  im  Anschlüsse  das  reep^ 
Schraubenbündel  Pm 

untersuchen,  um  uns  eine  Übersicht  über  alle  möglichen  Achsenlif 
und    Parameterverteilungen    der    linearen    Schraubengebiete    za 
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schaffen.  Bezüglich  vieler  Sätze,  die  sonst  passend  hier  anzuschliefsen 
wären,  yerweisen  wir  auf  E.  Müllers  ,,Die  Liniengeometrie  nach  den 
Prinzipien  der  Grafs  mann  sehen  Ausdehnungslehre'^  in  den  Wiener 
Monatsheften  1891,  2. 

Die  Llnlengerippe  der  linearen  Schraubengebiete. 

Durch  die  „Liniengleichung^  L*  =  0  wird  aus  jedem  linearen 
Schraubengebiete  ^ter  Stufe  J  (II  =  (I);  H,  IE,  IV,  V,  Vi)  eine 
krumme  Mannigfaltigkeit  von  zu  Linien  ausgearteten  Schraubungen 
ausgeschieden,  das  „Liniengerippe^^  des  "  des  J*  •  Umgekehrt  ist 
durch  ein  solches  Gerippe  ^^  das  ganze  zugehörige  lineare  Schrauben- 
gebiet bestimmt,  denn  die  n  ein  i2n  festlegenden  Schrauben  können 
unter  den  durch  die  nichtlineare  Gleichung  U  =  0  ausgeschiedenen 
gewählt  werden. 
Das  Gerippe  rn  des  VI -stufigen  Schraubengebietes  iZyi,  des  Raumes, 

ist  die  Linien-Mannigfaltigkeit  desselben. 
Das   Gerippe  ry   eines  V- stufigen   linearen  Schraubengebietes   Ry   ist 

ein  ,4inearer  Komplex", 
Das  Gerippe  rpr  eines  IV-stufigen  linearen  Schraubengebietes  Riy  ist 

eine  „lineare  Kongruenz", 
Das  Gerippe  rm  eines  III -stufigen  linearen  Schraubengebietes  Rm  ist 

eine  Regelschar  2.  Grades, 
Das   Gerippe  ru  eines  II -stufigen   linearen   Schraubengebietes   Ru  ist 

ein  windschiefes  Geradenpaar, 
Vom  Gerippe  n  eines  I- stufigen  linearen  Schraubengebietes  Ri  einer 

Schraubung  kann  im  allgemeinen  keine  Rede  sein,   es   wäre  denn 

ganz  speziell  diese  Schraubung  selbst  eine  Linie  12i  =»  ri . 

Um  die  Richtigkeit  des  eben  Behaupteten  darzuthun,  braucht  man 
nur  den  auch  ohne  weiteres  durch  Betrachtung  von  Systemen  linearer 
Gleichungen  verständlichen  „Schnittsatz  linearer  Gebiete"  auf  lineare 
Schrauben-,  bzw.  Strahlen-Mannigfaltigkeiten  anzuwenden.  Dieser  lautet: 

„Liegt  ein  lineares  Gebiet  a-ter  und  ein  solches  /}-ter  Stufe  in 
einem  ebensolchen  y-ter  und  nicht  niederer  Stufe  (a  <  y,  ß  <y, 
a  -f  /J  >  y),  so  haben  die  ersten  beiden  ein  lineares  Gebiet  (a  +  fi  —  y)ter 
Stufe  gemein." 

(Grafsmanns  .1,  1844,  S.183  §  126;  J^  1862,  S.  13, 14  Nr.  25, 26.) 

Vom  Gerippe  ry  eines  Schraubengebietes  Ry  geht  nämlich  durch 
jeden   Raumpunkt   ein  ebenes   Strahlenbüschel,   ebenso   liegt  in  einer 
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Eben«»  ein  solches;  denn  die  Strahlen  eines  Bändels  oder  einer  Eb«Qs 
bildtm  ein  spezieUes  Schraubengebiet,  nämlich  ein  StraMengebiet  Illtw 
Stufe,  da  alle  Stabe  desselben  und  nur  diese  ans  III  linear  unabbiiigi^ 
linier  ihnen  abgeleitet  werden  können;  jedes  Ry    hat    aber   mit  einem 

Ql-shififfen  —^ p= .     .. , ,  ,  welches  mit  ihm  in  einem  VI*sliifim 

ebenen  üeradenfeld  ^ 

und    nicht    niedrigerem    Schranbengebietej    dem     Raiime,     ü^,    ein 

V  +  m  —  VI  ^  Il-stufiges    lineares    Gebiet,    also    ein  ebenes  Strahlea- 

hüschel gemein.  Hieraus  folgt,  wie  aiichganzanalogdirekt  (V+II— ¥1=1) 

geschlossen  werden  kann,  dafs  jedem  ebenen  Strahlenbüschel  des  RamoesI 

Strahl   von    ry   (Gerippe    des   JJv)  scugehört,    kurz  rv  ist  ein  j^linearer 

Strahlenkompleic", 

I         Yom  Gerippe  frr  eines  Ri^  geht  durch  jeden  Punkt,  ebeuBo  liegt 

in  jeder  Ebene  ein  Strahl,  denn  jedes  Schraubengebiet  Jtiv ,  also  aacij 

desteii    Gerippe   rjy,   hat   mit    einem  IH -stufigen  Strahlenbündel  ofi© 

ebenen    Geradenfelde    desselben    Raumes    J^iy    (und     keines     niedereü 

Schraubengebietes)  ein  IV  +  HI  —  VI  =^  I- stufiges  lineares  Gebiet^  aUn 

hier  eine  gerade  Linie  gemein:  rjv  ist  eine  „Lineare  Kongruenz'^ 

Das   durch    L*  =  0   ausgeschiedene    Gerippe    m    von    Rn    ist  ein 

windschiefes    Geradenpaar:    Rn    sei    durch   die    Schrauben    L^  und  i, 

bestimmt,  ^       ^  r     ^    n   r 

also  eine  beliebige  Schraube  des  Bn* 

i  i* = im + 2i,k,(LyL,)  +  im  =  0 

bestimmt  zwei  Verhältnisse  >Li  :  A^ ,  also  zwei  Gerade,  welche  wiadseluef 

sein  müssen,  weU  sonst  nicht  umgekehrt  aus  ihnen  i^  oder  L^^  nicit 
zu  Linien  amgeartete  Schrauben,  abgeleitet  werden  könnten.  Dieses 
windschiefe  Geradenpaar  ist  reell  und  auseinanderliegend,  oder  m- 
sammengerUckt,  oder  ein  v.  Staudtsches  imaginäres  Geradenpa^ 
zweiter  Art,  je  nachdem  die  Diskriminante  von  LH 

(X,A)    ^ 


$0 


iSm^ 


itt 

Das  Gerippe  nii  eines  Rm  ist  eine  Regelschar  zweiten  Gr» 
denn  die  von  den  oo^  Strahlen  dieses  Gebietes  erfüllte  Fläche  wird 
von  eine?  beliebigen  Geraden  qi  zweimal  getroffen;  Die  ^i  treffenden 
Strahlen  gehören  als  Liniengerippe  ry  zu  einem  Üy;  Rm  und  Rv 
haben  aber  ein  III  -f  V  —  VI  =  II -stufiges  Lineares  Schraubengebiet 
gemein,  dessen  Linieugerippe  aus  eben  jenen  beiden  Geraden  des  fm 
besteht,  welche  ^  treffen. 
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Diese   R^gelachar  rm    kann   zu  einem  Büschelpaare  mit  gemein- 
imeni  Strahle  ausarten^  wenn  die  Hegsesche  Determinante 

£»    (£,X.)(Ai.) 
(A4)    LI    {L,L,) 
iL,LML,L,)    LI 
Ider  Lini^ngkieliung 

(AjAyAj   beliebige  Zahlen;  L^^  ^,  3  Imear  unabhängige  Schrauben)  ver- 
I      achwindet>     VgL  die  erwähnte  Abhandlung  E.  MüllerH. 
H  Sind  Rft  und  Pr  (n  und  v  positiT  ganz,  n  +  v  =  VI)  zwei  lineare 

^reziprok  zusammengehörige  Schraubengehiete,  so  sind  auch  ihre  Ge- 
rippe r«  und  ^„  reziprok,  d.  h.  jede  Gerade  des  r„  schneidet  jede  des 
fir  und  umgekehrt.     Soll  man 

i(I)  im  PaHe  reziproker  Schraubengebiete  üi  und   Py  von  einem  Ge- 
rippe ri   des  lii   sprechen  können,    so   mufs  speziell  E^  =  rj  em& 
Gerade  vorstellen,    ^v  ist  dann  der  zum  Systeme  der  Trausversalen 
von  n  ausgeartete  lineare  Komplex, 
(II)  Bei  Reziprokalgebieten  7?n  mid  Pix  schneidet  jede  der  beiden  Ge- 
iraden  des  windschiefen  Paares  Tu  ©inen  jeden  der  zur  Reziprokal- 
kongruenz  ^iv  gehörigen  Strahlen,  die  beiden  Geraden  ru  sind  die 
Leitlinien  der  Kongruensü  prv.     Insbesondere  kann  fn,  wie  schon 
bemerkt  aus  zwei  unendlich  benaehb^ten  WindBchiefen  bestehen, 
bestimmt   gedacht   durch    eine  derselben  G   und  die  auf  einer   G 
enthaltenden    Fläche    zweiten  Grades  liegende    unendlich  benach- 
barte Gerade  gleicher  Schar,     Diese    Fläche   kann    ersetzt  werden 
durch  ein  gleichseitiges  Paraboloid  T  mit  der  Scheitelgeradeu  G. 
(»IV  besteht  dann  aus  jenen  Transversaleu  von  G,  welche  in  ihrem 
Schnittpunkte  mit  G  die  Flache  T  berühren.     Speciell  kann 
(II')  ru    ein  Strahlenbüschel  (dann  giebt  es   im   zugehörigen  Ru 
keine   eigentlichen    Schrauben)    und   ^jv    <^in  Strahlenhündel 
mit   dem    Büschelzentrum   von   ru    als   Träger  und  das  Ge- 
radenfeld der  Btischelebene  von  fn    sein* 
(IH)  Die  Liniengerippe  rm  und  poi  zweier  reziproker  Sehrauben bündel 
Am  und  Piu  sind  im  allgemeinen  die  beiden  Scharen  einer  Fliehe 
zweiten  Grades,     Ist  speziell 

(ni')  rm  ein  Paar  von  Strahlenbüscheln  mit  einem  gemeinsamen 
Strahle^  so  besteht  Qm  aus  Jenem  Paare  ebensolcher  Büschel^ 
von  denen  jedes  das  Zentrum  des  einen  und  die  Ebene  des 
anderen  der  beiden  Büschel  rja  besitzt.    Ganz  speziell  kann 
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(in")  rin  nnd  Qm  ein  und  dasselbe  Strahlenbfindel  oder  Am 
Geradenfeld  sein;  in  diesem  Falle  giebt  es  keine  eigenffidtt 
Schrauben  dieser  Gebiete,  deren  Inhalt  yerschieden  m 
Null  wäre  und  es  ist 


fni  =*  Rjh  "•  Qm  ="  -Pi 


in- 


Malsbeziehnng  zwischen  reziproken  Sehranben. 
I.  Die  Schraubung  Ri  und  das  reziproke  Schraubengewebe  1^^ 
Sind    zwei    Schrauben   L  und   A  in  der  kanonischen  Fom  if' 
gestellt;   also   bzL   als   Summe  eines   Stabes    .   und  eines  hiezaifl^ 

rechten   Feldes       .   dessen   Inhalt   -     ist.   wenn    _  die  stets  porii» 

Länge  des   Stabes    .    und         den    Parameter   der  Schraube     . 

deutet;  so  verlangt  die  Gleichung  LA  ^0,  bei  deren  (Geltung  L  a> 
A  reziprok  heifsen,  dafs 

LA^(l  +  f){l  +  ip)=.lg,  +  if+  U  =  0  (/f-* 

oder 

ZÄ3rcos||A  +  xTpcoslU  — ciÄsin|U  =  0 


wird;    wenn    wir    mit    \IX    den  Winkel    der  Achsen    l   nnd  l 
Schrauben   und   mit   e   deren   kürzeste  Entfernung   bezeichnen.   Ni 
Kürzung  mit  II  ergiebt  sich  als  metrische  Form  der  Reziprositii» 
bedingung  zweier  Schrauben 

(p  +  3r)  cos|jX  —  6sin[U  =  0 
oder 

(>  +  «)  =  etg\lX. 

Insbesondre    folgt:    ^^Zwei    sich    mit    ihren    Achsen    schneid 
Schrauben  sind  reeiprok,   wenn  ihre  Parameter  entgegengesetzt 
sind  oder   wenn   sich   die   Achsen   senkrecht  schneiden.^    Der 
punkt  der  Achsen  kann  hiebei  im  Endlichen  (e  =  0)  oder  in 
Feme  (jJA  »  0)  liegen;   selbst   wenn  die  Achsen  zusammenfalleDy 
p  +  X  ^0  als  Reziprozitätsbedingung.     Schrauben^  deren  Achsen  i 
senkrecht  schneiden  sind  bei  ganz  bdiehigen  Parametern  p  nnd  % 
reziprok.     Wenn  die  Achsen  reziproker  Schrauben  auf  einander 
recht   stehen;   so   müssen   sie   sich  auch  schneiden.    Wäre  dies 
der  Fall;    so   müTste    einer  der  beiden  Parameter  unendlich  grob  i 
d.  h.  es  läge  dann  keine  eigentliche  Schraube;  sondern  ein  zu  der 
treffenden  Achse  senkrechtes  Feld  vor. 
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^Q  iTvir     nun  eine  der  beiden  reziproken  Schrauben^   etwa  Ly 

^thaltende)  Achse  G  sein  möge,   fest   und   untersuchen  die 

Aclisenlagen,  sowie  die  Parameter  jener  Schrauben  A^  welche 

>  zu  jeder  Schraube  der  Schraubung  B,\  von  L  reziprok  sind, 
ieren     wir   das   allgemeinste   Schraubengewebe  Py   (denn  wir 

daTs  jedes  solche  auch  umgekehrt  eine  reziproke  Schraubung 
le)! 

Uem.  zeigt  sich,  dafs  jede  Gerade  F  des  Raumes  die  Achse 
MS  -P7  sein  kann,  deren  Parameter  ä  sich  aus  der  Rezi- 
liL33.gp:ing  ergiebt.  Andererseits  ist  auch  x  eines  beliebigen 
S>  ^^  jedem  st  =  consi  gehört  ein  ganzer  „linearer  Komplex'' 
L  r  der  Schrauben  A  des  iV:  Geradeso  wie  eig\lk  =  p 
ix^  Definitionsgleichung  des  linearen  Komplexes  (ä  =  0) 
3.^X1  F(;k=o)  aufgefalst  werden  kann,  in  Bezug  auf  deren 
^^:irodukt  (vgl.  Moebius'  Definition  des  linearen  Komplexes) 
L      ist,  kann 

etg\ll  =  J)  +  3r  =  const. 

^^  metrische  Definitionsgleichung  eines  linearen  Komplexes 
*^Är  Achse  G  betrachtet  werden,  dessen  „Verteilungskonstante'' 
^^^sten  Entfernung  jener  Komplexstrahlen  yon  G,  welche  mit 
^sae  den  |45®  einschliefsen)  um  x  gröfser  ist.  Aufser  dem 
:*  =  0,  dem  Liniengerippe  ^  des  Gewebes  Py ,  sind  noch 
^^ert  die  ausgearteten  Komplexe 

p  +  Ä  =  0,     d.h.     Ä  =  —  9 
-^ön  r,  welche  G  schneiden,  und  der  andere 

9  +  Ä  =  00,     d.  h.     Ä  =  00 

^^  senkrechten  F.  Die  Achsen  F,  welche  beiden  letzteren 
^^1  zugleich  angehören,  d.  h.  G  senkrecht  schneiden,  gehören 

>  beliebigen  Parametern. 

cnur  die  Summe  (p  +  ä)  der  Parameter  in  die  ReziproziiÄts- 
^  eingeht,  folgt:  ,J)as  System  der  Achsen  zweier  Beziprokai- 
^  und  Py  (n  +  1;  =  VI)  bleibt  tmgeändert,  wenn  alle  Parameter 
^  dieser  Gebiete  um  ein  Stück  vergrölsert  und  zugleich  die  des 
"^im  das  gleiche  Stück  vermindert  werden." 

die   Verteilung    der  Parameter  ä   auf  alle   Geraden   F  des 
aufgefa(st  als  Achsen  de^  P,,  zu  übersehen,  betrachten  wir 
«rameter  n  der  durch  einen  beliebigen  Raumpunkt  w  gehenden 
die  X  der  in  eine  beliebige  Ebene  W  fallenden  Geraden  F. 
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«) 
Sei  e  die  I^nge  des  Lotes  u;x  ans  tr  auf  G,  wo  IwitAddeB  vir 
zuerst  die  Parameter  der  zu  wx  senkrechten  Strahlen  J^.  Unter  dei- 
selben  befindet  sich  der  za  G  parallele  Strahl  trr  und  der  m  iwG) 
senkrechte  wy.  Tragen  wir  in  der  Ebene  des  reehtwiiikligcB  Koordi- 
natensystems w{jff  g)  aof  jeder  F^  von  w  ans  die  Lioge  ^«Ji  +  s 
(nach  beiden  Seiten)  ab,  so  werden  die  Endpunkte  mit  den  Koordi- 
naten y,  B  eine  Kurve  S  erfüllen,  die  gemals  q  =  e%g^  (♦  =  [/^=*  [Gll 
wie  aus  Fig.  1   ersichtlich,   konstruiert  werden  kann,   wobei   die  Ko- 


ordinaten 


y  =  ()  sin  ^  ==  e 


sin*^ 


cos^ 


s  =^  pcos^  =  esin^ 


gemab 


(sin^=*  — 


Icos^' 


^9 


der   CHeidiiiv 


fi"  +  ^.-l=0oder«*(|/*  +  5^-«*|/«  =  0  genügen. 

Nehmen  wir  tcz  als  dritte  rechtwinklige  Koordinaienaciiae  «nd 
ordnen  alle  Strahlen  des  Bündels  w  in  Büscheln  an,  welche  one  F^ 
mit  wx  yerbinden,  so  müssen  alle  Strahlen  F  eines  jeden  dieser 
Büschel  mit  dem  Strahle  F^  desselben  Reichen  Parameter  beaten,  dt 
dieser  Parameter  (wie  jeder  beliebige)  auch  zu  der  als  Adise  F^ 
des  P,  gefa&ten  (tcx)  gehört  und  aus  zwei  parameterg^elicn  Sdnan- 
ben,  deren  Achsen  sich  schneiden,  jede  Schraube  desadben  Fm- 
meters  in  dem  bestimmten  Büschel  linear  ableitbar  ist.  Die  &d- 
punkte  (mit  den  Koordinaten  x,  y,  g)  der  von  w  nach  allen  Setten 
auf  den  Achsen  F  des  Bündels  w  abgetragenen  Stücke  ^ » )i  +  s 
erfüllen  hiemach  eine  Flache  F,  die  man  sich  durch  einen  Tariablen 
Kreis  vom  Mittelpunkte  w  konstruiert  denken  kann,  dessen  Ebene  durdi 
i€X  geht,  und  welcher  die  Kunre  S  schneidet  Die  Gleichung  Ton  F 
in.  x,  y,  e  ist  durch  Elimination  von  ^  und  i;  (=^  dem  Winkd  tob 
X  =  pcosi^  =  etg^cosi} 


F  mit    wx)    aus 


j  =  tg* 


y'+r» 


=  tg*ij 


X£ 

cos  1?  =  — , 


y«  +  «« 


■in'ij 


x*  CO«*1J 

sin*i?  =  y*  +  g*    x*z*  ^  z*  (y*  +  z^ 


erhaltlich,    also    wegoi 


:»^y*  +  ^(y»  +  iO  =  «*>" 


«•y« 


«*y* 


oder  «*(«?« +  !/•  + 5^  — e«|/«  =  0, 

Ball  nennt  F  „Pectenoid'^  und  giebt  in  seinem  Treatiae  (1900)  auf 
S.  255  ein  anschauliches  Bild  dieser  Flache. 
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Ist  w  imendlichfern,  also  \lk  =  const.,  so  ist  Q=^{p  +  ^)  ^  etg\lX 
zu  e  proportional. 

ß) 

Sei  W  eine  beliebige  Ebene,  so  ist  vor  allem  der  Parameter  jener 
Geraden  F^  derselben,  welche  zur  orthogonalen  Projektion  der  Achse 
G  auf  W  parallel  sind,  leicht  zu  übersehen,  indem  das  Stück 
Q^)p-\-7C  =  etg  \ffW  auf  jeder  von  ihnen  abgetragen  wird,  etwa  von 
ihrem  Schnittpunkte  w  mit  der  die  G  senkrecht  schneidenden  Geraden 
Pq  der  W  aus,  sodafs  die  Endpunkte  der  so  abgetragenen  Stücke  eine 
Gerade  erfüllen.  Jede  Gerade  F  der  W  hat  dann  einen  Parameter, 
welcher  gleich  ist  jenem  der  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  Fq 
gehenden  F^.     Zu  Fq  selbst  gehört  jeder  beliebige  Parameter. 

Ist  W  parallel  zu  G,  so  ist  tc  =  const.  für  alle  parallelen  Strahlen 
derselben,  sodafs  aUe  Strahlen  einer  bestimmten  Richtung  von  W  durch 
einen  von  ihnen  vertreten  werden  können,  der  durch  einen  festen  Punkt 
w  der  Ebene  W  geht;  diesen  brauchen  wir  nur  beliebig  auf  der  ortho- 
gonalen Projektion  von  G  auf  W  anzunehmen,  um  die  unter  a)  vor- 
genommene Betrachtung,  bei  welcher  wir  zur  Illustration  die  Kurve  (S 
benützten,  wiederholen  zu  können. 

Ri  und  Py  sind  in  kanonischer  Weise  bestimmt  durch  Angabe  der 
Achse  G  und  des  Parameters  p  von  Rj.  Die  letztere  Angabe  kann 
ersetzt  werden  durch  die  „Charakteristik^'  der  Schraubung,  d.  h.  die 
Länge  l  des  Stabes  l  jener  Schraube  L  der  Schraubung  üi,  deren  Inhalt 
1  ist:  jL^  =  lPpssl.  Charakteristik  imd  Parameter  sind  hiemach 
durch  die  Gleichung 

7-  +  ]/I     oderp  =  i 

verbunden,  die  Charakteristik  der  Schrauben  negativen  Parameters  ist 
imi^när;  eine  Gerade  im  Endlichen  (Schraubung  vom  Inhalte  0)  hat 
entsprechend  p  =  0     die  Charakteristik  cx),  ein  Feld  dagegen 

IL  Das  Schraubenbüschel  Rn  nnd  das  reziproke  Schraubengebtisch  Piy. 

Die  allgemeinste  Schraube  L  eines  Rn  ist  gemäXs  L  =^  Ji^L^  +  X^L^ 
durch  beliebige  Zahlgröfseu  X^k^  aus  linear  von  einander  unabhängigen 
Grundschrauben  L^  und  L^  ableitbar.  Letztere  dürfen  also  nicht  gleiche 
Achse  und  gleichen  Parameter  haben.     Spezialfälle: 

1*)  Fallen  die  Achsen  G^  imd  G^  der  Schrauben  L^  und  L^  in 
eine  Gerade   G   zusammen,   so   besteht  Ra   aus   allen  Schrauben   von 

Zeitschrift  f.  Mathematik  Q.  Physik.  48. Band.  1902.  I.Heft.  5 
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dieser  Achse  und  beliebigem  Parameter;  insbesondere  bestellt  du 
Liniengerippe  ru  aus  G  und  dem  hierzu  senkrechten  Felde.  Die  eben- 
falls za  beliebigem  Parameter  gehörigen  Achsen  J^  des  ReziproU- 
gebietes  Piy  erfüllen  die  Kongruenz  der  senkrechten  Transversalen  Ton 
G.  Diese  Kongruenz  bildet  auch  das  Liniengerippe  qiv  des  Pir.  Alk 
übrigen  zu  G  senkrechten  Windschiefen  gehören  in  Fiv  zo  «»oc, 
d.  h.  sie  repräsentieren  Felder  des  zu  G  parallelen  Feldbüschels. 

2*)  Sind  die  Achsen  G^  und  G^  von  L^  und  L^  parallel,  so  konna 
diese  Grundschrauben  durch  einen  bestimmten  Stab  l^  einer  Oeraden  6| 
des  Parallelbaschels  G^  G^  und  durch  ein  Feld  f^  ersetzt  werden,  weichet 
die  zu  G  senkrechte  Richtung  A  der  Ebeiie  G^  Cr,  enthalt.  2^  und  i, 
können  nämlich  einmal  so  gewählt  werden^  dafs  das  zu  G  senkrechte  Fdd 
in  Ij  ^  ^Lj^  +  X^L^  verschwindet,  und  das  andere  Mal  so,  dals  die  Stabe 
von  l^Li  und  X^L^  entgegengesetzt  gleiche  Strecken  erhalten,  sodab 
als  L  ein  Feld  f^  von  obiger  Eigenschaft  resultiert.  —  Das  Linien- 
gerippe Tu  des  JBn  besteht  hier  aus  der  Geraden  G^  von  l^  und  der 
unendlich  fernen  von  /J,;  jenes  qiy  des  Reziprokalgebüsches  Pjv  aus  den 
zu  f^  parallelen  Transversalen  von  l^. 

Fügt  man  zu  Zq  ein  Vielfaches  A/J,  von  f^  hinzu,  so  Irawii  das 
letztere  als  Summe  zweier  Felder  A/'q  und  Xf  dargestellt  werden,  der«i 
erstes  in  der  Ebene  G^G^  liegt  und  als  Rechteck  mit  der  einen  Seite 
parallel  l^  und  von  der  Länge  \  und  der  anderen  Seite  von  der  Lange 
X  in  der  zu  G  senkrechten  Richtung  Ä  konstruiert  werden  kann,  wahrend 
A/Jj  zu  l^  senkrecht  wird  imd  den  Inhalt  l^p  bekommt,  wobei  p  der 
Parameter  der  variablen  Schraube  Z  =  Zo  +  ^?o  =  (^o  +  't/^)  +  Xf^  l  +  Xf 
wird,  welche  in  kanonischer  Form  als  Summe  des  Siäbes  l  und  des 
hierzu  senkrechten  Feldes  Xf  erscheint,  l  liegt  in  der  Ebene  öjC, 
parallel  l^  in  der  senkrechten  Entfernung  x  vom  letzteren  Stabe  und 
hat  die  gleiche  Länge  wie  Iq.  Ist  q>Q  der  konstante  Winkel  von  f^  g^en 
'o>  i  h.  auch  gegen  die  Ebene  IqI  ^  G^G^,  so  ist  tgq>Q  gleich  dem 
Verhältnisse  der  Inhalte  l^p  des  Feldes  Xf  und  l^x  des  Feldes  A/J,  also 

;;Die  Achse  G  jeder  Schraube  L  des  Rn  liegt  also  in  der  Ebene 
(h^2  parallel  zu  diesen  Geraden  und  ihr  Parameter  p  ist  der  senk- 
rechten Entfernung  x  der  G  von  Gq  proportional:  p  =^  xtgq>^,^ 

„Trägt  man  daher  auf  G^  und  6,  bzL  p^  und  p,,  die  Parameter 
dieser  Schrauben,  als  Strecken  ab  und  sei  A  die  zur  Richtung  der  G 
senkrecht  vorausgesetzte  Verbindungsgerade  der  Anfangs-,  B  die  der 
Endpunkte  dieser  Strecken,  so  giebt  auf  jeder  Geraden  G  des  Parallel- 
büschels   6ri6r„   welche   ab  Achse   im  JRn  auftritt,  die  Strecke  vom 
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Schnittpunkte  mit  Ä  bis  zu  jenem  mit  B  den  zu  G  gehörigen  Para- 
meter p  an.  Speziell  die  zu  p  =  0  gehörige  Gerade  Gq  des  Schrauben- 
büschels geht  durch  den  Schnittpunkt  von  A  imd  B;  f^,  das  Feld  des 
Büschels,  ist  parallel  A  und  schliefst  mit  der  Ebene  G^G^  der  Achsen 
G  einen  Winkel  g>Q  ein,  welcher  gleich  ist  jenem  von  A  gegen  Ä^' 

,J)ie  zu  endlichen  Parametern  gehörigen  Achsen  F  des  Reziprokal- 
gebüsches  Piy  erfüllen  die  Gesamtheit  der  zu  f^  parallelen  Geraden, 
und  der  ihnen  in  diesem  Schraubengebiete  zukommende  Parameter  ye 
ist  entgegengesetzt  gleich  dem  Parameter  p  der  von  F  getroffenen 
Achse  G  des  Büschels  G^G^  von  Rw  Di©  zu  den  G  senkrechten 
Geraden  F  der  Ebene  G^G^  gehören  hiemach  zu  beliebigem  Para- 
meter. Zu  Piy  gehört  auch  das  Büschel  der  zu  {,  d.  h.  zu  den  G 
parallelen  Feldern,  weshalb  auch  jede  zu  den  G  senkrechte  Gerade  als 
mit  7C  ==  oo  behaftete  Achse  F  des  Prv  angesehen  werden  kann.'' 

Die  so  beschaffenen  Schraubungen  F{n)  und  nur  diese  sind  nämlich 
sowohl  gegen  /*o,  als  auch  gegen  jene  Schraubung  6r(|))  reziprok,  deren 
Achse  G  von  F  getroffen  wird. 

Allgemeiner  Fall  ^"• 

-MTV 

Hauptschrauben  und  Parameterverteilung  der  Gebiete  ün. 

Schliefsen  die  Achsen  G^  und  G^  der  Schrauben  Ly  und  L^,  welche 
ein  Schraubenbüschel  ün  bestimmen,  einen  von  Null  verschiedenen 
Winkel  ein,  so  sind  stets  zwei  Schrauben  Li  und  Ln  in  dem  J?n  ent- 
halten, welche  1)  zu  einander  reziprok  sind  und  2)  auf  einander  senk- 
rechte Achsen  besitzen,  die  sich  der  Reziprozitätsbedingung  gemäfs 
(1^  =  90^,  p  +  7C  endlich,  daher  e  =  0)  schneiden.  Um  zu  diesen 
„Hauptschrauben''  Li  und  La  zu  gelangen,  könnten  wir  L^  imd  L^ 
vorerst  durch  L^  und  {L^  +  xi^)   ersetzen  und  die  letztere  Schraube 

durch  die  geeignete  Wahl  der  Zahl  x  ==  —  jf-j-^  zu  L^  reziprok  machen. 

Um  nicht  Bezeichnungen  zu  häufen,  setzen  wir  deshalb  gleich  L^  und 
Lj  als  reziprok^  und,  da  dies  durch  Multiplikation  einer  von  beiden 
Schrauben  mit  einer  Zahl  erreichbar  ist,  als  inhaitsgleich^)  voraus: 

1)  Hätten  die  Parameter  and  Inhalte  von  L^  und  X,  entgegengesetztes  Vor- 
zeichen, so  könnte  die  folgende  Entwicklung  durch  eine  blofs  mit  reeUen  Schrauben 
operierende  ersetzt  werden,  in  welcher  ij  _[.  X|  =  0  angenommen  und  statt  von 
cos  9,  sin  9  von  den  entsprechenden  hyperbolischen  Funktionen  Gebrauch  ge- 
macht wird.    Vgl.  übrigens  die  Anmerkung  auf  S.  72. 

6' 
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Sei  Lj  =  ?!  +  fy  und  L^  =  l^  +  f^  in  kanonischer  Form  dargeBtril^» 
sind  bei  beliebigem  9  die  linear  yon  einander  unabhängigen  Schmte 
des  J?ii 

Xi  =  Lj  cos  9  —  i^  sin  9>  =«  t  +  /i 

Zoi  =  L^  sin  9  +  1*2  C0S9  =  /n  +  /n 

(kanonische  Form)  wegen  LiLn  =  {L^  —  L|)  sin  9  cos  y  =  ft  aadii» 

^.    ^    ,     /i  =Z,  cosflp  —  Lsin  opl,  ,      _         .     ^  irji 

prok.     Die  Stäbe  ,       ,    .  ,  [können  durch  geeignete  wii 

/n=  frj  sm  9  +  ig  cos  9>  j 

Yon  (p  zu  einander  senkrecht  gemacht  werden.     Bezeichnet  ein  QD^ 
strichenes  Stabsymbol  die  Strecke  des  Stabes^  ein  mit  darüber 
Strich   versehenes  dagegen  die  Stablänge,  so  braucht,  um  das  ii 
Produkt  /i  I  ?n  =  Qi  cos  9  —  ^2  ^^^  9)  I  (^1  sin  9  +  ij  cos  9)  zu  Nnll  w«rfi 
zu    lassen,    nur    (7|  —  ^)  sin 9  cos  (p  +  lil^  (cos* 9  —  sin* y)  =0,  i k 
tg29>  =  — -"i-"^  genommen  zu  werden. 

Setzen  wir  die  Inhalte  der  Hauptschrauben,  welche  sich 
LI  =  Lii  =  Zf  1  =  Z|  als  gleich  ergeben,  =  1,  so  sind  die  StabBafl 
dieser  Schrauben  immittelbar  die  Charakteristiken  derselben.  M 
Schraube  des  J?n  vom  Inhalte  1 

L  =  Li  cos  o  +  Lfji  sin  o     (o  beliebige  Zahl) 

besitzt  eine  Stabstrecke  Z  =  ji  cos  cj  +  jn  sin  o ,  welche  Halbmeflser 
durch  die  Halbachsen  Ij  und  In  bestimmten,  für  Ru  „charaktenstisiii 
Kegelschnittes  ^  ist.  ^  hat  die  auf  Gh.  und  Cm  als  x  und  jf  i<^ 
bezogene  Gleichung 

^  +  |-  =  1      oder     /wegen  |ü  =  3pi  =  1\ 
'I       *ii  \  n      n  n        / 

(Ä)  <iiir«  +  <iii!/«  =  l... 

„Die  Qalbmesser  l  des  charakteristischen  Kegelschnittes  St  siirf^ 
Charakteristiken  jener  Schrauben  des  Ruy  zu  welchen  sie  parallel 
Hieraus  erhalten  wir  den  Parameter  p  einer  jeden  dieser  Schno''' 
deren  Achse  G  mit  Gi  den  Winkel  d"  einschliefsen  mögen.  Wir 
X  =  7cos  -O",  y  =  ^sin  d"  in  pix^  +  pny^  =  1  ein  und  finden 

P  (pi  cos*  d-  +  pii  sin*  ^)  =  1     d.  h.     (gemäfs  Pp  =  1) 
<i  =  <ii  cos^  ^  +  )iii  sin«  ^ . 

Trägt  man   vom  Punkte  p  =  Gi  ön   in  der  Ebene  dieser  HauptadMi 
nach  jeder  Richtung  nicht  die  Charakteristik,  sondern  direkt  dem  W 
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meter  p  der  i2n- Schraube  ab^  deren  Achse  diese  Richtung  besitzt^  so 
erfüllen  die  Endpunkte  der  so  abgetragenen  Strecken  die  ^^Parameter- 
kurve"  ?ß  des  JBn-     Die  auf  GriCm  bezogene  Gleichung  derselben  ist 

gemäfs  p  =  yp+y  =  pi cos» -^  +  pn sin* '^;  cos* -^  =- x*  +  y* '  ^^^^ x^y* 

In  Fig.  2,  3,  4  sind  die  Gestalten  des  Ä  verzeichnet,  wenn  Zrn,  mithin 
lu  reell,  also  pn  positiv  angenommen  wird  und 

Fig.  2  Li,  mithin  h  reell,  also  <ii>0, 

Fig.  3  Za  vom  Inhalt  0,  Za  =  6?i,  Ii  =  oo,  |i,  =  0  (Grenzfall) i), 

Fig.  4  Li,  mithin  h  imaginär*),  also  <ii  <  0  ist. 
Die  zugehörigen  Parameter- Kurven  ?ß  sind  in  Fig.  2',  3',  4'  aus- 
geführt und  zwar  sind  die  zu  Endpunkten  negativer  Parameter  gehörigen 
Kurventeile  gestrichelt  eingetragen.     Die  aus  den  Figuren  ersichtliche 

V      ^1^-  "p  ^     m  •  i.        p(cos*^+sin*^)-piCOs*^+pn8in*#] 

Konstruktion  jemals  der  Gleichung ,  ^       „  ,  x    .  „  ? 

(P  -  pi)co8*^  =  (pn  -  p)sm*^        j 

oder       ^    =  tg*  ^  ist  folgende:  Um  2>  =  GteGti  als  Mittelpunkt  werden 

zwei  Kreise  Äi  imd  An  mit  den  Halbmessern  pi  und  pn  verzeichnet  und 
mit  einem  beliebigen  Halbmesser  in  ?ßi  und  ?ßn  zum  Schnitt  gebracht 
(falls  pi  und  pn  gleichbezeichnet  sind,  sonst  ist  in  einem  Falle  die 
Verlängerung  des  Halbmessers  über  p  hinaus  zu  nehmen).  Durch  den 
Schnittpunkt  M  der  durch  ?ßi  zu  6ri  und  der  durch  ?ßn  zu  Gn  ge- 
legten Senkrechten  ist  auf  den  benutzten  Halbmesser  ein  Lot  gefällt. 
Der  Fufspunkt  desselben  beschreibt  ^,  wenn  sich  der  Halbmesser  mit 
d"  ändert. 

Speziell  für  pi  -f  pn  =  0  ist  Ä  eine  gleichseitige  Hyperbel  und  ?ß 
sternförmig:  $  =  ?ß*.     Fig.  5  u.  6. 

Jedes  lineare  Schraubengebiet  hat,  wie  bemerkt  wurde  (S.  63)  die 
Eigenscliaft,  wieder  ein  solches  zu  werden,  falls  bei  gleichen  Achsen- 
lagen alle  Parameter  p  um  gleiche  Stücke  geändert  werden.  Hiermit 
hängt  es  zusammen,  dafs  aus  einer  ?ß  durch  Vergröfserung  aller  Radien- 
vektoren p  um  gleiche  Stücke  neue  ?ß  hervorgehen: 

.  1  +  C08  2-8«   ,    .      1  —  cos  2-8«       Pi  +  Pn       Pn  —  Pi  ^^^  o  a. 


1)  ^  ist  im  Grenzfalle  ein  Parallelenpaar  und  keine  Parabel:  Ball-Gravelius 
1889  S.  272,  Ball,  1900  S.  111. 

2)  Gemäfs  jL*  =  l*p  =  l  werden  reelle  Schrauben  L  vom  Inhalte  1  rein 
imaginär  und  imaginäre  reell,  wenn  ¥rir  die  auf  S.  51  gemachte  Festsetzung 
betreffs  des  Parametervorzeichens  mit  der  entgegengesetzten,  ebenso  zulässigen 
vertauschen. 
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ändert  sich  anabhaiigig  Ton  ^  um  konstante  Stficke,  wenn  t^  +  h 
yariiert,  -— — « f)  dagegen  konstant  gelassen  wird.  In  Fig.  7 
ist  eine  Schar  ron  Karren  $  dargestellt,  welche  m  konstantem 
JL  -  - '  =»  ^  gehört  und  deren  jede  ans  einer  Ton  ihnen,   £.  B.  ans  dcf 

sternförmigen  $^  (9i  +  pn=^  0)  durch  gleichmafsige  Yeranderong  der 
Kadienrektoren  p  von  p  aus  erzeugbar  ist  Diese  Kurvensekar  gdAt 
gemab  der  auf  S.  63  gemachten  Bemerkung  gu  eifier  bestimmieH  Adum- 
fläcfie  und  giM  alle  möglichen  ParamderverteUungen  jener  Gebiete  Ba 
an,  welche  zu  dieser  Flache  gehören.  Dieser  Schar  ^  entspricht  das 
BQschel  (pi  +  x)x*  +  (pn  +  *)y*  =  1  von  charakteristischen  Kegel- 
schnitten SL    (Fig.  8.) 

Zu  +  ^  und  —  d  gehört  der  gleiche  Parameter  p:  Schrauben  des 
Hu,  deren  Achsen  symmetrische  Richtungen  gegen  die  ELaoptaduen 
Gl  und  6rn  besitzen,  haben  gleiche  Parameter. 

Schrauben  des  Ru,  deren  Achsen  auf  einander  senkrecht  stehen  — 
entsprechend  ^  und  (90^  +  ^)  —  oder  symmetrische  Richiongen  haben 
bzL  der  Winkelhalbierenden  von  Ch.  und  Cha.  —  entsprechend  d 
und  (90^  '"  ^)  —  besitzen  Parameter ,  deren  Summe  konstant 
-  pi  +  pu  ist. 

p  bewegt  sich  überhaupt  zwischen  den  Grenzen    pi   und   pu;  waA 
diese  gleich,  so  hat  p  stets  denselben  Wert 
L|  —  Zacos©  +  Zu  sin  (D 
/^  =  —  Zi  sin  ©  +  Zu  cos  w 

gleicher  reziproker  Schrauben  des  Ru  Tor,  ihre  Charakteristiken 
/j  =»  /i  cos  Cd  +  fe  sin  o 

Z,  —  —  Zi  sin  w  +  in  cos 

,,Die  Achsen  reziproker  Schrauben  des  Ru  sind  parallel  zu  kon- 
jugierten Durchmessern  des  $.^ 

l^  und  Z,  genügen  der  Gleichimg 

Zj  +  ^  =  g  +  gi  =  const., 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (pp  =  l)  folgt: 

1,1        1,1  4. 

—  +  --  =  --+---=  const. 
Pi       Pf       »'i       »'n 

;;Die  Summe  der  Reziprokwerte  der  Parameter  reziproker  Schranben 
eines  Büschels  Ru  ist  konstant/' 


Istellen  für  beliebige  co  alle  Paare  inhalts- 

üben    des    Ru    Tor^    ihre    Charakt< 

>     ] 

>  sind  konjugierte  Halbmesser  des  ft: 
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Zwei  Schraubungen  des  Rn  sind  entsprechend  }j>  ==0  zu  Linien 
ausgeartet  und  bilden  das  Liniengerippe  rn  dieses  Gebietes;  sie  schliefsen 
mit  Gl  den  Winkel  ^^  ein,  dessen 

ist,  sind  parallel  zu  den  Asymptoten  des  $  imd  zu  den  Tangenten  der 
^  im  Ursprünge  p, 

Achsenlagen  der  Gebiete  i2n.    Pltickers  Cylindroid. 

Die  Hauptschrauben  Li  und  Ln  vom  Lihalte  1  sind  Summen 
eines  Halbacbsenstabes  h  (bzw.  lu)  von  $  und  eines  hierzu  senkrechten 
Feldes,  das  in  Kechtecksform  mit  der  anderen  Halbachsenstrecke  Zn 
(bzw.  —  li)  des  Ä  als  einer  Seite  und  der  zur  Hauptebene  G4  Gn  senk- 
rechten Strecke  c  von  der  Länge 

darstellbar  ist: 

>.     Die  beliebige  IZn-Schraube  vom  Inhalte  1 
Li  =  lu—  {Ij   c)) 

L  =  Li  cos  o  +  Ln  sin  o 

=  (li  cos  CO  +    In  sin  o)  +  [—  Zi  sin  o  +  in  cos  cai]c 

ist   hiemach  —  aber  noch  nicht,   wie   etwa  die  Hauptschrauben,    in 

kanonischer  Form,   gegeben  als  Sunmie  eines  beliebigen  Halbmesser- 

Stabes 

l  =  li  cos  o  +  Zn  sin  o 

des  $  und  eines  Feldes 

/*=  [—  Zi sin o  +  i!n cos o]  •  c 

über  dem  zu  Z  konjugierten  Halbmesser  Z'  (Z' ==  — Zi  sin  o  +  Zn  cos  cd) 
und  der  Strecke  c.  Die  Lage  der  Achse  G  von  Z,  welche  mit  Gi  den 
Winkel  d"  einschliefsen  möge,  wird  durch  jenen  Stab  bestimmt,  in  welchen 
Z  übergeht,  wenn  wir  zu  ihm  die  orthogonale  Projektion  des  Feldes  f 
auf  die  Ebene  (Ic)  addieren.     Dieser  Summand,  ein  Feld  vom  Inhalte 

cZ' cos  [ZT, 
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Terschiebt   den   Stab  l   entlang   der  Z-Achne,    welche    wir  durch  den 
Hauptpunkt  p  =  GiCru  und  durch  c  l^en,  um  das  Stück 

c7'c08|/r  clT  C08\IV 

z  = — =  = .i-=  =  p  cosl^r 

(wegen  clV  =  1     und     Z^p  =  1); 
l  hat  die  bzl.  G\  u.  6ru  gemessenen  Richtcosinus  cos  #,  sin  ^ 


SO  dafs 
also 


COS  jZT  =  — r sin  -O*  cos  -d*, 


;^==ill:^siii2^==:I|8in2i^ 


wird     (S=?ii^)- 

,J)ie  Achsenfläche  eines  Schraubenbüschels  iZn  wird  erhalten, 
indem  man  jeden  Strahl  G  des  durch  die  Hauptachsen.  G\  und  Gu 
bestimmten  Strahlenbüschels  in  der  zur  „Hauptebene"  GriGrn  senk- 
rechten Richtung  um  das  Stück  js?  =  ^sin2'0'  verschiebt  {%•  ==  \GGi) 
Unmittelbar  ist  wieder  die  Invarianz  von  z^  also  der  ganzen  Achsen- 
fläche ersichtlich^  falls  alle  Parameter^  also  auch  pi  und  ))n  nm  gleiche 
Stücke  geändert  werden.  *)  js?  =  ^  sin  2  'ö*  weist  auf  folgende  Konstruktion 
der  Achsenfläche: 

^^an  verzeichne  zwei  Sinuswellen  von  beliebiger  Wellenlange  und 
der  Amplitude  ^  in  einer  Ebene  und  wickle  dieselbe  auf  einen  Rotations- 
cylinder  so  auf,  dafs  der  Anfangspunkt  A  der  ersten  Welle  (Kg.  9) 
mit  dem  Endpunkte  der  zweiten  zusammentrifft,  wodurch  die  Doppel- 
welle in  eine  Kurve  4.  0.  (eine  der  nächst  der  Ellipse  ein&chsten 
L  i  s  s  a j  o  u  sehen  Schwingungsfiguren)  übergeht.  Verbindet  man  nun  immer 
zwei  Punkte  dieser  Kurve,  die  bzl.  der  Cylinderachse  Z  symmetrisch 
liegen,  durch  Gerade  G  (welche  Z  senkrecht  schneiden),  so  ist  der 
Ort  dieser  G  die  verlangte  Achsenfläche.''  Diese  Achsenfläche  ist 
unter  dem  Namen  Cylindroid  bekannt  und  von  Plücker,  Ball  u.  a. 
untersucht  worden.  (Ball  überträgt  den  Namen  Cylindroid  auf  das 
Schraubenbüschel  ün  selbst.) 

1)  Bei  der  Bestimmung  der  Achsenfläche  braucht  daher  der  S.  67,  Anm.  1 
berührte  Fall,  sowie  der  Grenzfall  S.  69,  Anm.  1  nicht  weiter  behandelt  zu 
werden,  denn  man  kann  sich  in  diesen  Fällen  die  Achsenfläche  als  erst  dann  be- 
stimmt denken,  nachdem  man  durch  Yergröfserung  aller  Parameter  um  konstante 
Stücke  alle  vorkommenden  Schraubeninhalte  positiv  gemacht  hat. 
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Das  Cylindroid  ist  ein  Konoid^  dessen  Erzeugende  G  die  Knoten- 
linie Z  (Aufteilungsachse^  eine  Doppelgerade  dieser  Fläche)  rechtwinklig 
schneiden,  also  auch  die  unendlich  ferne  zu  Z  senkrechte  Gerade  ü 
(Doppelgerade  im  dualen  Sinne,  wenn  das  Cylindroid  als  Ort  seiner 
Tangentialebenen,  nicht  aber  seiner  Punkte  aufgefafst  wird)  treffen.  In 
jedem  Punkte  von  Z  schneiden  sich  zwei  Erzeugende  der  Fläche, 
welche  bzl.  der  Winkelhalbierenden  Ebenen  von 

GiZ    und     GuZ 

symmetrisch  liegen.  In  den  Grenzpunkten  ;?  =  ±  1^  der  Z,  den  Zwick- 
punkten (pinch  points)  der  Fläche  fallen  diese  zwei  Erzeugenden  in 
je  eine  Gerade,  „äufserste"  Kante  oder  „Zwickkante^^  in  der  betr. 
Winkelhalbierenden  Ebene  zusammen,  für  |  js?  |  >  1^  sind  sie  nicht  mehr 
reell.  Gi  Gu  und  Z,  die  sich  im  „Hauptpunkte"  p  des  Cylindroides 
schneiden,  sind  Symmetrieachsen  der  Fläche;  machen  wir  dieselbe  zu 
Koordinatenachsen  (x,  y,  z\  so  wird  gemäfs 

die  Gleichung  der  Cylindroidfläche 


x^  +  y* 


in  Determinantenform 


2^a?y 
x'  +  y' 


=  0. 


2^:r,    x^  +  f 

Die  imaginären  Geraden  (v.  Staudts  1.  Art.),  welche  sich  in 
einem  beliebigen  Punkte  | ;?  |  >  1^  der  Z  treffen,  kann  man  sich  ver- 
anschaulichen mittelst   der  zwei  reeUen  Cylindroidkanten,   welche  zur 

Höhe   —   über  der  Hauptebene   6ri6rii  gehören.     Zieht  man  zu  diesen 

Kanten  durch  den  Punkt  z  der  Z  Parallele,  so  bilden  diese  mit 
ihren  Winkelhalbierenden  ein  harmonisches  Strahlenquadrupel,  welches 
in  Staudt scher  Weise  das  imt^inäre  Geradenpaar  darstellt:  Das 
Cylindroid  und  die  Hilfsfläche 


y 


0, 


2x,    x^  +  y^ 

welche  von  den  obigen  Parallelen  erfüllt  wird,  haben  in  einem  gegen 
das  vorige  um  45®   um  Z  gedrehten  System  |,  iy,  ^sr  die  Gleichungen 


^,     l*  +  ij* 


=  0, 
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bezw. 

U.   V  +  n'       ' 

aos  welchen  hervorgeht ,  daTs  beide  Flachen  gqpen  einander  afiSii  ral 
mit  der  |ir-Ebene  als  Affinitätsebene^  indem  die  i^-Ordinate  der  eiiia 
Fläche  durch  Multiplikation  mit  ^  —  1  in  jene  der  anderen  übcrgefakit 
wird.  Hieraus  folgt  ^  daTs  bei  dieser  affinen  TirnnsfornmAkm  iet 
einen  Flache  in  die  andere  aus  den  reellen  Geradenpaaren  der  £bcBai 
z  ==  const.  imaginäre  werden  und  umgekehrt,  daCs  also  die  hehmafMit 
Staudt sehe  Darstellung  zutreffend  ist.  Die  erwähnte  Hilfiifliclie  Uttoi 
wir  zugleich  mit  dem  Cylindroide  erhalten  können,  wenn  wir  (Fig.  9) 
zugleich  mit  der  zur  Cylindroidkonstruktion  benutzten  Sinna-Doppd- 
welle  die  zugehörige  Cosecanslinie  gleicher  Amplitude  auf  den  Cjlinder 
aufgewickelt  und  dann  die  diametral  gegenüberliegenden  Punkte  der- 
selben durch  Gerade  verbunden  hätten. 

Insbesondere   liegen   auf  dem  Cylindroide   die  Tangeniem  t^if  aus 
dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Z  an  den  absoluten  Kugdkreis. 

Die    Schnittkurve    des    Cylin-  Der  Projektionskegel  des  Cylin- 

droids  mit  einer  beliebigen  Ebene  droids  aus  einem  beliebigen  Punkte 
W  ist  eine  Linie  S  =  S\^,  3.  0.,  ^  projiziert  diese  Flache  aof  eine 
4.  KL,  vom  Geschlechte  0,  beUebige  Ebene  m   in   eine  Linie 

8  =  sj-  %  4.  0.,   3.  KL,    vom  Ge- 
schlechte 0, 
koUinear  erzeugbar  aus  jeder  Linie  ihrer  Art,  z.  B.  aus 
den  Typen  der   Kardioide   Fig.    12    oder  der 

yt  ^  ^1^^  +1),  Steiner  sehen      Hypocykloide  *), 

Fig.   10  und  11,  ^'8-  13, 

und  reell  kollinear  der  ersten  oder  zweiten,  je  nachdem 
der  Doppelpunkt  (WZ)  reelle  Tan-  die  Kurve  ihre  DoppeltaDgente(Spur 
genten  besitzt  und  entsprechend*)  von  wU)  in.  reellen  Punkten  be- 
nur  einer  der  3  (in  einer  Geraden  rührt  und  entsprechend  *)  nur  eine 
liegenden)  Wendepunkte  reell  oder  der  3  Spitzen  (deren  Tangenten  in 
der  (reelle)  Doppelpunkt  (WZ)  einem  Punkte  zusammenlaufen) 
imaginäre    Tangenten    und     dem-     reell   ist  oder  die  (reelle)  Doppel- 

1)  Vergl.  Cremona  „Sur  ThypocycloYde  ä  trois  rebroassements^'    in   Grelles 
Jonmal  Bd.  64,  1866. 

2)  Vergl.  Cayley    in    der   Encyclop.  Brit.  9th.  ed.  „Ciirve'%    und    Salmon 
„Higher  plane  curves",  p.  141  (Dublin  1862). 


Von  A.  Gbükwald. 
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gemäfs   die  Kurve  alle  3  Wende-     tangente  isoliert  ist^  (die  Kurve  in 
punkte  reell  hat.  imaginären  Punkten  berührt)  und 

demgemäfs  alle  3  Spitzen  reell  sind. 


Der  1.  oder  der  2.  Fall 
je  nachdem  TF  die  Z  in  einem 
zwischen  oder  aufserhalb  der 
Zwickpunkte  ^  =  +  1^  gelegenen 
Pimkte  (WZ)  schneidet,  wie  aus 
dem  Verhalten  der  Doppelpunkts- 
tangenten erkennbar  ist. 

Schneidet  TT  die  Z  in  einem 
Zwickpunkte,  so  fallen  die  Doppel- 
punktstangenten zusammen,  der 
Doppelpimkt  wird  zur  Spitze  in 
diesem  Zwickpunkte,  S  mufs  eine 
Kurve  3.  Kl. 


tritt  beim  Gylindroid  auf 
je  nachdem  w  sich  in  dem  Räume 
zwischen  oder  aufserhalb  der 
„Zwickebenen^'  z  =  +  f)  befindet, 
wie  aus  dem  Verhalten  der  Be- 
rührungspunkte der  Doppeltan- 
gente, der  Spur  von  w  U  (projiziert 
durch  die  Parallelen  zu  den  mit  w 
in  gleicher  Höhe  befindlichen  Cylin- 
droidkanten)  hervorgeht. 

Liegt  w  in  einer  Zwickebene, 
so  ziehen  sich  die  Berührungs- 
pimkte  mit  der  Doppeltangente  in 
einen  zusammen,  der  dann  einen 
Wendepunkt  vorstellt,  s  mufs  eine 
Kurve  3.  0. 


s  =  & 


.8,8 


mit  einer  Spitze  und  einem  Wendepunkte  werden,  reell  kollinear  z.  B. 
jeder  Nei Ischen  Parabel  y^  =  a^  (Fig.  14.) 

Anmerkung:  Ist  w  unendlich  fem,  so  wird  die  Doppeltangente 
der  s^  '  durch  die  unendlich  ferne  Ebene,  und  die  Berührungspunkte 
derselben  werden  durch  Strahlen  projiziert,  die  zu  den  Kreispunkten 
der  Hauptebene  führen: 

„Die  Parallelprojektion  des  Gylindroids  auf  jede  zur  Hauptebene 
CriGn  parallele  Ebene  ist  eine  St  ein  er  sehe  Hypocykloide.*' 


Die  Kegelschnitte  S^  des  Gylindroids 
und  die  dieser  Fläche  umschriebenen  Kegel  2.  Grades  (ws*). 


Die  Schnitte  S*  des  Gylindroids 
mit  einer  Tangentialebene  W 
dieser  Flache,  d.  h.  mit  einer 
Ebene,  welche  eine  Cylindroid- 
kante  G  enthält,  haben  unendlich 
ferne  Pimkte,  welche  in  W  durch 
die     oben     erwähnten     unendlich 


Die  Kegel  2.  Grades,  welche 
ein  Gylindroid  aus  einem  seiner 
Punkte  w  projizieren,  haben  in 
jeder  zur  Hauptebene  parallelen 
Ebene  eine  Parabel  s^  zur  Spur, 
welche  (die  beiden  in  diese  Ebene 
fallenden  Gylindroidkanten  6r^  und 


:* 


■»ir  3«)n*»r: 


£^««11«  jntiar»  rtixunxin^nai'Hsugm, 


jisif  fovttti^fUKrfHnffern  diurh  die 
fCaot^mlm^  ^.  In  «lu^m  Pankt^ 
d^  Z  wird  fr,  al«o  aafwth  W^  Ton 
«n^  CjUruhoidlutnU:  K  getroffen. ; 


<rj    biiTfikrc. 


di»s  Prmktrf»  ¥-  auf  •iuefl&  Büiiaiar 
zum  Bn^nnpiuLkofr  kac  tbH  'iem 
A^b^  pftralli>i  iifC  m  *ji*r  Cviä- 
droidbuxt«^  JT.  waitsitt  vniL  «io' Jsni 
tr  gehendm  K^Bfi^  &  ssKiaiBBi 
wird.  'Dw  KetpÄ  m:iF\  =  Ä^s 
projiziert  den  Pkoikt  ( iTf'.  ht 
entlang  der  betrcAndes  Kjbk  die 
Tangentialebene  \ktUi  nnil  P'^ 
ziert  die  S.  74  cngef&kiteK  Ge- 
raden t^tj.) 

Ihm  Cjliodroid  kann  konntruicrt  werden  als  Ort 
d#T    I^He    arm    einem     Miebigen      der  senkrechten  Transrearaalen  tod 
Punkte;   einer  der  "%/*  Ellipsen  S^     Z  in   beliebigen  Tangeutialebaieii 
auf  die  Knotenlinie  Z.  eines  der  oc*  Kegel 

Iliemoeh  kann  ein  (yjlindroid  von  gegebener  ^Spannweite^  2^  auf 
folgende  Art  erzeugt  werden: 


(Fig.  ir>.) 
Man  nimmt  auf  einem  beliebigen 
llotfttionscylinder  eine  Ellipse  S* 
derart  an,  dafs  die  2  zur  Kanten- 
rirhtung  dossolben  senkrocbten  1^- 
rührungHobonen  der  H\  P\  und  E^, 
V(m  niniuidor  din  Entfornimg  2\) 
babmi. 

/v\  und  //,  mögen  *S'  im 
IMiukto  li^y  b(v/w.  //,  biTÜbron. 
Hi»i  /  r'iw  bvUvimfe  Kante  des 
i^ifUmUrSy  w(»lcho  h\  in  Jp  A',  in 
.<(i  trifft,   80    ist  der  Ort  der  aus 


(Fig.  16.) 
Man  verschafft  sich  einen  Kegd  St4 
indem  man  eine  Parabel  s*  aas  einem 
Punkte  w  des  in  ihrem  Brennpunkt 
F  auf  ihrer  Ebene  errichteten 
Lotes  projiziert,  und  eine  Gercuie  Z 
parallel  zur  Fokalachse  {Fw\ 
deren  Schnittpunkte  A^  und  A^ 
j{«i  um  2{)  von  einander  abstehen. 
Die  senkrechten  Transyersalen  Ton 
Zy  welche  ^^  berühren,  erfällen 
ein  Cylindroid  mit  der  Spannweite 
Ä^A^==2\^y    dessen    Zwickkanten 


I)  l>or  Kogol  ^irir')  gehört  ru  Roy  ob  Kegebi  der  Kategorie  d: 

da  dit«  KoktibvchMo  ft»\  dio  Schnittlinio  von  wti  und  trt,,  zur  Tangentialebene 
{H'l'^  KoukrtH^hi  8toht  Vorgl.  Heye,  iuM>metrie  der  Lage,  I,  Seite  220. 
Oioi|\iii^  l^^O."^  JtHior  Kolcho  Kogol  wird  von  Ebenen  umhüllte  welche  die  sn  den 
K\^kalMchit<^u  M^ukrtH'htou  Tangentialebenen  desselben  in  einem  Normalenpaare 
«chueidon. 
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den    Punkten    von   S^   auf  Z  ge-     die   zu   Z  senkrechten   Tangenten 
fällten    Lote    ein    Cylindroid    mit     des  S^i  in  A^^  und  A^  sind, 
den  Zwickkanten  A^B^^  und  A^B^, 
von  der  Spannweite  2i), 

Daraus  folgt  die  Cylindroidkonstruktion  als  Ort  der  kürzesten 
Transversalen  der  Strahlen  eines  ebenen  Büschels  und  einer  festen  Ge- 
raden Zj  denn  die  Rolle  dieses  Büschels  spielen  in  obiger  Betrachtung 
die  Strahlen 

der   Ebene  Wy   welche   in   jenem  durch  den  Punkt  w;,  welche  letzteren 

Punkte   von   S*    zusammenlaufen^  mit    den    Punkten    der    Scheitel- 

der  dem  Schnittpunkte  von  S^  mit  tangente  der  Parabel  s*  verbinden. 
Z  diametral  gegenüberliegt. 

Die  zu  pi  +  pn  =  0  gehörige  Parameterkvrve  5ß* 

p  =  —  ]^  cos  2-0', 

aus  welcher  jede  zu  einem  bestimmten  Cylindroide  als  Achsenfläche 
gehörige  Parameterkurve  5ß  der  Schar 

r —  =  9  =  const. 

durch  gleichmäfsige  Veränderung  der  Radienvektoren  gewonnen  werden 
kann,  ist  die  Projektion  der  Schniülinie  P*  des  Cylindroides  mit  der 
Kugel  K  um  den  Hauptpunkt  p  desselben  und  dem  Radius  i)  auf  die 
Hauptebene,  wie  die  mit  Rücksicht  auf  z  =  i^8m2d'  sich  ergebende 
Gleichung 

z'  +  p'^ii' 

lehrt.  Hieraus  folgt  auch,  wie  Plücker  bemerkt,  dafs  jede  5ß  dieser 
Schar  die  orthogonale  auf  die  Hauptebene  ausgeführte  Projektion 
eines  Teilschnittes  P  des  Cylindroides  mit  einer  Wulstfläche  (Torus) 
ist,  welch  letztere  von  allen  Kugeln  vom  Radius  i^  eingehüllt  wird, 
deren  Mittelpunkte  auf  dem  Kreise  der  Hauptebene  um  den  Haupt- 
punkt p  mit  dem  Radius 

Pi+Pn 
2 

liegen.  (Vergl.  auch  die  von  Ball  erwähnte  Lewissche  Konstruktion 
des  Cylindroides.) 

„Die  Entfernung  2^  cos  20'  der  Scknittpurüäe  jeder  CylindroidkoMte 
G  mit  Ky  d.  h.  auch  mit  P*,  von  einander^  ist  gleich  dem  Verteüungs- 
Parameter  k  des  gleichseitigen  Tangentiaiparaboloides  an  die  Cylindroid- 
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Sir  Robert  S.  Balls  lineare  Schraubengebieie. 


fläche  entlang  der  Kante  GJ'  Ist  nämlich  e  die  auf  der  Scheitd- 
tangente  G  des  Paraboloides  gemessene  Entfernung  eines  beliebigen 
Punktes  tv  der  G  vom  Centralpunkte  GZ  des  Paraboloides  und  to  der 
Winkel  der  Tangentialebene  des  Cylindroides  in  XO  mit  der  Centnl- 
ebene  GZ,  so  ist 

k  =  ecotgtt)  =  e^  =  II  ==  2^cos2^. 

P*  als  Schnitt  des  Cylindroides  mit  K  von  der  6.  O.,  hat,  wenn 
wir  mit  ^  den  Winkel  des  von  p  zu  einem  ihrer  Punkte  ftLhrenden 
Radiusvektors  r(=  1^)  gegen  die  Hauptebene,  daher  auch  gegen  G  be- 
zeichnen, mit  Bücksicht  auf  ;?  =  l^sin^  in  den  Polarkoordinaien  t,  ^^^ 
die  einfachen  Gleichungen 

Zwei  sich  (auf  Z)  schneidende  Cylindroidkanten 

G(^)    und     G{^  =s  90»  —  ^) 
gehören  zu  Parametern 


P  = 


—  ]^  cos  20' 


p'  =  ?L±^  +  ^cos2d 


deren  Summe 
(1) 


p  +  p'  =  pi  +  pn  =  const. 
istj  während  das  Produkt  derselben 

(2)  .1.'  -  (H^)"  -  »'-2»  -  m^y  -  (!^)' + ^ 

sich  vom  Produkte  der  Hauptparameter  um  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung der  Achsen  vom  Hauptpunkte  p  unterscheidet.  Für  i?*  =  —  pipn 
ist  einer  der  beiden  Parameter  Null,  es  gilt  dies,  wie  schon  S.  71  be- 
merkt, für  d'  ==d'Q,  dessen 


«.».-i^ 


ist. 


Nun  können  wir  auch  besser  als  oben  die  Hauptachsen  Chi  tmd  6ni 
eines  Rn,  sowie  die  Hauptparameter  pi  und  pu  bestimmen,  &1I8  dieses 
Schraubenbüschel  durch  zwei  Schrauben  Z^  und  L^  mit  den  Achsen  G^ 
und  G^  und  den  Parametern  p^,  bezw.  p^  gegeben  ist  (Fig.  17). 


Von  A.  Gbönwald. 
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Sei     c       die  kürzeste  Entfernung  von  Gj  und  G^, 
2a(^0)  der  Winkel  „      „      „      „, 

q>  „         „        der  Winkelhalbierenden   G^  und  G^   mit   der 

gesuchten  Richtung  von  Gi, 
Zi  die  kürzeste  Entfernung  von  G^  und  Gi 

so  gestatten  es  die  bereits  abgeleiteten  Relationen  (d'  ^  (p  zf  a) 
Pi+Pn       Pn  —  Pi 


.         Pi+Pn       Pn-^Pi 


cos  2(9)  — -  a) 
cos  2((p  +  a) 


(S.  69) 


und 


Pn  —  Pi-n/'  X 

PU  —  PI'^.  ,  N 

^2  =  — ö sm  2  (9>  +  a) 


(S.  72), 


nebst  Zj  —  ei  =  t,   die  5  Stücke  pi,  pn,   tg2g),  «j,  z^   durch  die  be- 
kannten (^röfsen  p^,  )),,  e,  ec  aasdrücken: 

e  =  «g  —  «1  =  (pn  —  pi)  cos  2^p  sin  2a ! 
pf,  —  pi  =  (pu  —  pi)  sin  2^)  cos  2« 


(1) 


tg29  = 


P»  +  Pi  =  (Pn  +  pi)  —  (pn  —  lJi)cos2^pcos2c 

Pt-Pi 


Pn  -  pi  = 


sin  2(0  am  2o 


Pn  +  Pl  =  (P.  +  Pi)  +  r-%-^ 


tg29  tg2a 
=  (p2  +  Pi)  +  <^cotg2a    , 

.pn  ~  pi  =  yc*  +  (p,  —  Pi)*cosec  2  a 
("wegen    «,'n9y  = —Mlg— ^        fa-»i \ 

(20    fi  =g[(<i2  +  <ii)  +  ecote2«-ye«  +  {}f2^pi)^cosee2ä\ 

(2")  <m  =  |[(<ia  +  <ii)  +  ecotg2a  +  l/e«  +  (<i2-<ii)«C08ec2a] 

ißTi  =  2^^*  +  (Pi  "  pi)*cosec2asin2(9>  —  a) 
z^  =  2  V"^*  +  (P«  "■  Pi)*co8ec2asin2(9>  +  a) 


fif)  Sir  Robert  ä.  Ballj  lineare  SefaraabeBgebiete. 

sin  2ra  —  «1  =  sin  2ff  cos  2c  —  cos  2«  sin  2c  I    .     _  Pt—Pi 

sin2y=     .— — ,  r 

sin  2((f  +  a)  =  sin  2y  cos  2c  -f  cos  2^  sin  2a  J  r  «  +  (1*i  —  W* 

cos29  = 


-f  <Pj  —  Pircosec2c- 


^  ==  -ye*  -^  '»1-  —  n.  roAsp^^Ä--* — ^ — 


.,  =  ,Ve>  +  ip,  -  p.rcosec2c^-J^;^^^^_^^^^, 

(30  ^1  =  1  [(fe  -  >i)  wtg 2a  -  ej 

(3'0  5ä  =  h(|it-p0fot«2«  +  el. 

Gl  und  Gn?  selbst  parallel  zor  Ebene  der  Richtungen  G^^  G^ 
schneiden  sich  senkrecht  in  jenem  Punkte  p  der  kürzesten  Tranffveraaleii 
Ton  Gj  und  G^,  welcher  Ton  Gj.  bezw.  Cr,  den  Abstand  ^i,  bezw.  ^ 
hat.  Die  Richtungen  der  Hauptachsen  Gi  und  (Tu  erhalt  man  ans 
denen  der  Winkelhalbierenden  Ton  G^  und  G^  durch  Drehung  um  f, 
dessen 

tg2y=?^ 

ist. 

Z.  B.  für  pi  =  p,  =  p^  sind  d  und  Gn  die  Symmetrieachsen  von  6j 
und  G,  und 

pi   =Pa  +  |cotgc; 

Pn  =  Po-|tgc. 

Stehen  G^  und  G,   zu  einander  senkrecht ,   so  gehen   Gri   und  Gn 

durch  den  Mittelpunkt  ihrer  Kürzesten 

(^i  =  -|,     -^«  =  +  1)' 

Schneiden  sich  G^  und  G,^  so  ist  die  Spannweite  2^  des  Aehsen- 

Cylindroides  =  -*^     ;    sie  wird  Null,   d.  h.   statt   des    Cylindroides 

tritt  das  Büschel  G^G^  ein,   falls  aulserdem  Pi  ^  ps  ist;  ün   heilst  in 
diesem  Falle  „zirkulär''. 

Ist  Z  das  Lot  des  Büscbels  G^G^^  so  gehören  die  Tangentialebenen  durch  Z 
an  den  absoluten  Kugelknns  auch  zu  der  sich  ergebenden  Aasartang  des  Cylin- 
droides, indem  sie  jede  zu  G^  G^  parallele  Ebene  in  einer  Geraden  g  schneiden, 

welche  als  eine  zu  Miebigem  Parameter  p  =  J  ^  »S.  66)  gehörige  Achae  einer 


Vott   A.  GftlTKWAt». 
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^©ner  beiden  Schrauben  das  zirkulären  Eix  angesöben  werden  kann,  deren  Inhalt 

^  X'  und  Läugenqnadrat  des  Achaenatabes  l*  Null  iat  und  welche  das  imaginäre 

rkuliije  zu  JKn  gehörige  Linienpaar  rjj  (v.  Staudta  2.  Art)   repräaentieren.     Der 

egriff  der  ^^Achae*'  einer  iolchen   zirkulären  Schraube  ht  nicht  mehr  eindeutig, 

ondem  jede  der  j  kann  als  Achse  angeBeheji  werden.     (YgL  8,  &2  und  F,  Klein 

47.  Bande  dieser  Zeitschrift  8.  252.) 


[Achsensystem   und  Parametervörtailimg   der   reziproken  Gebiete  Pir- 

Die  allgemeinsten  Schraubengebüsche  Piy  gehören  als  reziproke 
ßkmubettgebiete  zu  einem  SchraobenbÜBchel  Eu  mit  einem  Cylindroide 
als  Achsenflttche.     Damit  eine  Schraube  J   des  Piy   mit  der  Achse  F 

Fond  dem  Parameter  ti  zu  jenen  3  Schrauben  des  Bn  reziprok  sei^ 
deren    auf  der   CjIindroidHäche    liegende   Achsen  G   von  F  getroffen 

L werden,   mufs  F  eine  dieser  3  Achsen  G  senkrecht  schneiden  und  der 

'Parameter  ut  mufs  entgegengesetzt  gleich  sein  mit  jenem  der  beiden 
anderen.  Die  beiden  letzteren  Achsen  G  milssen  daher,  als  zu  einem 
und  demselben  Parameter  p  =  ^  3t  gehörig,  auf  dem  Cylindroide  des  Ru 
Bjmmetriach  bezüglich  dessen  Hauptaehseu  Gi  und  Gu  sein.  Die  Achsen 
F  des  Piy  durch  einen  beliebigen  Punkt  w  oder  in  einer  beliebigen  Ebene 

iW  sind  daher  erzeugbar  als  die  oo^  Transversalen  über  je  ein  Paar 
Ton  bzl.  der  Hauptachsen  syin metrischen  Cylindroidkanten.  Alle  F 
des  l*iv  also,  die  2u  einem  bestimmten  Parameter  7t  =  const  gehören, 
erfüllen  die  lineare  Kongruenz  mit  denjenigen  Cylindroidkanten  G  als 
Leitlinien,  denen  der  Parameter  p  ^  —  ;r  zukommt.  Für  ar  =  0  ergiebt 
sich  so  das  Liniengerippe  ^rv  des  Pjv-  Zwei  besondere  dieser  Kon- 
gruenzen sind  die  Systeme  der  Cylindroidtangenten  längs  Gj  oder  6fn; 
etatt  des  Cylindi^oides  kann  hierbei  das  gleichseitige  Tangeutial- 
paraboloid  desselben  gesetzt  werden  ^  welches  6fi  und  Gu  zu  Scheitel- 
geraden und  den  Verteilungsparameter  k  =  2^  hat.  Auch  eine 
dieser  Kongruenzen  kann  ^ly  sein,  in  dem  Falle ^  wo  sich  das  Linien- 
paar rn  des  Mn  zu  einem  Paare  unendlichbenachbarter  Wind- 
schiefer  des  Cylindroides  entkng  Gi  oder  Gu  zusammenzieht,  (Grenz- 
fall  S.  69) 

I  Da  jede  F  eine  Cylindroidkante  G  senkrecht  schneiden  mufs,  ist 
der  Komplei  der  F  definiert  als  Ort  der  senkrechten  Transversalen  der 
Kanten  des  zu  JJn  gehörigen  Cylindroides. 

'        Die  Komplerkegel  durch  einen  Die   Komplexfcurren    in    einer 

beliebigen  Punkt  fi?  werden  gebildet      beliebigen  Ebene   W  werden  um- 


von  den  Loten  ans  w  auf  die  Cy 
lindroidkanten. 


hüllt  von  den  in  W  Hegenden 
senkrechten  Transversalen  der  Cy- 
lindroidkanten. 

Z«i(ichtlfl  f  MBlInenifttlk  D,  Plir*fk.  ia.  Band.  IttOS    l.Httt  # 
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SpesdeU    ffir   pi  =  l)n  =  p,   im 
tritt  statt  der  Cylindroidfläche  das 
Zeatnim  und 

%£äe  Komplezkegel  w  sind  Ortho- 
2^>iaJkegel  über  den  Kreisen  der 
Haoptebene  mit  pto'  als  Durch- 
metaer,  wenn  w'  die  orthogonale 
Projektion  des  Punktes  w  auf  die 
Elmaptebene  ist. 


Falle   eines    zirkulären''   Gcbiekei 
Büschel  der  Hauptebene  mit  p  ab 

die  Komplexkorven  in  W  nni 
Parabeln;  deren  Scheiteltangeote 
die  Spur  der  Hauptebene  in  W 
und  deren  Brennpunkt  die  ortho- 
gonale Projektion  des  Hauptpunk- 
tes p  auf  W  ist 


Sonst;  im  allgemeinen  Falle,  pi  ^  puj 


projizieren  sich  die  Fufspunkte 
der  aus  ir  auf  die  Cylindroidkan- 
ien  gefällten  Lote  auf  jede  zur 
Hauptebene  parallele  Ebene  in 
Punkte  eines  Kreises ,  welcher  die 
orthogonale  Projektion  w'  des  w  auf 
diese  Ebene  und  den  Durchstofs- 
ponkt  der  letzteren  mit  Z  zu  dia- 
metral gegenüberliegenden  Punkten 
hat.  Die  Folspunktkurve  selbst  ist 
also  der  Schnitt  des  Cylindroides  mit 
jenem  Botationscylinder,  welcher 
die  Z  und  die  durch  w  zu  ihr 
gelegt«  Parallele  zu  diametral 
gegenüberliegenden  Kanten  hat. 
Diese  Schnittlinie  kann  also  nur 
eine  der  Ellipsen  S*  des  Cylin- 
droides'; sein,  da  das  Cylindroid, 
eine  Flache  3.  Grades  und  der 
Rotationscylinder  sonst  noch  ge- 
mein haben  1)  die  doppelt  zu 
zahlende  Z  selbst  und  2)  die  un- 
endlich-fernen Kanten  t^  und  t^: 

Durch  jeden  Punkt  w  geht 
ein  Kegd  des  Komplexes  der  Achsen 
r  des  PiYy  dessen  Basis  die  Ellipse 
/S*  des  Cylindroides  ist,  welche 
sich  auf  die  Hauptebene  in  den  Kreis 


umhüllen  die  Ebenen  GP,  welche 
jede  Cylindroidkante  G  mit  ihrer 
in  W  liegenden  senkrechten  Truu- 
yersalen  yerbinden,  einen  dem  Off- 
lindroide  umsdiriebenen  Kegd  SU^l 
denn  der  Direktionskegel  der  Ton 
diesen  Ebenen  umhüllten  Develop- 
pablen  repräsentiert  einen   Kegel- 
schnitt der  unendlichfemen  Ebene^ 
von  dessen  gemeinsamer  DevelojK 
pablen  mit  dem  Cylindroide  schon 
1)  das  doppelt  zu  zählende  Büschd  17 
und  2)  die  Ebenenbüschel  durch  die 
unendlich -fernen  Cylindroidkanten 
t^t^  Teile  siüd.   Es  bleibt  daher  als 
Developpable,   deren    Spur    in  W 
die  gesuchte  Komplexkarve  wird, 
nur  ein  dem  Cylindroide  umschrie- 
bener Kegel  ^d  übrig,   der  zu  W 
und  £/^  normale  Fokalachsen  hat  und 
dessen  Spitze  w  als  Schnittpunkt 
der  zu   W  parallelen   Tangential- 
ebene des  Cylindroides    mit  jener 
Cylindroidkante  konstruiert  werden 
kanu;    welche    zu    der    in    dieser 
Tangentialebene  gelegenen  bzl.  Gi 
und  Gu  symmetrisch  ist. 

In  jeder  Ebene   W    wird  van 


1)  Vgl.  S.  76. 
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mit  dem  Dm'clmiesser  pto'  proji- 
zierty  wemi  p  der  Hauptpmikt  des 
Cylindroides  und  w'  die  ortho- 
gonale Projektion  des  Pmiktes  w 
auf  die  Hauptebene  vorstellt. 

Die  Ebene  von  S^  verbindet  den 
Schnittpunkt  der  durch  w  zu  Z 
gelegten  Parallelen  und  des  Cylin- 
droides mit  jener  Cylindroidkante^ 
welche  zu  der  von  dieser  Parallelen 
getroffenen  Cylindroidkante  bzL  Gi 
und  Gu  symmetrisch  ist. 

Dieselbe  Ellipse  S^  gehört  zu 
aüen  Punkten  Wy  die  auf  einer 
Parallelen  zu  Z  liegen. 

Der  Komplex  der  Achsen  F  eines  Schraubenbüschels  Piy  ist  qua- 
dratisch. 


den  Achsen  F  des  Piv  eine  Parabel 
s  umhüUt,  deren  Achse  parallel  ist 
zur  orthogonalen  Projektion  der 
Z  auf  TT. 

s  wird  aus  w  durch  einen 
Kegel  fi^  projiziert,  welcher  nicht 
W  allein,  sondern  jede  zu  ihr 
parallele  Ebene  in  einer  Parabel 
schneidet,  die  von  Achsen  F  des 
Piv  umhüllt  wird." 


Ist  w  unendlich-fern,  so  zer- 
fällt der  Eomplexkegel  durch  diesen 
Punkt  in  das  nicht  in  Betracht  kom- 
mende Feldbüschel  dieser  Richtung 
und  das  Büschel  der  Normalen  von 
der  Richtung  w  zu  der  zu  w  senk- 
rechten Cylindroidkante. 


Ist  W  parallel  zu  Z,  so  zer- 
fallt die  Parabel  des  Komplexes 
in  das  Parallelbüschel  zu  Zy  das 
ab  zu  « »  cx)  gehörig  nicht  in 
Betracht  kommt  und  in  jenes 
Büschel,  dessen  Zentrum  der  Schnitt- 
punkt    der    zu     W    senkrechten 


Cylindroidkante  mit  W  ist. 

Ist  speziell 
w  auf  dem  Cylindroide,  und  zwar      W    Tangentialebene     des     Cylin- 


auf  der  Kante  G(p),  so  zerfallt 
der  Komplexkegel  1)  in  das  Büschel 
der  durch  w  zn  G  gelegten  Nor- 
malen und  2)  in  das  Büschel  der 
Transversalen  F(7t  =  —  p)  der  zu 
G(p)  bezüglich  Gj  und  Gu  sym- 
metrischen d.  h.  zum  gleichen 
Parameter  p  gehörigen  Cylin- 
droidkante. 


droides,  und  zwar  durch  die  Kante 
G(p)  gelegt,  so  zerfällt  die  Parabel 
1)  in  das  Büschel  der  Normalen 
zu  G  und  2)  in  das  Büschel 
F(7C  =  —  p),  dessen  Zentrum  der 
in  W  gelegene  Spurpunkt  jener 
Cylindroidkante  ist,  welche  zu  G{p) 
bezüglich  Gi  und  Gu  symmetrisch 


liegt. 

Ist  ganz  speziell 
w   ein  Punkt   der  Knotenlinie  Z,      W  eine   Ebene    durch    [7,    d.   h. 
so  legen  wir  uns  durch  ihn  eine     senkrecht  zu  Z,  so  bestimmen  wir 
zu  Z  senkrechte  Ebene  W:  uns  deren  Schnittpunkt  w  mit  Z: 
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Es  giebt  nirn  durch  tc  in  W  zwei  Achsen  F"  und  J^'  des  Pi^^ 
nämlich  jene,  welche  zu  je  einer  der  dorch  tc  gehenden  nnd  in  W 
liegenden  Cylindroidkanten  G'  nnd  G"  des  Rn  senkrecht  stehen  und 
mit  der  anderen  entgegengesetzt  gleichen  Parameter  «',  bezw.  x"  be- 
sitzen. 

Der  Komplexkegel  tr  von  Achsen  Die   Ton   Achsen    r    iiTnhfilfe 

r  artet  jetzt  aus  in  die  beiden  Komplexknrre  in  W  artet  hier 
Strahlenbüschel  ZF"  nnd  ZF',  ans  in  die  beiden  ParaUelbfischd 
welche  zum  Parameter  sr',  bezw.  F  nnd  F",  welche  zam  Parameter 
ä"  gehören.  ar',  bezw.  ar"  gehören. 

Ist  w  einer  der  2  Zwickpnnkte,  Ist  W  eine  der  2  Zwickebenen, 

des  Cylindroides  von  Ru,  so  fallen  beide  Büschel  in  eines   zasanmun, 

dessen  >,.  ,  ^ ^— r —   zu  der  betreffenden  Zwickkante  senk- 

nnendbch-femes  Zentrum 

recht  steht. 

Samtliche  j= 5 r— -  Achsen  F  des  Piv  kann  man  erhalten. 

zu  Z  senkrechte  ^ 

indem  man  das  Cylindroid  des  Rn  bezüglich  seiner  Hanptebene  GiGn 
spiegelt  und 

die  Büschel  konstruiert^  welche  jede  Kante  des  so  eifaalteneD 
di^  so  erhaltenen  Kanten  des  Spiegel-Cylindroides  einer  Parallel- 
Spiegel -Cylindroides  mit  Z  Ter-  Verschiebung  in  einer  zu  Z  senk- 
binden.  rechten  Richtung  unterwirft 

Jeder  so  gewonnenen  F  kommt  im  Piy  der  Parameter  x  «=  —  f>  zu, 
entgegengesetzt  gleich  jenem  p  der  Cylindroidkante  G  des  Ru,  durch 
deren  Spiegelung  F  gewonnen  wurde. 

In  kanonischer  Weise  ist  Piy  darstellbar  durch  die  Anfteilungs- 
achse  Z,  zu  der  ein  beliebiger  Parameter  gehört  und  die  Haupt- 
schraubungen  mit  den  Achsen  Fi  =  64,  Fn  =  Gn  and  den  Parameteni 
Xi  ==  —  pi,  Xn^  —  t>u*  Die  Hauptachsen  Fi  und  Fu  sind  die  einsigen, 
Z  in  einem  Punkte  senkrecht  schneidenden  Achsen  des  JPiv,  welche 
auf  einander  senkrecht  stehen.  Nur  im  Falle  gleicher  Hanptparameter 
^  =  f)ii  =  p^^  also  eines  ^irkularen^  Schraubengebüsches  Pjy  tritt  an 
Stelle  der  Hauptschrauben  ein  zu  Z  senkrechtes  Büschel  durch  den 
Punkt  p  der  Z})  Jede  Gerade  der  Ebene  des  letzteren^  sowie  jede  des 
Bündels  p  gehört  ab  Achse  F  zu  Pjy,  behaftet  mit  dem  Parameter 
Xq  =  —  pQ.  Die  übrigen  Strahlen  des  Achsenkomplexes  F  lassen  sich 
gemäls   der   Reziprozitatsbedingung  ac  —  ^r^  =  e  cot  g\FZ   der  F  gegen 

1)  Vgl.  S.  80. 


die  G  des  Puj  welche  parallel  ist  zur  Ebene  FZ^  in  ,jZirkulären" 
linearen  Kongruenzen  z  =^  const  anordnen,  d.  li,  in  solchen,  deren 
aämtliclie  Strahlen  durch  Rotation  um  Z  mis  dmi  SkaJdeii  jener  Z  als 
Scheitelgerade  enthaltenden  gleichseitig -hyperbolischen  Parahdoidschar 
mit  dem  Scheitel  p  erhalten  werden  können,  deren  Verteilungspara- 
meter  i  =  ä  —  sr^  ist.  Die  Leitstrahlen  jeder  solchen  linearen  Kon- 
gruenz werden  passend  „zirkuläre^*  Gerade  (imaginär,  v.  Staudte  2,  Art) 
genannt. 

Übergang  zur  kanonischen  Darstellung 

eines  durch  4  Schrauben  A   mit   den  Achsen    F^(i  =  1^  2,  3,  4)    und 

bestimmten  Parametern  gegebenen  Prv*  Entsprechend  1*  und  2* 
S,  65  fertigen  wir  Torer&t  i^wei  Spezialfälle  ab, 

1*)  Schneiden  die  4  Fi  eine  bestimmte  Gerade  Cr  senkrecht,  bo 
besteht  Pjy  aus  den  Schrauben  beliebigen  Parameters ,  deren  Achsen 
r  die  G  senkrecht  schneiden,  Jfu  gehört  zu  6f  und  beliebigem  Para- 
meter Hierher  gehören  auch  die  Fälle:  r^F^r^  schneiden  eine  fr 
Henkrecht,  F^  ist  ersetzt  durch  ein  zu  (?  paralleles  Feld  und:  F^F^ 
sind  ersetzt  durch  Felder  parallel  zujt  kürzesten  Transversalen  van  F^ 
und  r^, 

2*)  Sind  die  Fi  parallel  einer  Ebene  JE,  so  gehört  das  Feld  /^ 
derselben  zum  iJn»  Zum  Piv  gehört  ein  Feldbüschel  einer  Richtung 
i,  bestimmbar  durch  2  Felder,  von  denen  jedes  durch  Addition  dreier 
Schrauben  von  den  gegebenen  4  gefunden  wird,  wenn  man  bewirkt, 
dafs  deren  Stabsumme  Null  ist.  Die  Schrauben  endlichen  Parameters 
in  Piv,  deren  (zu  E  parallele)  Acitsen  &u  l  senkrecht  stehen  und  deren 
Parameter  beliebig  ist,  erfüllen  dia  (zu  l  parallele)  „Hauptebene*^  des 
Riij  d.  h.  jene  Ebene,  in  welcher  die  senkreckkti  Trmisverstdenr  der 
letzteren  (die  Parallelen  zu  t)  Schraubenachsen  G  des  En  sind.  Eine 
der  G  ist  in  Rn  niit  dem  Parameter  0  behaftet,  also  darstellbar  durch 
ihren  Stab  l^.  l^  und  /J,  repräsentieren  Ruj  iind  damit  Pjv  ui  kano- 
nischer Weise. 


Im  aMgemeinen  Falle  verschafft  man  sich  zuerst  das  in  Piv  vor* 
kommende  Feld  üj  indem  man  eine  Vielfachensumme  der  4  gegebenen 
Schrauben  derart  bildet,  dafs  die  Summe  ihrer  Stabstrecken  Null  wird, 
AUe  analog  ableitbaren  Schrauben,  deren  Stab  zu  U  senkrecht  steht, 
haben  die  gleiche  Achse,  die  Auf teihmgsachse  Z,  Die  kürzesten  Trans- 
veraalen über  Z  und  den  F  bestimmen  das  Cylindroid  des  Jiji;  desHen 
HauptachBen  sind  auch  jene  des  Pvr* 
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Jetzt  können  wir  auch  jedes  durch  5  Schrauben  ^^^(f  «1,  -'Oi 
gegebene  Schraubenffewebe  P^  in  kanonischer  Form,  luunlich  dmchAi. 
gäbe  der  reziproken  Schraubung  Ri  darstellen.  2  Qaadrapel  unier  iet 
5  Schrauben  bestimmen  je  ein  zum  betreffenden  Pnr  gehöriges  Fdi 
Die  Achse  Ton  Rj  hat  die  diesen  2  Feldern  gemeinsame  Bichtong  qI 
ist  identisch  mit  der  Cylindroidkante  von  dieser  Bichtong  in  jeln 
der  Rh,  welche  zu  einem  der  obigen  Piy  reziprok  sind.  Der  Pkn- 
meter  p  yon  Ri  ist  aus  der  Reziprokalrelation  gegen  irgend  eine  A  a 
bestimmen. 

Der  Parameter  x  jeder  Achse  F  des  Piy,  welche  eine  Cylindnud- 
kante  Oid)  des  Rjj  in  einem  von  Z  um  6  entfernten  Ponkte  w  senk- 
recht schneiden  muTs,  ist  entgegengesetzt  gleich  jenem  der  beiden  jfn- 
Schrauben;  deren  Achsen  die  F  aufserdem  noch  begegnet.  Da  aber 
letztere  nicht  reell  sein  müssen^  empfiehlt  sich  die  Bestimmung  von  i 
aus  der  Reziprokalrelation  der  F(n)  gegen  jene  Schraube  G(m'>+^  da 
Rn  mit  dem  Parameter 

p  =  pisin^-Ö-  +  pncOB^d'  =  ^^-^  +  ^^'^^cob2», 

welche   zur  Projektion   der   F  auf  die  Hauptebene    des    Cylindroidfs 
parallel  ist:   yt  +  p  ^  e  cotg  \rZ. 

Das  Schraubenb&ndel  Rui  und  das  reziproke  Bflndel  Pm- 

Durch  3  nicht  zu  einiem  Büschel  Ru  gehörige  Schrauben  L^,  L^,L^ 
mit  den  Achsen  G^,  G^,  G^  und  den  Parametern  p^,  p^,  p^  ist  dn 
JBni  festgelegt.     Wir  betrachten  zuerst  die  Spezialfälle: 

1*)  G^  G^  G^  sind  parallel  und  liegen  in  einer  Ebene  E'j  die  Achsen 
G  des  Rju  sind  dann  (vgl.  S.  66,  2*)  alle  Strahlen  dieses  ParaDel- 
büschels,  und  zwar  kommt  jeder  G  ein  beliebiger  Parameter  zu.  Zu 
Rm  gehört  aufserdem  das  Feldbüschel  parallel  zu  den  senkrechten 
Transversalen  F  der  6  in  E.  Zum  Reziprokalbüschel  Pm  gehören 
alle  diese  F  als  Achsen^  belegbar  mit  beliebigem  Parameter,  femer  das 
Büschel  der  zu  G  parallelen  Felder. 

2*)  G^G^G^  sind  parallel,  ohne  aber  in  einer  Ebene  zu  liegen. 
Trägt  man  auf  den  G^i^h  ?,  3)  von  deren  Schnittpunkte  mit  einer  be- 
liebigen Ebene  A  aus  bzl.  die  Parameterstrecken  pt  ab  und  sei  B  die 
Yerbindungsebene  der  Endpunkte  der  so  abgetragenen  Strecken,  so 
gehört  zu  um  jede  Schraube,  deren  Achse  parallel  Gi  ist  und  einen 
Parameter  p  hat,  welcher,  auf  G  abgetragen,  vom  Schnittpmikte  der 
G  mit  A  bis  zu  jenem  mit  B  reicht.  (S.  66).  Insbesondere  bilden 
alle  zu  G  parallelen  Transversalen  der  Schnittkante  AB,  deren  Ebene 
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.ft  heifeen  möge,  das  Liniengerippe  rm  des  Rm  im  Vereine  mit 
folgendem  Fddbüschd  l:  Nehmen  wir  A  senkrecht  zu  den  Gi,  dann  ge- 
hort;  wenn  x  den  Normalabstand  einer  beliebigen  Achse  G  Yon  S 
bedeutet,  zn  G  der  Parameter  p  =  xtg^^B.  Geben  wir  dem  auf  6? 
üftUenden  Stab  l^  der  i?n- Schraube  L  =  Iq  +  f^  von  dieser  Achse  die 
Länge  1,  so  können  wir  das  zu  Iq  senkrechte  Feld  f^  in  Form  eines 
Bechteckes  darstellen,  dessen  Inhalt  p  ist,  dessen  Seiten  also  die  Längen 

X  und  —  haben  mögen.     Erstere   Seite   sei   senkrecht  zu  S,  letztere 

parallel  zur  Kante  AB.  Das  rechteckige  Feld  /*,  welches  die  erstere 
Rechtecksseite  mit  Iq  verbindet,  liefert,  zu  f^  addiert,  ein  Fdd  f^f+fo, 
welches  zu  Em.  gehört,  da  es  gleich  L  —  1^=^  (Iq  —  Q  +  /J,  ist,  wenn 
Iq  jenen  zu  rm{Iiin)  gehörigen  Stab  der  Ebene  6  bedeutet,  welcher 
durch  Projektion  von  Iq  auf  (S  gewonnen  wird.  Das  zu  S  senkrechte 
Feld  f  des  Rm.  schliefst  mit  den  G  einen  Winkel  ein,  der  gleich  \AB 
ist,  da  seine  Tangente  gleich  dem  Verhältnis  der  Längen  der  nicht 
gemeinsamen  Rechtecksseiten  von  /J,  und  /*,   d.  h.  =  ^  =  tg  \AB  ist. 

Das  Feld  von  ®  gehört  auch  zu  rin(iJm),  daher  auch  jedes  aus 
demselbem  und  f  ableitbare,  d.  h.  jedes  Fdd  des  Büschels,  dessen  Achse 
l  in  f  liegt  und  mit  den  G  (nach  der  gehörigen  Seite  hin)  den  kon- 
stanten Winkel  |^JB  =  arctg—  einschliefst. 

Das  Rejsiprokalbündd  Pni  ist  erfüllt  von  allen  Schrauben,  deren 
Achsen  zu  l  parallel  sind  und  den  entgegengesetzt  gleichen  Parameter 
besitzen  mit  den  Schrauben  des  Rnif  deren  Achsen  sie  schneiden,  so 
dafs  also  auch  bei  den  Schrauben  des  um  der  zugehörige  Parameter 
Ä  proportional  ist  der  Entfernung  der  (zu  l  parallelen)  Pm-Achse  F 
von  S,  und  zwar  mit  dem  entgegengesetzt  gleichen  Proportionalitäts- 
faktor jenes  (tg^lJ?),  welcher  bei  Rm  auftritt.  Das  Liniengerippe 
^m.  des  Pm  besteht  hier  aus  den  zu  l  parallelen  Stäben  der  Ebene  S 
und  aus  dem  Büschel  der  zu  G  parallelen  Felder. 

3*)  Die  Gi  (i  =  1,  2,  3)  haben  eine  gemeinsame  kürzeste  Trans- 
versale Fq  .  Im  Schraubenbündel  Rj^  existiert  dann  ein  Feld  f  parallel 
Fq,  denn  man  kann  eine  Vielfachensumme  der  drei  Schrauben  Li  so 
bestimmen,  dafs  die  Summen  der  Stabstrecken  Null  wird.  Femer  giebt 
es  in  Pm  eine  Schraube,  deren  Achse  Gq  die  Fq  in  einem  Punkte  jp 
senkrecht  schneidet  und  deren  Parameter  ganz  beliebig  ist;  wird  nämlich 
aus  den  Li  eine  Schraube  L  linear  abgeleitet,  so  schneidet  ihre  Achse 
stets  F  senkrecht,  da  Fq  gemeinsame  Aufteilungsachse  aller  zu  Pm  ge- 
hörigen Cylindroide  ist;  wählt  man  die  Ableitimgszahlen  der  Schraube  L 
so,  dafs  ihre  Stabstrecke  zn  f  senkrecht  wird,  so  kann  im  Schrauben 
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bündel  um  2ti  dieier  L  ein  beliebiges  Vielfaches  Ton  /'  addiert  werdan, 
d.  h,  der  gur  Achse  €t^  dieser  Schraube  L  gehörige  Parameter  ißt  hdüji^ 

Mm  ist  nun  ebensogut  wie  früher  durch  die  L»,  durch  die  SchrauW 
mit  der  Achse  G^  und  beliebigem  Parameter  und  durch  die  SchmtW 
mit  der  Achse  Gj  und  dem  Parameter  p^  bestimmt.  (Fig<  18),  Das  wt 
gehörige  Reziprokalbündei  Pm  ist  ganz  analog  durch  die  mit  beliebigeoi 
Parameter  belegbare  kürzeste  F^  von  G^  und  G^  und  eine  beliebig? 
zu  G^  senkrechte  Transversale  Tj  von  G^  und  Gf^  bestimmt,  welchef 
tds  Schraubenachs©  in  Pm  der  Parameter  sTj  =  —  pj  zu  erteilen  ist 
Genau  wie  zu  J^m  das  zu  F^  senkrechte  einzige  Feld  f  gehört,  findet 
sich  in  Pjn  nur  das  durch  Gq  zu  F^  senkrecht  gelegte  Feld  ^p. 

Da  jede  zu  Pm  reziproke  Schraube  zu  Pm  gehört  und  umgekehrt 

SO  staut  jede  mit  dem  Parameter  —  (pj  +  ä^  =  0)  belegte  zu  ^*  senfe 
rechte  Transversale  von  ^ — ^-^f  eine  Achse  des   ,,_  tot.    Sei     ^  $it 

Länge    der    kürzesten  Transversalen    von    p'^a^' f    so    giebt    es    em 

gleichseitiges  h^perbolmtbcs  Paraboloid  ^^  mit  den  Scheitelgeraden 
G^  und  Fq  (die  sich  im  Seheitel  p  desselben  senkrecht  schneiden)^ 
welches  G^  und  F^  enthält  und  im  Koordinatensystem  mit  der  F^  als 
x-j  der  Öq  als  1^-  und  der  durch  p  zu  F^G^  senkrechten  jsr- Achse  die 
Gleichung  xt^  ^  k^0  hat. 

H^=(H  cotg  IG^G^  -  Ci  cotg  ir^jFi 


Die  Geradenschar 

Em 


G 


4 


des  Para- 


ist  der  Verteilungsparameter  von  ^j .     ^.s.  s^v.*«««.^.,^™    - 

Rtti 

boloides    ^j    ist    erfüllt  von    jenen    zu    j.      gehörigen  Achsen^  deren 
Parameter    den    konstanten   Wert      *     hat^)     Da  keine  Verwechsli 

möglich  wirdj   sei  von  jetzt  ab  mit     *    jene  Gerade  der  Schar    - 
^  bezeichnet,  welche  mit  der  Zentralebene  45"  einschlierst ^  also 
*  die  kürzeste  Entfernung  ^  ^  e^  =^  je^  hat, 

,^ecfe  smkf&Me  Transversale  von  ^  ist  dm  Achse  ^  des  p_^ 
belegbar  mit  einem  bestimmten  Parameter  ^  —  abgesehen  von  den 
in    die  Hauptebene  G^F^  fallenden  senkrechten  Transversalen,    denen, 

aulser  der  mit  beliebigen  Parametern  verbunden  zu  denkenden     *  ,  di 

f         • 
Parameter    oo    zukommt,    weshalb    sie    blofe    das   Feld        vorstelle 

1)  Nut  G^  und  F^  ist  jedet  beÜebigea  ParaiDet€rs  fällig. 


Von  A.  Grünwald.  89 

Auf  jedem  gleichseitigen  hyperbolischen  Parabohide  ^  (xy  =>  xjs)  (x  be- 
liebig)  über  Gq  und  Fj^  als  Scheitelgeraden  reprasentiert  die  zu  J* 
gehörige  Geradenschar  das  System  der  Achsen  des  J^ ,  welche  zu 
einem  konstanten  Para^neter  ^  (p  +  ä  =  0)  gehören.  ^  unterscheidet 
sich  dem  absoluten  Werte  nach  von  ^   um  gerade  soviel^  als  der  Yer- 

teilungsparameter  x  des  Paraboloides  ^  von  x^^  jenem  des  Para- 
boloides  5ßi'*: 

Die  Z- Achse  unseres  Koordinatensystems   gehört   als   Schrauben- 
achse  zu     ™ ,  wenn  wir  sie  mit  dem  Parameter 

«o-'T^i  +  ^i 

belegen;  dies  folgt  aus  der  Reziprokalrelation  gegen  ^  /j,*v  • 

±»o+^i)-^|tg450   /       ,   ^   _o^ 
l=(^a  +  9>,)-ic,tg460    \Pj>  +  «y  -  " j 

wobei  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  —  beidemal  gleichzeitig  — 
gelten;   je   nachdem  über   das  Parametervorzeichen  verfügt  wird   wie 

auf  S.  51  oder  umgekehrt.    Hienach  gehört  zu  '^  als  zum  Parameter 

"*  gehörige  Achsenschar 

*o  

1)  Das  Büschel  p  der  Ebene      o^  — y^      ^^jj  ableitbar  aus  den  zu 
*1  gehongen   ^^^rl  > 

2)  Das  Büschel  der  zu  Z  parallelen  Strahlen  der  Ebene    q  'Z^ — ; 
weil  aus       und  Jy^{  ableitbar. 

Das  Büschelpaar  1)  2)  repräsentiert   eine  ausgeartete  Paraboloid- 


schar  i^^ 


In  jeder  Ebene  ~  durch  ^*  liegt  ein  Strahl  Jf^l  des  Büschels  1) 
und  eine  Gerade  der  Schar  J^^.  des  Paraboloides  ^ ;  letztere  Gerade 
kann  speziell  ^^  selbst  sein,  wenn  ^  gegen  die  Hauptebene  unter  45^ 
geneigt  ist;  jede  Gerade  in  ^  parallel  zu  den  beiden  ist  also^  weil  aus 
den  durch  die  beiden  repi^entierten  Schraubungen  linear  ableitbar^ 
eine  Achse   „  im    J° .    Nehmen  wir  nun  speziell  ^    durch     * ,  also 
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unter  45^   gegen   die  Hanptebene  an;   dann  ist  jede  za  ^    senkrechte 

C  '  G 

Gerade     ^    dieser  Ebene^   welche  die   kürzeste  Entfemmig  x  von  ^ 

haben   möge  —  so    dafs   x  Yerteilungsparameter   des    Paraboloides  ^ 

c 
(durch    „   mit   den   Scheitelgeraden   Gq    und  F^   wird    —   nin    enie 

Schraubung  des      ™  vorzustellen,  mit  einem  Parameter  ^   (p  +  x  —  0) 

zu   belegen,   welcher   sich   aus  der  Reziprokalrelation  der    „,.    gegen 

bestimmen  läCst,  sich  also  wirklich  der  behaupteten  Gleichung 

T(»-»i)-*-i'i       g^j^äfg  verhalt. 

Das  Liniengerippe     ™  des  ^[™  besteht  aus  der  zu      "   gehörigoi 
Pm  -viii  '*  o 

Schar  jenes  Paraboloides  ^{xy  =  xz)   dessen   x,   p  =  0    entsprechend, 

X  =  if  ^Tq  =  ±  Po  ist;  für  Po  =  jr^)  =  0  speziell  ist  *^™  das  unter  (1)  (2) 
erwähnte  Büschelpaar. 

Durch  jeden  Punkt  ^^J^/Jj   der  J»   geht   ein  Büschel  von  zu  J* 

senkrechten  Achsen  des  ""™ .  Trägt  man  auf  jeder  dieser  Achse  nicht 
den  zugehörigen  Parameter  selbst,  sondern,  und  zwar  von  '^  aus 
^  ^  ~  "^  J]  ^  ab,  so  erfüllen  die  Endpunkte  der  so  abgetragenen  Strecken 
bei  festem  =  isi\rz^^  die  Kurve  6  der  Fig.  1  (dort  ist  M^^^)> 
deren  Gleichung    ,/^,"V   J ^^^ — ^  lautet,    daher,    wenn   der   Punkt 

jj  auf  J^  variiert,  den  Kegel  4.  0.  ^-^^i^y^^f  welcher  obige  C 
aus  p  projiziert. 

4*)  Die  Achsen  G^  G^  G^  der  drei  Schrauben,  welche  ein  Gebiet  JElm 
bestimmen,  seien  parallel  zu  einem  ebenen  Felde  tp,  ohne  aber  dieselbe 


1)  Die  Reziprokalrelation  der    ^'.    gegen    J"  ^'  besagt  nämlich: 
Po+^^etgli:^ 


Ytm  Ap  GeChwalö. 
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Eürzeste  Transrersale  za  besitaen/)  Auf  den  zwei  linearen  SchraubeD- 
büechebi,  welche  z.  B.  die  erste  dieser  Schrauben  mit  je  einer  der  übrigen 
▼erbinden,  können  wir  mis  je  eine  gewife  reelle  Schraube  —  an  Stelle 
der  zu  G^j  bzw,  G^  gehörigen  —  bestimmen,  welche  zum  gleichen 
Parameter  p^  gehört  wie  G^,  so  dals  wir,  um  keine  Bezeichnungen  zu 
häufen,  gleich  annehmen  dürfen,  dafe  die  zu  ip  parallelen  Achsen 
G|  Gj  G^  znm  gleichen  Paramet^  pj  gehören.  (Schneiden  sich  zwei 
von  diesen  drei  Achsen,  etwa  G^  und  Öj,  wobei  G^  parallel  ist  zur 
Ebene  GjGj,  so  gehört  2ni  Jtjjj  aufser  dem  Büschel  G^G^  noch  das 
ebenfalls  zu  pi  gehörige  Parallel büschel,  welches  G^  mit  dem  zu  ihm 
parallelen  Strahle  des  Büschels  GiGj  verbindet.  Dieser  Fall  bietet 
jedoch  insofern  keine  Besonderheit,  als  auch  im  allgemeinsten  zu  4*) 
gehörigen  Falle  eich  ein  derartiges  Büschelpaar  konstanten  ParameterB 
ergeben  wird,  welches  hier  nur  von  vornherein  gegeben  wäre.) 

—  Ein©  Besonderheit  liegt  vor,  wenn  die  ein  Hjn  bestimmenden 
zu  pj  gehörigen  G^G^G^  m  einer  Ebene  liegen.  Das  ganze  Geraden- 
feld derselben  ist  dann  Ort  der  mit  pj  belegten  Achsen  des  lijjj  und 
gleichzeitig  Ort  der  mit  dem  Parameter  sr^  =  —  Pj    versehenen  Achsen 

des   reziproken    P^^ .     Zum   Liniengerippe    ^^  des    „^   gehört  auiser 

dem  Felde  /"  =  qp  der  Achsenebene  die  Gesamtheit  der  zirkulären  ima- 
ginären Geraden  v*  Stand ts  2.  Art,  welche  darstellbai*  sind  in  der 
Form  L  =^  Lj  +  Y—  1 L^ ,  wobei  Lj  und  Lg  inbaltsgleiche  Schrauben 
bedeuten,  deren  zu  ^^  gehörige  gleich  lange  Achsenstabe  in  der  Achsen- 
ebene liegen  und  sich  senkrecht  schneiden.  Der  Name  ,jGerade"  für  L 
selbst  ist  durch  die  Geltung  der  Gleichung  IJ  ^Q  (LJ  =  LJ,  L^  L^  =  0) 
gerechtfertigt.  Dieaeu  X  kann  jeder  beliebige  Parameter  zugeschrieben 
werden  und  man  kann  jede  Standtsche  imaginäre  zirknläre  Gerade 
(1.  Art)  des  Feldes  6  ^  qp  als  Achse  einer  solchen  L  ansehen.  Vgl.  8*80.— 
Im  allgemeinen  Falle  4*)  ist  das  Paraboloid  G^G^G^  ungleich- 
seitig, da  sonst  der  Fall  3*)  vorläge.  Die  game  Selmr  G^GjG^. . . 
desselben  stellt  die  zu  p^  m  Rjj^  gehörige  Achaenschar  vor;  die  an- 
dere Schar  F  dieses  Paraboloidea  ^  mit  dem  Parameter  sTj  =  -^p*  be- 
legt,   gehört    zum    Reziprokalgebiete    Pju*     Das  Direktionsfeld  f  der 

letzteren    Schar   gehört  zn  Üjn?   ebenso   wie  ^  zu  P^^.     Die  gleiche 

ß 
Überlegung   lehrt,   dafs   die  Achsan  aller  oo*  Schrauben^   die  in    p™ 


1)  dieaeu  Fall  4*  behandelt  N.  ZantacheffBky  analyttHch  in  «einer  Ab- 
handlmigi  ,,I>ie  Schraubenlehre  und  ihre  Anwendiuig  auf  die  Mechanik*'  p.  63—67. 
(In  mselBcher  Sprache,  OdeiBa  1889.) 


einen    beliebigen    konstanten   Paramefcer  besitzen^ 

Parabolaidscharen   erfüllen  ^    deren   Direktiongebene 


f 


imgleiclu^iiige 
ist,    und  £w&r 

beide  auf  demselben  Paraboloidej  falle  p  +  ^r  =  0  ist.  Wir  wollen  di« 
Lagen  dieeer  Faraboloide  untersuchen. 

G^iPi)  Bei  die  Scbeitelgerade  und  t^  der  Verteil iingsparameter  der 
Scbar  G^G^G^,  =^  der  küTzesten  Entfernung  der  Scheitelgei^en  dieiei 
Paraboloidea  von  jener  Geraden  gleicher  Schar,  welche  mit  der  ersteiii 
45*  emschlieiBt,  ^^  der  auf  der  Scheitelgeraden  F^(3rJ  der  anderen  Schar 
gemessenen  Entfernung  S^E^  (Fig.  19)  des  Scheitels  S^  =  Gtq^o  ^^^  j^^^ 
Geraden  G(p^),  deren  Verbindungsebene  mit  r^iTC^)  gegen  die  Zentral^ 
ebene  (G^F^)  unter  45*  geneigt  ist  Jede  Paraboloidschar  p  =  —  ar  ^  conist 

von  Achsen  „  des  ™  hat  das  Direktionsfeld  ^ ,  also  sind  die 
Scheitelgeraden  p-  .  derselben  zu  denen  der  Schar  p^  ^  —  x^  ^  coml^ 
also  zu  pj.  \  parallel;  daher  mnfs  die  zur  Achse  ^^:  {  gehörige  Schraube 
aus  der   Schraube     ";   J    und  dem  Felde    ^   linear  ableitbar  sein  und 

es    wird     ^^^    aus     p*-  *.      durch    Parallelverschiebnug    entlang   der 

Achse  Z  des  Paraboloides  (p^)  um  ein  Stück  js  erhalten,    welches  der 

Gleichung 

p  —  Pi  =  £  tg  ß  (ii=  |G^^Fq  ^  \Gpff  Winkel  der  üirektionsobenen  93  und  f) 

genügt.     (S.  66,  2*.) 

Um   aufser   den  jetzt   bekannten    Scheitelgeraden   J*^**^   der  Schar 

p  ^  —  3t  ^  const,  noch  deren  Verteilungsparameter   c    und    damit  daa 

betreSende  Paraboloid  vollständig  zu  erkennen^  berücksichtigen  wir^  dafs 
jene  zu  G(pi)  parallele  Gerade  G{p)  dieser  Schar,  welche  von  der 
Scheitelgeraden  G^(p)  die  auf  Fj^i^)  gemessene  Entfernung  e  bat,  ab 
Achse  zu  einer  üj^- Schraube  gehört,  welche  aus  der  Schraube  G(|>j) 
und  f  linear  ableitbar  sein  muXs^  daher  mit  G{pi)  durch  eine  Ebene 
verbunden  wird,  welche  im  Felde  f  eine  zu  G{p)  senkrechte  Spur  hat, 
so  dafs  diese  Spur  H  der  Ebene  G{Pi)  .  G(p)  in  der  Ebene  F^Z  ^  Zf 
mit  Z  deo  Winkel  a  einschlielBen  mufe.  \G(p^)  liegt  in  der  Winkel- 
halbierenden Ebene  von  F^Gq  und  F^^Z  und  steht  senkrecht  zum  Lote 
J5i  L  zu  Gq  in  der  ersteren  und  zur  Geraden  S  der  letzteren  Ebene, 
daher  ist 

|gn  =  |(Lgt).r,  =  90''-«> 

woraus    \HZ  -^  a    folgt.] 


Von  A.  GnüifWAiai. 


» 


öfi»)  kann  hienaeh  —  bei  beliebigem  p  —  jede  zu  G(p^)  parallele 
Tramyeraale  von  H  sein;  das  aus  dera  Sduiittpirnkte  E  von  G{p)  mit 
H  auf  Z  gefällte  Lot  ist  eine  Scheitelgerade  AC^)  ^^^  ^^  P  (bezw. 
AT  ^  —  ^>)  gehörigen  Paraboloides  und  seine  Länge  ES  ist  der  Ver- 
teiluBgsparameter  t  desselben.     Es  gilt  (absolut  genommen) 

r  t  —  t^=Miga  =  p  —  p^ 

d-  h.  von  einem  Paraboloid  zum  anderen  ändern  sich  der  Verteilungs- 
parameter und  der  Schraubenparameter  um  gleiche  Stücke. 

JDie  Paraboloidscharen  p  =  —  n  =  const.  von  Achsen  des  J^ 
haben  sämtlich  parallele  Scheitelgerade  und  die  gleiche  Paraboloid- 
achse   Z,    Eine   feste   Gerade    ^f   welche   mit  Z  den  Winkel  a  der 

Direktionsebenen  f  und  q>  der  Paraboloide  einschliefst,  verbindet  jene 

r 
Punkte   aller    Seheitelgeraden     *  ,   deren  Tangentialebenen  an  das  be- 
treffende Paraboloid  unter  45^  gegen  Z  geneigt  sind". 

Eine  dieser  Fartjäiülmdscharmi  ist  in  ein  Biischelpaur  ausgeartet, 
jene  nämlich,  für  welche  e  =  0  und  entsprechend 

ist;  sie  wird  zum  Büschel  mit  dem  Zentrum  M  =  HZ=WZ  der 
Ebene     ^r~Zf    ^^^  ^^^  Büschel  der  asu  Z  parallelen  Strahlen  der 

Ebene    „  °  ~  ^-  ausarten* 
ZOf,  —Afp 

Eine  dieser  Paraboloidscharen  bildet,    p  =^  —  yt  =  0  entsprechend, 
Liniengerippe      "^     von     J^  .      Ist   speziell    das   eben   erwähnte 

Büschel  paar  das  L  inienger  ippe^  so  liegt  ein  besonderer  zu  111'),  S*  Gl, 
gehöriger  Fall  vor. 

^^ie  (50*  Paraboloide  p  ^  --  ä  =  const.,   oder,    was    auf  dasselbe 

hinauskommt,  sämÜicJw  oo*  zu    ^  parallele  Achten    ^    des    J^^    «m- 

f  ^  ^m 

hiiüm  einmi  Kegel  Ä^  2.  GmdeSy  welcher  M  mim  Scheitel^  die  Ebenen 
Ztp  um!  Zf  sii  Tan^entiaiehenen  und  m  diesen  Ebenen  senkreckte  Fokal- 
aciksefi  d  und  6  kai*': 

i  (Fig,  20.)  In  jede  beliebige  zn  tp  parallele  Ebene  S  fallen  oo* 
Strahlen  G,  Achsen  des  Rm^  von  diesen  G  geht  eine  durch  jeden 
Punkt  P  der  Schnittlinie  t  der  @  mit  (^/},  nämlich  jene,  welche  dem 
Paraboloide  ^(p  =  —  sr  =^  const.)  angehört^  dessen  Scheitelgerade  r^{^) 
das  von  P  auf  Z  gefällte  Lot  ist.     (Die  andere  Scheitelgerade  G^(j>) 
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dieses  Paraboloides  geht  durch  den  Scheitel  8  —  F^Z,  liegt  ii  k 
Ebene  Zq>  senkrecht  za  Z.  —  t  stellt  übrigens  selbst  eine  üni'^ 
vor,  da  sie  ein  Strahl  des  zn  p^  gehörigen  ParaUelbQsdieh  iri^ ^ 
Möge  wie  oben  die  durch  If  in  der  Ebene  Zf  unter  dem  Winkd  s  wät 
verlaufende  (Gerade  H  die  ^^(x)  in  E  schneiden,  so  ist  das  Stfiek  e-ff ' 
der  Yerteilungsparameter  des  Paraboloides  $.  Die  Tangestiikki' 
Fo^j^G  des  ^  in  P  schlierst  daher  mit  der  Zentralebene  diflMlIft' 

boloides  einen  Winkel  ein,  dessen  goniometrische  Tangente  "-^A 

wenn  das  StQck  SP  mit  x  bezeichnet  wird.  Die  durch  P  geW 
Gerade  G  schliefst  also  mit  ihrer  orthogonalen  Projektion  6'  titii 
Zentralebene  einen  Winkel  cd  ein,  dessen 

tgo  —  —-sin« 

ist,  denn  a  ist  auch  der  Winkel  yon  G'  mit  Fo(^)- 

Die  durch  M  senkrecht  zu  {Zip)  gehende  Gerade  d,  die  wir  A 
Fokalachse  des  Std  nachzuweisen  haben,  möge  S  im  Punkte  F  tnli 
Der  Winkel  oi',  welchen  PF  mit  ihrer  orthogonalen  ProjektiOBH 
auf  die  Gerade  /  einschliefst,  hat  die 

mm  ist  IF «  x  cos  a,  wie  sich  aus  dem  bei  F  rechtwinkeligen  MA 
MFI  ergiebt,  da  IM^PS^x  und  \FIM  ^  a  ist; 

P/=SJIf  =ccotga, 

wie    aus   dem   bei    S  rechtwinkeligen   Dreiecke  SME  folgt,  in  1^ 
SE  =  c  und  \SME  =  a  ist;  folglich  haben  wir 

,  /  X  cos  a  X      .  .  r 

daher  G  senkrecht  zu  FP.  Da  F  imd  t  in  jeder  Ebene  S  f^ 
Parallelebenenbüschels  g>  fest  liegen,  P  aber  auf  t  beliebig  'ui, 
erkennen  wir,  dafs  die  in  @  fallenden  Strahlen  G  (Achsen  in  lU 
eine  Parabel  mit  dem  Brennpunkte  F  imd  der  Scheiteltangente  i  or 
hüllen.  Da  aber  auch  @  parallel  verschoben  werden  kann,  wobei  f 
auf  d  wandert  und  t  in  Zf  sich  parallel  verschiebt,  umhüllen  ilb' 
den  Kegel  ^a,  welcher  die  obige  Parabel  aus  M  projiziert  und  d  ^ 
Fokalachse  hat. 

Alle  Tangenten  des  Ray  welche  zu  g>  parallel  sind,  stellen  AcM 
G  des  jRqj  vor,  nur  die  in  Zq>  liegenden  und  nicht  durch  M  gehem 
Geraden   (welche   Ä^    in   einem   Punkte    der   Kante    Go(Po)    herflW 
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nicht,  indem  in  Zq>  blofs  das  zu  p^  gehörige  Büschel  des.  Punktes  M 
Yon  Achsen  G  des  JBm  erfttUt  wird. 

Das  Achsensystem  G  der  zu  q>  parallen  Tangenten  des  R4  ist 
hiemach  yon  der  2.  Ordnung  und  1.  Klasse,  denn  durch  jeden  Punkt  w 
des  Raumes  gehen  die  beiden  Tangenten  G  an  die  Schnittparabel  des 
Std  mit  &  ^  wg>  imd  in  jede  Ebene  W  fallt  die  zu  q>  parallele  und 
nicht  in  {Zq>)  gelegene  Tangente  an  den  Kegelschnitt  (TT.  Sta)' 

Genau  so  zeigt  sich,  dafs  jede  (zu  f  parallele)  Achse  F  des  P^j 
denselben  Kegel  Std,  welcher  auch  die  zu  f  senkrechte  Fokalachse  S 
besitzt,  berührt,  und  dafs  umgekehrt  alle  zu  /  parallelen  Tangenten 
dieses  Kegels  Achsen  in  Pm  sind,  aufser  den  nicht  durch  M  gehen- 
den Geraden  der  Ebene  Zf, 

Trifft   eine   beliebige  Achse    ^    des   J^^   die  Ebene   J    in  einem 

jp  ' 

Punkte   ^ ,  welcher  yon  der  durch  M  zvl  Z  senkrecht  gelegten  Ebene 

die  Entfernung  z  hat,  so  bestimmt  man  den  Parameter  ^  derselben 
mit  Rücksicht  darauf,  dafs  (absolut  genommen) 

(vgl.  p-Pi^c-O,    p-p^  =  e(-0)=«^tga 

sein  mufs. 

Allgemeiner  PaU  ^™ 

eines  Schraubenbündels,  dessen  Achsen  alle  möglichen  Richtungen  des 
Raumes  besitzen.  Er  tritt  ein,  wenn  die  Schrauben  G^(^^y  G%(V%)f 
63(9,),  welche  i2jQ  bestimmen,  Achsen  haben,  welche  nic^  zu  einer  Ebene 
parallel  sind.  Wieder  können  wir,  wie  im  Spezialfälle  4*)  ohne  Ein- 
schnmkung  der  Allgemeinheit  p^^^  Ps^  Pi  voraussetzen,  so  dafs  alle 
Geraden  der  Hyperboloidschar  G^G^G^  zum  Parameter  p^  gehörige 
Schraubenachsen  des  R^jj  vorstellen,  wahrend  die  andere  Schar  dieses 
Hyperboloides  F^  von  den  mit  dem  Parameter  ^r^  =  —  p^  behaftenen 
Achsen  F  des  Reziprokalbündels  P^j  erfüllt  ist. 

Die  Achsen  aller  00^  Schrauben  des    ^    ,    welche    einen    belie- 

bigen    Parameter    ^    besitzen,    gehören    zu    einer    Schar    „,^   eines 

Hyperboloides  F{p),  und  zwar  desselben  Hyperboloides,  wenn  p  +  ^  =  0 
ist.  Hierbei  kann  für  einen  bestimmten  Parameter  —  und  dies  ge- 
schieht wirklich,  wie  wir  zeigen  werden  —  die  eine  Schar  G(p)  zu 
einem  Paare  von  Büscheln  (Zentrum  M,  Ebene  p]  und  Zentrum  Nj 
Ebene  v)  mit  einem  gemeinsamen  Strahle  MN  ^  (iv  aus|U!ien,  wobei 
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die  Schar  r{:r)  (p  +  :t  =  0)  daa  Büscbelpaar  der  gleichen  BaBcbekbenei 
^^  Vf  aber  mit  Tertauschteo  Zentren  iV,  M  wird. 

Eines  dieser  Hyperboloide  p  ^  —  at  =  0  wird  in  seme?  eisü 
GeradenBcbar  das  Liniengerippe  rm  von  um,  in  der  anderen  dm  {J^ 
rippe  gm  des  reziprc^ken  Pm  darbieten.  (Der  Fall  III'  (S,  61)  ist  jentr^ 
wo  gerade  für  p  -^  —  jr  ^  0  statt  eines  Hyperboloides  ein  Büscbdpi« 

^^  sieb  ergiebt.) 

Wie  liegen  die  oo'  Hyperboloide  F(p)   (p  =  —  jc  beliebig,  konstant) 

und  was  fllr  ein  Strablensystem  erfüllen  die  od*  Achsen        des  BüBdeli 


m 


^ni 


?    Dieses  Strahlensystem  isi  identisch  mii  der  u.  a,  von  E,  Waehd 

(„Über  eine  Strahlenkongmenz  beim  Hyperboloide",  Wiener  Ber*  95.  Bi 
S.  181—801,    „Über    das    Normalensystem    u.    die    Centrafl,    alg.   FL'* 

HaUe  1888)  u^ersmhlm  Kmgruem  ^i^)^  (3-  0.  2.  Kl),   uekke  m 

dm  kuTMestm  Transf>ersalen  je  Bwder  Erzeugenden  derselben  Schar  ^7 

mms  fftffierJjotoides  f\  gAiUM  wird;  wobei  statt  F^  mit  seiner  Geradeo 

schar  jedes  Hyperboloid  F(lf)  mit  seinen  J"^  eintreten  kann. 

Eine    solche    kürzeste    Transversale    ^    konnte  nämlich    als   AcW 

einer  Sehraube    .  des    J^  einen  beliebigen  Parameter  ^  besitzen,  wenn 


sie  blolfl  zu  den  beiden  Scbranhen  des 


mit  den   von    ihr   seokree! 


IUI       1 

geschnittenen  Achsen   Jf*i  reziprok   sein  soUte;   erteilt  man   ihr  noiM 
einen   solclieii  Parameter      ,   welcher   sie  noch  mit  einer  dritten,  Toa 


*iii 


den   beiden   vorigen  linear  unabhatigigen,    Sehranbe   des    j^   resiprok 
mickt»    90    reprisentieri   sie   eine   znm  ganzen   Schianbenbündel   ^ 


m  H 


Äi 


m 


feeprok«,  abo  sn  ^  gehörige  Schraube,     In  gleicher  Webe  wie  tu 
F^f  g^ort  dieselbe  Kongruenz  ^(r)  ^^  *^^  ^*  Hyperboloiden  F{f^ 
Die  Sjmjiietriefteluen  Gi  ^  H,  Gn  =  Hi,  Gm  =  An  d«  Ujperbolai 
Fl    sind    SjmmekmMkmmk    der    Eoi^menz    J^(p)>  »ba  einei  ji 

da-  oc*  Hyperboloide  F(p\  Kiß)  nnd  JCiF^  die  ,j»dite^  mid  Jinki^ 
Koi^nieDz,  gehen  ebenso  wie  die  Scharen  ein^  jeden  der  Hyperboloide 
F{f)  in  einaiider  über,  weujs  eine  Spiegeloitg  an  etner  der  Symiiietne- 


leda^ 
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rnCrni,    GjnCri,    GiGu    vorgenommen    wird.      Die    Gi^Fi 
,  ni)  stellen  uns,  wenn  wir  sie  mit  geeigneten  Parametern 

;  U;  III) y  den  Hauptparametem';  verseilen,  die  drei  ^^Haupt- 

i"   J  des  ^     vor  und  eignen  sich  zur  kanonischen  Darstellung 

p. 
braubenbündels.     Die        {pi  +  Jti  =  0)  sind  aus  den  Halbachsen 

Tperboloides  F^,  ebensogut  aber  auch  aus  denen  irgend  eines 
1er  cx>^  Hyperboloide  F{\ii)  ableitbar,  weshalb  wir  von  nun  ab 

:  1  bei  p^  weglassen.  %  +  ^  +  tä-  =  1  (^in  Halbacl\penquadrat 

n^^tiv,  ajn  imaginär,  am  ]/  —  1  reell)  ist  die  auf  das  Achsen- 
3r  Gi  bezogene  Gleichung  des  Hyperboloides  F(\ji),    Um  \>f,  den 

der  gemeinsamen  Symmetrieachsen  gehörigen  Parameter  zu 
n,  benutzen  wir  die  Reziprozitatsbedingung  p  +  ä  ==  c tg \GF 
)  gegen  eine  jener  Schrauben  des  Pm,  deren  Achse  F  eine 
m  anderen  Symmetrieachsen  des  Hyperboloides  schneidet,  so 
ItF  aus  den  Halbachsenverhältnissen  zweier  der  at  sich  ergiebt, 
e  gleich  dem  dritten  unter  den  a,*  ist: 


woraus  aiananiV  —  1 

^  =-(f-pi)«5-»5n)(»)-pm)^ 

resultiert,  weshalb  gefolgert 

werden  kann 

«m 

jrboloide  F(p)  haben  hiemach  die  Gleichung 


«f (P-Pn)(t)-M 

ali=^-{p-pui)(p-pi)' 
ahi==-{p-pi){p-pu) 


+  .._.C^..  +  .vrr.r^;-^^.+  l-Q 


Pn)(P-Piii)       (P-Pu^iP-Pi)      (P-Pi)(P-Pn) 


-Pi)^+{P-Pn)y'+{P-Pui)z'+(P-Pi){p-Pu){p-Pni)=0. 

ichung  stellt  für  Werte  von  p,  die  sich  zwischen  den  extremsten 
er  Hauptparameter  p,  befinden,  ein  einschaliges  Hyperboloid, 
,  wenn  p  aufserhalb  dieser  Grenzen  angenommen  wird, 
ginäre  Mittelpunktsfläche  2.  Ordnung  vor,  erfüllt  von  ima- 
ßeraden    von    Staudts    2.  Art.      Das    Hyperboloid,    welches 

Dgenppe  —    des  -^-    tragt, 

rt  f.  Mathematik  a.  Physik.  iS.  Band.   1902.   1.  Heft.  7 
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-  F(o)  =  IhJC*  +  Pnjf*  -r  Pra^  +  Pifhif^m  =  0 

ist  reell,  wenn  einer  der  p,  ein  rnnderes  Voneiehen  hmi,  ab  die  beidct 
anderen. 

Eins  der  Hyperboloide  Fip)  —  und  anfiier  diesem  reellen  nod 
zwei  konjngieri-inu^nire  —  ist  zom  Ebenenpaare  fij  s^  ausgeartet:  Sä  ^ 
der  algebraisch  zwischen  pi  und  pm  gelegene  Wert,  so  wird  §1.,  v  AxoA 

F(pn)  =0  oder  durch  -  =  +  Y-  ^°  ~  ^  dargesteUL  Die  Punkte  11,2? 

Pn     "111 

(x  -  0,  r  -  0,  y  =  +  V-(pn-Pm)(Pn-pi)  «ind  die  Zentra  jener 


^m 


Pf 
m 


welche  die  eine 


beiden  BOschel   ^^'  Ij^  von  Achsen   „^  , 

reelle  ausgeartete  Hyperboloidschar  repräsoitieren  und  ^^BasisbOsdiel' 
genannt  werden  sollen.  Ihre  Ebenen,  die  JBasisebenen^  |»  umd  v  $mi 
die  gemeinsamen  gytliseken  Ebenen  aller  Hffperbdoide  F(p).    Die  Bada- 

bQschel    bestimmen   die   Kongruenz   ^(pj   als   System    der  kfirzesteB 
Transversalen  über  je  einem  Strahle  beider: 
^ie   durch   einen    beliebigen 


Punkt  tp  gehenden  Strahlen  '  *  f,* 
der  Kongruenz  ^{pj  können  kon- 
struiert werden  als  die  gemein- 
samen Kanten  jener  beiden  Ortho- 
gonalkegel^  welche  zu  Orthogonal- 
kanten haben:  i)  wM  und  das  Lot 

aus  w  auf  ^ ,  2)  wN  und  das  Lot 


aus  w  auf 


Von   der 


von   der   gemem- 

samen,  die  Hauptachse  MN=iiv 
»  6ru  senkrecht  schneidenden  Kante 
beider  Kegel  ist  abzusehen.^ 


Ordnen  wir 


^ie  beiden  Strahlen  ^  ^  der 
j    in   einer  bdie- 

bigen  Ebene  W  können  konstruiert 
werden  als  die  gemeinsamen  Tan- 
genten jener  beiden  Parabeln^ 
welche  1)  die  Spar  von  v  in  F 
zur  Scheiteltangente  und  die  ortho- 

■mM 

gonale  Projektion    von   ^  auf  W^ 

zum  Brennpunkte,  2)  die  Spur  von 
/i  in   >r  und  die  orthogonale  Pro- 

jektion  von  auf  W  sBum  Brenn- 
punkte haben.  Von  der  die  Crn 
senkrecht  schneidenden,  sowie  von 
der  unendlich  fernen  gemeinsamen 
Parabeltangente  ist  absnsehen.'' 


wobei 


JF'(p)  =  p»-^,p^  +  ^p-^  =  0, 


-^i  =  Pi  +  pn  +  pni 

A^  =  pnpm  +  pmpi  +  pipn  +  x^  +  r  +  ;?^ 

A^  =  pipupm  +  Pia;*  +  pn»-  +  pm^* 


)• 


blgt   hz\.    der  Parameter  p^,  p^,  p^  der  drei  Schrauben  des  /?m, 
Ächaen  GiG^G^   durch   den  beliebigen  Pimkt  w(^',  y^  ^)  g^^en^ 
welche  also,  wie  wir  sagen  wollen,  zu  w  gehören: 

1)  Pt  +  Ps  +  ?9  =  Pi  +  Pn  +  pui  für  alle  Punkte  w  des  llaumeB 
konstant. 

2)  PaPa  +  PaPi  +  P1P2  ^  Pnpm  +  puipi  +  pipu  +  (^*  +  f  +  ^'). 
Die  Summe  der  Produkte  je  zweier  zu  w  gehöriger  Parameter  unter* 
scheidet  sich  ?oii  der  zum  Hauptpiuikte  p  gehörigen  analogen  Pro- 
duktensumme der  Hauptparameter  um  das  Quadrat  der  Strecke  pw^ 
ist  also  auf  allen  Kugeln  um  p  konstant. 

3}  PiPsPs  =  piptipm  +  pi^e*  +  pnf  +  pmS^ 

Alle  Punkte  w  des  Raumes  können  hiernach  in  c»*  Kunden  S 
4,  Ordnung  aufgereiht  werden^  längs  welcher  die  drei  Parameter  pip^pa 
einzeln  konstant  bleiben.  Die  S  sind  die  Scknitk  der  Kugeln  um  den 
Hauptpunkt  p  mit  den  durch  p  gehenden  Kegdn^  deren  ctjklische  Ebtmen 
|i,  V  sind. 

Den  drei  zu  w  gehörigen  Werten  ptp^ps  von  p  entsprechen  drei 
Hyperboloide  i^(pi),  F{p^)f  -F(pg),  welche  sich  in  der  durch  tv  gehenden 
ß  durchsetzen.  Die  Geraden  durch  w  von  der  anderen  Schar  jedes  dieser 
drei  Hyperboloide  sind  die  zu  w  gehörigen  Achsen  Fjr^Fg  in  Pm*  Die 
Tangentialebenen  O^F^j  etc.  der  drei  zu  w  gehörigen  Hyperboloide 
schneiden  sieb  in  der  Tangente  C  an  die  (S  des  w. 

Die  drei  zu  einem  beliebigen  Ztvei  der  Hyperboloide  F{p)  he- 

Punkte  w  gehörigen  Achsen  G^  G^  G^     rühren  eine  bdieMge  Ehmw  W^  denn 


des  Jim  und  die  drei  durch  w 
gehenden  Achsen  r^V^P^  des  Pui 
hUdeti  P^larcekeftf  wobei  die  nicht 
zu  einander  senkrechten  Kanten 
beider  Ecken  zu  entgegengesetzt 
gleichen  Parametern  gehören  5  denn 
sonst  konnte  nicht  jede  der  drei  zu 
w  gehörigen  Schrauben  des  Um 
zu  jeder  der  drei  ebensolchen  des 


in  W  fallen  zwei  Kanten 


m 


enthaltenen 


des 


dessen 


Cylindroidkanten  parallel  W  sind.^) 
Jede  der  beiden  G  mufs  zu  einer 
der  beiden  F  normal  sein  und  in 
/?m  den  entgegengesetzt  gleichen 
Parameter  besitzen  als  die  andere 


1)  Diea  erkennt  nian  auch  aus  der  in  |)  quadratiflebeti  Gleichung  der  F{p)  in 
Ebetteakoordinaten  u^  %  w^  li 

(p-pii)(p-4»ni)«'+CP-ta)(p-Prit^'  +  (p-Pi)(p-ta)«'*+l=<J 

oder       ()>(u^  +  t»'  +  *p^  ^  ^  [(fc  +  tai)  '*'  +  (Pin  +  Pi)«?'  +  (Pi  +  Pii)»^'] 

+  [fePm»'  +  PraPitJ'  +  PiPn^^'  +  1]  ^  0, 

welche  fär  jede  gegebene  Ebene  die  beiden  berubrenden  F{X^)  liefert. 

7* 


100  Sir  Robert  S.  Ballt  lineare  Schraabengebiele. 

Pni  reziprok  sein.  Diese  sechs  F  in  Pm;  sonst  konnten  nkMii 
Achsen  liegen  anf  einem  Kegel  zwei  dnreh  G^Gf  repriMMli 
2.  Ordnung  und  die  gemeinsamen  Schrauben  gegen  die  zu  TJ^f 
Hohenebenen  beider  Polarecken  hörigen  reziprok  sein.  Dt^ 
schneiden  sich  in  der  Geraden  C  6^(72  und  FiJr^Normatwmblri4 
des  Punktes  tr.  schneiden   sich   die  za  &m^ 

die   zur  anderen,    W  h 

Flache  jF(p)  gehörigen  Oflnhl 

W  unter  gleiAem  WiM. 

Alle  F(p)  haben  aulser  den  yier  Ereispunkten  der  beidfln 

ebenen  ^i,  v  noch  die  yier  Lote  der  Basisbüschel  als  FokabciMf 

meinsam,  d.  h.  alle  i^(p)  berühren  die  yier  Paare  konjugierfrkiNqlfl 

Tangentialebenen  des  absoluten  Kugelkreises,  welche  durch  die  ii- 

und  N  zu  n  und  v  errichteten  Senkrechten  gelegt  werden  kSmiA 

Die  Koordinaten  U;  Vy  to,  1  dieser  Tangentialebenen  eihilti 

nämlich;   wenn   man   die  Koeffizienten  yon  p^,  p,  1    der  in 

koordinaten  geschriebenen  Gleichung  (S.  99  Anm.)  des  Systeoi 

gleich  Null  setzt. 

1 


(ta-hn)*» 


Diese  Gleichungen  lehren,  dafs  die  gemeinsamen  TangentiaMii 
liller  F(p)  aus  einer  yon  ihnen  durch  Spiegelung  an  den  Sjmad 
«»beuen  gewonnen  werden  können,  z.  B.  aus  jener,  welche  arf 
Achsen  Gi,  Gn,  Gm  die  Stücke 


I   |/(Pin~»)i)(pi-»)n),   +l/«)i-pn)(pn-pm),   +y(Pn-pm){P^ 


ttbüchiundet  und  daher  die  durch  das  Zentrum  Jf  (0,  +ypi—pn) (pTr-iaÜ 
H^iU^^ii^  und  zu  einer  Basisebene  senkrechte  reelle  Gerade  (Fohiti 
tiiiihiUt. 

I)(ir  obige  Satz  kann  auch  so  ausgesprochen  werden: 
,»Allti  Hyperboloide  F{p)  projizieren  sich  orthogonal  auf  dm 
hiiMiiiub«uion   ^,  V   in   ein   (doppelt  zu  zählendes)  Konfokalsystem 
KngaUohiiitten   mit   den  Zentren  M,  N  der  Basisbüschel  als  ga 
»Hiuttu  Hrwmipunkten." 

hies  fdl^t  auch  ohne  Zuhilfenahme  yon  Ebenenkoordinstoi 
»^Muu  KuuMiruktiou  der  bezüglich  ft,  v  konzyklischen  Flachen  P(rt 
••»v.U  imi  Uüoksioht. darauf  ergiebt,  dafs  jede  F(p)  zu  den  S; 
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ebenen  der  zwei  Basisbüschelpaare  symmetrisch  und  yon  Achsen  des 
Schraubenbündels  erfüllt  ist,  welche  als  kürzeste  Transversale  über  je 
einem  Strahle  eines  der  beiden  Büschel  eines  Basispaares  konstruiert 
werden  können: 

Es  seien  ft^  und  ^  zwei  Kreise  um  den  Hauptpunkt  jp  (Mittel- 
punkt Yon  MN),  von  gleichem,  sonst  bdidngem  Radius,  und  bzw.  in 
den  Ebenen  n  und  v  gelegen;  sei  femer  P^  ein  z.  B.  auf  ft^  yariabler 
Punkt,  so  erfüllen  die  zwei  durch  P^  gehenden  zu  P^M  senkrechten 
Transyersalen  yon  ^  (eine  sei  PiP^;  mit  dem  Punkte  P,  auf  ^;  die 
andere  PiP^)  je  eine  Schar  gleicher  Art  eines  der  beiden  durch  ß^ 
und  durch  Ä,  gehenden  Hyperboloide  -F(p).  Die  z.  B.  zu  P^  P,  durch 
P,  in  1/  gelegte  Senkrechte  geht  nämlich  durch  N*^  daher  ist  PiP^ 
eine  kürzeste  Transyersale  über  je  einem  Strahle  P^M  des  Büschels  Mfi 
und  P^N  des  Büschels  Nv,  also  eine  Erzeugende  eines  der  beiden  durch 
Äj  imd  Ä,  gehenden  Hyperboloide  F{p). 

P^  Pj  projiziert  sich  daher  orthgonal  auf  {i  in  das  durch  P^  zu 
Pi  Jlf  in  ft  gelegte  Lot,  berührt  also  stets  den  Kegelschnitt  in  ii,  welcher 
M  und  N  zu  Brennpunkten  hat,  wenn  Pj  auf  ft^  yariiert;  dieser  Kegel- 
schnitt ist  hierbei  die  orthogonale  Projektion  des  yon  PiP,  erfüllten 
Hyperboloides  P(p),  welches  fi  und  1/  in  ß^  und  ft,  schneidet.  (In 
denselben  projiziert  sich  noch  eine  zweite  durch  dieselben  Kreise  ß^ 
und  ^  gehende  Flache  des  Systems,  da  man  statt  des  Punktes  P, 
auch  P^  auf  ft,  bätte  nehmen  können.) 

Aufser  den  auf  Hyperboloiden  F(p)  angeordneten  zn  bestimmten  Parameter 
gehörigen  Achsen        des   -J^  sind  noch  alle  jene  zu  unbestimmtem  Parameter 

^  -^TTT 

gehörige  Geraden  ^  (Stau dt s  1.  Art,  vgl.  S.  80  Anm.)  als  Achsen  im  Schrauben- 

y 

bündel  anzusehen,  welche  aus  den  in  jedem  der  zwei  Basisbüschel  ,^      ,^    des  J^ 

Mv,  Mn         Pni 

vorkommenden  zirkulären  Strahlen  durch  Parallelverschiebung  entlang  des  Büschel- 
lotes hervorgehen. 

Nur  in  einem  der  konzyklischen  sphärischen  Kegelschnitte  S  (S.  99) 
können  sich  die  P(p)  durchsetzen,  entlang  einer  @  wird  also  auch  die 

von  den  F(p)  umMBte  Brennfläche  der  Kongruenz  Jf(p)i  nämlich 
(gemäfs  F(J))  =  0,  1^=0)  die  Fläche  6.  Ordnung^) 

AA\A^  -  A\A\  -  \%A^A,A^  +  21  A\  +  4^  =  0 

1)  6.  0.  und  4,  KUuse,  wie  sich  durch  Nullsetzen  der  Diskriminante  der  in 
p  quadratischen  Gleichung  (S.  99,  Anm.  1)  ergiebt. 

E.  W.  Hyde  hat  in  den  Annais  of  Mathematics,  11.  ser.  vol.  2,  No.  4  (Mass., 


\ff2  •irr  H^-h^^r-.  -   Efto*  Ihuttz* 

r^hrt.  I>i«sr  B^rJ^r-. '  -y  arirr»  £  ^«c  zWH^caKti^  ^"w,  Im  in  mit  der  Brq. 
äi^L^  m-t  rüiKm  ac^j«'^  Hjyr!rri<lyjit  Fe',  üb  Jedem  Ambe  i 
^in«?r  "j^L^o^r^c  ^.Ii^ckt:  'e  '^  £fi?Mfl/€idk?  tmiußfem  die  oben  «• 
vähiit«^  Poior^rk^m.  riiii^üL  !«'•»•.  roa  <&»n  m  v  «efaorigen  drei  Adü^ 

^  in  zw<K  -inätitJiUtk  h^as^irAKr:^  GtsrM^  "p  «her  liwiiliiiiiten  EbcM 
'Br<rC3rJKne    t:(l    ^'  \    znaozxLaiKirii^ua.      An&er    dieB<M    Genden   ' 


d#»  Hjp<rrio«>,'i4>s  f  3     rrrth.  r  m.s  'imdL  dKsen   Punkt  noch  du 

G^rMr    ^.   *r:i^   _^-A'*t§e  =-:^ 'i«n  Paramefier  *.,  wobei  p'  +  x'-O 

§^»n  zL.-iI«.  Ca  O'  ^ir,>i  F  j*!L*d  Hrp#ir>:'t»:L-ie  J"  p'»  mgehomiy  weldia 
aufgor   ^im    rj^:.4«i    i:L*cii::«^c    'i^riaÄ^ririaniHi   J"  p )   noch   zn    ir  gehört 

Di-^  ziEi  Par^nirtar  -  ^ x  =  '•  z««iö™p«:  '•  der  -Fr'p)  mfinen  znr 
Er^ue  ^.*  V  •  5*tkr^ii*  5^«:*^^  lii  z:i  ^.  fmkreckte  Brennebenen  l)^ 
«itz^n.  'ia  son«t  nii^hi  j^i-r  •i-»»   r**.-!«::  ii  d«*  bzL  Brennebene  nnend- 

lieh   >:i*-narhr4jtrf*n   za   «r  sp^L'Tr^-n  5*riiraiib^n    '*         sowie    die    „,"  , 

-        -  r^  X  r  (» . 

rn   j^er   azuir-^z:   ^*        si-'i  n  .i*r  ^         reziprok  sein  konnte. 

Hiernach  l«:  j^i-rr  «i^r  k  .•i2jkL<«!h^zi  «pharischen  Kegelschnitte  6 
der  Br«md5cL-r  «f^rth-i-z .  laic  riiikiäkiirT'r"  c«  Hjperboloides  jP(p)^ 
welches  e?:?Lan^  C  «üe  Bre-nurlchr  -i^frlLrs  and  zo^eich  ^GrenzpunktB- 
kurre"  j^ne«  az»i«?r^ri  HTi-^r:-:.!-::.:«  F  z  .  veickes  i'die  Brennfliche 
entlani;  ein^r  acd^rec  C  ><erikr:  ^izi*:  iS  znm  Restschnitte  mit  der 
Brennflä>.'he  hac     Cnier  den  Kiz:E:cr5«*h«i  Jjrenzponkt^  eines  Kon- 

gnienzstrakl«?«  L  i*:  fci«?rbeL  wi*  georiacLLcc.  einer  jener  beiden  Punkte 
verstanden,  lici'^hrn  wekhec  d.e  k-IiTcs«*n  Transreisaien  über  -,,  und 
den  unendlich  benüi.'h'r arten  Scahki  der  K<?ngnienz  jj-j^' ,  (d.h.  jene 
senkrechten  TransTersalen  *,  der    '^ .  wel'.'he  das  Acksencylindroid  jenei 

"    in    p^"  erfüllen,   dessen    Ha:iptebene   zn    ^   senkrecht   steht)  rwB 
All  ^iii 

siud.    IM    welchen   also    selbst    die   erwümten   kürzesten   TmnsTersalen 


^^ui 


die  Zwickkanten    /.  B.   \^   d-e*  erwihnien  CylindroideB)  zusammen- 


fr 


i^M'  Jio*o  Fläoho  untorsMoht   u:id  ars-'h^i".:  :hr   Fi^nr^n   zu  derselben   geliefert. 
>i*\»    VV  -  ****^  AbhAiui*...!-.»:     '>r  s  *ir:*..r     :"  \zr.  finh  order  which  is  tonched 
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in  f* 

ien  Pimkt  w  gehendeo  Zwiekkanten    „^  und  „" , 


leken,  und  aufserhaUf  welcher  die^e  Kürzesten  (Cylindroidkanten)  ima- 
aar  sind.  [Über  die  Beziehung  zwischen  den  Radien  der  die  ,^Ortho- 
onalpuuktdkürve"  eines  beliebigen  Hyperboloides  F{p)  liefernden  Kugel 
(onges  nnd  der  anderen,  die  j,Grenzpunktgkurve*^  des  F(p)  aus- 
ßhneidenden  Kugel  eta  vgl  die  zitierte  Abhandlung  von  E.  Waelech.] 

Die  „Brenufläche"  und  die  ^^Grenzfläche*'  von  i^(p)  sind  identisch; 
ier  Strahl      ,  dieser  Kongrueuz,  dessen  Grenzpunkte  durch  ^    und 

iie  andere  Zwickkante  des  obigen  Cylmdroidefi  gvtroffm  werden,  hemkrt 
lie  Brennflliche  aulBerdem  noch  in  jenen  zwei  FmikteHf  seineu  Brenn- 
punkten, in  welchen  er  ron  den  im  IleziprökGhjdtid  mtm  entgegmujesetMi 
Parameter   gehörigen    und    ihn   smkrecht   schwidcmlefi  Achsen 
[anten    des   erwähnten    Cylindroides)    getroffen    wird;   denn  jede   der 

letzteren  spielt  znsammen  mit    —    dieselbe  RoUe  wie  oben  die  durch 

sie  bestimmt  mit  „. 

iie  Tangentialebene  der  Brennfläche  im  betreffenden  Brennpunkte.    Die 

Jrennebene    jedes    Brcniipnnktes    der    S,,   steht    senkrecht    zur  zweiten 

'Cylindroidkante^  welche  aulser  der  obigen  noch  durch  den  Brenn- 
punkt geht.  Die  ersteren  beiden  Grenzpunkte ,  durch  die  zum 
Hyperboloide  F{p)  des  betreffenden  Strahles  gehörige  „Grenzpunkta™ 
kugel"  getroffen j  und  die  auf  der  konzentrischen  Kugel  Monges 
liegenden  „Brennpunkte^*  (oder  ^^Orthogo na] punkte"  bzL  F(p))  sind  sym- 
I     metrisch  bezuglich   des  Punktes  fUj    des  „Mittelpunktes"  (Hauptpunkt 

Hdes  obigen  Cylindroides),  in  welchen  sich  der  Hauptpunkt  p  des     °' 

"orthogonal  auf  den  Kongruenzstrahl  projiziert.  Die  von  diesen  Pimkten 
m  der  Kongruenzstrablen  erfüllte  ,,Mittel fläche*'  soll  alsbald  angegeben 
werden,  Torerst  wollen  wir  jedoch  die  Bemehting  zwischen  der  Richking 

einer  SckrmtbcHndtse  des   J^^  und  dem  Parameier  ^  derselben  kennen 

lernen.    Die  Achsen  F  des  Pm  gehören  zu  Schrauben  dieses  Gebietes, 

deren  Parameter  ^ir-   entgegengesetzt  gleich  ist  jenem  (p)  der  parallelen 

L  Achse  in  Eniy  sorlafs  die  Untersuchung  bzl.  llgu  genügt: 

H         Nach  dem  Schnittsatze  linearer  Gebiete  giebt  es  zu  jeder  Schraube 

L  des  JJm   in  letzterem   ein  reziprokes    Rn^     Wir  geben   den  Haupt- 

Bchrauben  L,    (i  ^  I,  U^  UI)  des  lim  den  Inhalt  1,  sodafs  ihre  Stablänge 

l  die  „Charakteristik"  der  Hauptschrauben  wird.    Aus  der  Entwickelung 

fB.  68  ete.  über  charakteristische  Kegelschnitte  ff  eines  Eni  tblgt,  dafc 

lie  Mittelpunktsfläche  2.  Ordnimg  mit  den  auf  die  Achsen  G,  der  Li 


if^Uftr.   /9i^  Hmhm^st^^  l  rem    (t     —  w^lAter   «ae-    luüsiBoaBi  q(^(< 
fokffßfn  mo^  —  (liann«rj9Ci  j:  7«ier  ifxrms^   L  dem  JZoi  viid,  deni 


zur  I}irf:ktioT,*^:wn^  S^j^slt^i  tolstt  'tJännsB  o^fer  aas  dem  Saiw:  JDit 
immitkf:  <ier  Qaa^intf«  4m<»r  kocj^^i«r«(r  HaÜMBcaMr  eiaer  Flidtt  iti 
in  koasUnir': 

J)'\H  äfunme  «i«r  B^prvkvi^nr^  <>r  Panokster  dreier  koneoprofar 
.Schraaben  Am  Rtn  «  koc*tAttr 

i_2_i^i 1 1^ 

3:       »,       ^1  "~  »r       »rr      i^' 

da  die  mueh^ßriq^m  ijf:hna'rßtrz,  ni^  panlMn  konjogierteii  drei  Halb- 
messer von  St  zia  CLarakuriniketi  haML  Hienui  BLbt  sich  der 
H.  Ey^rettsche  Bewei«  de«  Satzes  anschlieben:  ,^e  Summe  der 
Reziprokwerte  der  Pararseter  9]  . .  •  P,  Ton  •>  korrenprokcn  Schnoba 
des  Raumes  Rn  is^t  Xnll*:  3  ron  den  6  Schiaoben  bestimmen  ein 
Jßni;  die  übrigen  dessen  Keziprokalgebiet  Pm-    Also  g3t  anlaer  obiger 

Gleichung  noch  -   — -  — -=  — : •    wobei    die    ar.-  —  —  ii 

die  Hauptpazameter  des  Pm  si^d.  Die  angcsdiriebaien  Gleidmnm 
liefern  den  behaupteten  Satz •  • =0. 

Aus  diesem  Satze  und  dem  für  korreziproke  Schirnnben  eines  ^ 

1        1  ^ 

(S.  70)    abgeleiteten    .    -►  -  =  const,    läfst   sich    for   ^4    korresiprob 

Schrauben  eines  p       nachweisen,  dals  die  „Summe  der  Reaiprokwerte 

Pn 
der  Parameter  derselben  konstant^  ist:  j.     braucht  zu  diesem  Zwecke 

nur   als  Reziprokalböschel    Ton   p      angenommen  zu  werden.     Ajialog 

bzl.  der  Parameter  von  5  korreziproken  Schrauben  eines  Schzaubeo- 
gewebes.  —  Die  Summe  der  Parameter,  welche  zu  allen  Tripeln  nor- 
maler JRm- Achsen  gehören,  ist  konstant,  d.  L  es  gilt 

Pi  +  p2  +  Ps  =  Pi  +  Pn  +  pm, 
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wenn  ^Ji^Jjps  Parameter  dreier  Schrauben  des  JBm  vorstellen,  deren 
Achsen  auf  einander  senkrecht  stehen,  wie  sich  daraus  folgern  läfst,  dals 
in  jedem  JRn  die  Summe  der  Parameter  zweier  Schrauben  konstant  ist, 
wenn  deren  Achsen  zu  einander  normal  sind.  — 

Statt  durch  (S)  die  Parameter  der  Schrauben  aller  Achsenrichtungen 
darzustellen,  kann  man  von  einem  Punkte  p  aus  parallel  zur  Achse  jeder 

JBm-Schrattbe,  deren  Parameter  p  »^  abtragen  und  die  als  Ort  der  sich 

ergebenden  Endpunkte  gewonnene  „Parameterfläche^  ($)  zur  Veran- 
schaulichung  der  Parameterverteilung  benutzen.  (Vgl.  S.69.)  Auf  den 
durch  jp  mit  den  Richtkosinus  q,  c^,  c,  (cj  +  c|  +  c|  =  1)  gelegten  Strahl 
entfällt  der  aus  (Ä)  pjx*  +  pny*  +  t)m^*  =  1  ableitbare  Parameter 

p^pic^  +  pucl  +  pmcl   (x^^XCi,   y^kc^^   e^kc^\    A*(j)icJ  +  .--)  =  1; 

80  dafs  die  Gleichung  von  (^),  wobei  von  hier  v^  Xy  y,  e  die  Koordi- 
naten der  Punkte  dieser  Fläche  bedeuten  sollen,  also  p  =«  j/a?*  +  y*  +  b\ 

rf  =  -=-1 — =-1 — k  etc.  zu  setzen  ist,  lautet: 

^  +  y  +  ^ 

(05«  +  !/«  +  ^Y  -  ih^  +  »ii!/«  +  hn^y  =  0. 

Da  p  als  Länge  der  Projektion  einer  Strecke  (piq,  pnc,,  pujc^  auf 
die  Strecke  (c^,  c^j  c,)  aufgefafst  werden  kann,  ergiebt  sich  folgende 
Konstruktion  der  Parameterfläche  (^): 

„Es  sei  ^i  (i  »  1, 11,  III)  die  um  p  mit  dem  Radius  pi  beschriebene 
Kugel  und  es  treffe  ein  beliebiger  Halbmesser  jede  ^t  im  Punkte  ^i 
(wenn  die  pi  gleiche  Vorzeichen  haben;  hat  einer  dieser  drei  Haupt- 
parameter ein  anderes  Vorzeichen  als  die  beiden  anderen,  so  ist  die 
Verlängerung  des  Halbmessers  über  p  hinaus  mit  der  betreffenden  $,• 
zu  schneiden);  mögen  sich  die  drei  durch  ^,-  senkrecht  zu  den 
Hauptachsen  Gi  des  Rm  gelegten  Ebenen  in  M  schneiden  {^OM  hat 
die  Projektion  piq,  pnc^,  pnic^  anf  die  Hauptachsen),  so  ist  die  ortho- 
gonale Projektion  von  M  auf  den  benutzten  Halbmesser  ein  Punkt 
von  (^)  und  erfüUt  diese  Fläche,  wenn  der  Halbmesser  durch  p 
variiert." 

Aus   einer   so   konstruierten  Parameterfläche  (^)  werden  alle  zu 

einer  bestimmten  Achsenkongruenz  ^Ij)  gehörigen  durch  Veränderung 

aller  von  p  abgetragenen  Radienvektoren  um  konstante  Stücke  ge- 
wonnen (vgl.  S.  63).     Die  so  erhaltene  Schar  solcher  (^)  repräsentiert 


106  Sir  Robert  S.  Balls  lineare  Schranbengebieie. 

die   bei    gegebener  Achsenkongruenz  mögliclieii  Parameterrertäviis 
anschaoliclier  als  das  Büschel 

(Pi  +  A)rc«  +  (pn  +  A)y«  +  (pm  +  A)xf«  =  1     (X  beUebig) 

der    zugehörigen    (S:),    welches    auch    den  zum   absoluten  Kngdbei 
führenden  Kegel  enthält. 

Die  Achsenkongruenzen  K(G)  des  Um  und  K(r)  des  PraW* 
bzL  des  Hauptpunktes  jp  und  der  Hauptebenen  GiGn  etc.  symmetriii, 
daher  sind  es  die  beiden  zugehörigen  Kummer  sehen  MiitelflächeaMi; 
wir  brauchen  also  wieder  nur  Bm  zu  betrachten.     Jede  Sdimbei 
des  Jßm  (mit  dem  Inhalte  1)  wird  sich^  weil  aus  den  drei  Hauptschnntitt 
Li  linear  ableitbar^  als  Summe  eines  Halbmesserstabes  l  (RichäoäBS 
Ci,  Cj,  Cj)  der  charakteristischen  Fläche  2.  Ordnung  (S)  (pia:'  +  -  -«l) 
und  eines  Feldes  der  bzl.  (ft)  zu  l  konjugierten  Ebene  6  (pic^x  -f  •  •  •  »H) 
darstellen  lassen  (vgl.  S.  71);  um  yon  dieser  Darstellungsform  derlfli 
kanonischen   überzugehen ,   brauchen   wir   nur   den   durch  p  geheota 
Stab  l  in  der  in  @  gelegenen  zu  l  senkrechten  Richtung  um  ein  Skia 
pm  zu  yerschieben.    m  erfüllt  hierbei  die  gesuchte  Mittelfläche,  wcbbI 
alle  möglichen  Halbmesser  bei  (ß)  einnimmt.     Die  den  Determina&tA 
der  Matrix  (der  Projektionen  des  Lotes  zu  @  und  des  {) 

piCi,  pnC^f  pmCi 

proportionalen  Richtkosinus  von  pm  werden: 

gig8(fa-»iii) 

und  die  Länge  q  des  Verschiebungsstückes  mufs  gemäCs  (S.  52)  ^"'If^ 
sein,  wenn  p  =  picl  +  pncl  +  <)rac|  den  Parameter  der  Schraube  l^ 
a  den  Winkel  von  l  mit  dem  Lote  zu  @  bedeutet.    Mit  Rücksicht  < 

cos  a  =        1        XX  a        ^x  8    ^  r  ^j 

VpI^I  +  Phcl  +  Phi^l       yplc]  +  ^c|  +  pfnct 

sin  a  =  y^=^  Vclclipu  -  »)m)^  +  •  •    wird    p  =  "Kc|c|  (Pn  =  pni?4 

und  wir  erhalten  als  Projektionen   des  Verschiebungsstückes  Q^f 
X  =-  CjCj  (»)n  -  »)iii) ,     y  ==  c^q  (pm  ~  pi) ,     ^  =  c^c,  (^)i  -  pn), 
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woraus  mit  Hilfe  Ton  cj  +  <|  +  (^  =  1     Cj,  (^,  c,  zu  eliminieren  ist 


c\(i(pi-pny  =  e> 


(^i=-i(Pn-puiy 


i 


-.(pm-pi)', 


l 


~{Pn  -  Pnd 


+ 


.]  =  !, 


^3  =  7«(P^-*^ny 


x^y^z^ 


(Pn-*>ni)V^'+- 

^4^  [(Pn  -  M'  +  •  •]  =  ^^*  +  ^y'  +  i^' 

3 ±xyz , 

(Pn-*»m)(<'m-^i)(^i~*>ii)' 

es  ergeben  sich  als  Mittelflächen  der  Kongruenzen  K(G)  und  K(r)  die 
Stein  ersehen  Flächen  4.  Ordnung 

(Vgl.  Kummer,  Schröter,  Cayley  in  Grelles  Journal  Bd.  64, 
1864,  etc.)*)  Ein  affines  Bild  dieser  Fläche  ist  in  L.  Brills  Verlage  in 
Darmstadt  (9.  Serie  Nr.  3)  als  Modell  erhältlich. 

Ist  speziell  pi  =  pn,  so  sind  die  -F(p)  Rotationshyperboloide,  die 
cyklischen  Ebenen  /tt,  i;,  sowie  die  Mittelfläche  der  Achsenkongruenzen 

J\  des  Bm.  und  Pm  fallen  in  die  Hauptebene  GiGn,  die  Zentren 

Jf,  N  in  deren  Hauptpunkt  p.  Die  Brennfläche  wird  eine  Rotations- 
fläche*), ebenso  die  charakteristische  Fläche  2.  Ordnung  (Ä)  und  die 
Parameterfläche  (^).  Jfir(6r)  ist  erfiUlt  von  jenen  Strahlen,  welche  aus 
den  Kanten  des  durch  die  Schraubungen  6ri(pi)  und  6fni(pin)  be- 
stimmten Cylindroides  durch  Rotation  um  Crni  gewonnen  werden  können. 
Insbesondere  für  pi  =  pn  =  pm  gehen  alle  Achsen  des  Rm  durch 
den  Hauptpunkt  p  und  haben  gleiche  Parameter  p  =  pi.  ReeUe 
Schrauben  von  anderem  Parameter  giebt  es  nicht;  das  Liniengerippe 
rm  ist  eines  der  Systeme  der  Erzeugenden  (Stau dt s  Gerade  2.  Art) 
der  Kugel  x^  +  y^  +  0^  +  pl^O  mit  dem  imaginären  Radius,  dessen 
Quadrat  (—  pf);  jede  zirkuläre  zu  beliebigem  Parameter  gehörige  Gerade  g 


1)  Näheres   in   Ernesto    Pascal   ,,Repertorio    di  Matematiche   superiori: 
U.  Greometria**  Milano  1900,  p.  474  etc.  „La  snperficie  romana  di  Steiner*^ 

2)  Vgl.  Fig.  3  der  (S.  101,  Anm.  1)  angeführten  Abhandlung  E.  W.  Hydes. 
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y.  Standts  1.  Art,  welche  aaf  einer  Tangentialebene  des  hgk 
a:«  +  y«  +  jf«  =  0  liegt,  kann  (vgl  S.  80)  als  ,,AchB€«  einer  nkta 
Linie  angesehen  werd^i.  Das  andere  System  der  Erzeugenden  te 
Kugel  bildet  das  Liniengerippe  ^m  des  reziproken  Pm*  ZnPml^ 
koren  als  Achsen  aoliser  den  zirkulären  Achsen  g  des  Qm  wiedeni 
die  Strahlen  des  Bündels  p,  aber  mit  dem  Parameter  9r»-|)"'^ 
behaftet 


Znr  geometrischen  Behandlung  des 

vierlnirbeligen  Schifbmaschinen. 

Von  F.  Juno  in  Prag. 

Den  Ausgleich  der  Massenwirkungen  bei  mehrkurbeligen  Stf» 
maschinen  haben  nach  Schlick  besonders  Schubert  und  Lorenic*' 
gehend   behandelt   und   zwar  Yomehmlich  auf  rechnerischem  Wegt 

Fig.  1. 


Im  Folgenden  sollen  einige  Sätze  über  Yierkurbelmaschinen,  wdii 
die  Genannten  gefunden  haben,  auf  geometrischem  Wege  unter  i^ 
liehst  beschränkter  Verwendung  von  Rechnimg  abgeleitet  woJ* 
Einzelne  ergeben  sich  hiebei  in  besonders  einfacher  G^estidt  ^ 
Sätze  auf  S.  115  und  120  scheinen  in  dieser  Form  noch  nicht  gege'*' 


zu  sem. 


Als  Ausgangspunkt  möge  der  Ausdruck  für  die  Bewegung^ivi 
imd  den  Massendruck  eines  Getriebes  in  der  Gleitbahnrichtung  di< 
Die  Aufstellung  desselben  werde  im  Anschlüsse  an  Prof.  Lorenz  fxaiA 
vorgenommen.     Die  Gleitbahn  gehe  durch  den  Drehpunkt  0  (Fig.' 

1)  Vergl.  Lorenz,  Dynamik  der  Kurbelgetriebe,  Zeitschr.  f.  Math.  n.  W 
11M>0,  auch  Belbständig,  Leipzig,  Teubner,  1901;  Schubert,  Theorie  des  Schücb* 
Maiienauigleichs,  Leipzig,  Göschen,  1901. 
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der  Kurbel  und  sei  zur  a:- Achse  gewählt,  ihre  Normale  durch  0  zur 
y-Achse,  die  positiven  Achsenrichtungen  nach  rechts  und  oben.  Für 
einen  Punkt  der  Schubstange  ist 

a;  =  r  cos  9)  +  jer  cos  /J, 

wo  die  Buchstaben  die  aus  der  Figur  ersichtliche  Bedeutung  haben 
(jer  ist  vom  Punkte  M  aus  gerechnet).  Wird  der  Winkel  ß  durch  q> 
ausgedrückt  mittels  der  Beziehimg 

rsiaq)  =  Isiiiß, 
so  hat  man 


a?  =  r cos 9)  +  jsyl  —  (j  sin qn  , 

und  die  Wurzel  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  in  eine  Reihe  ver- 
wandelt giebt 

X  =  rcosy  +  £r[l  -  l^ysiny)  -  —^{jsintpj  -  —,{jsm(pj ]. 

Ersetzt   man   hierin   die  Potenzen   von  sin  9  durch  Ausdrücke  in  den 
Vielfachen  von  tp  mit  Hilfe  der  Formeln 

sin*  9)  =  y(1  —  cos  2fp), 

sin*  tp  ==  |i(3  —  4  cos  29)  +  cos  4q>)y 

sin*  9)  =  ^(10  —  15  cos  29)  +  6  cos  49)  —  cos  69)), 

u.  s.  w.,  so  folgt 

.  =  rcoB<p  +  .|l-[l(iy+l(^)V^.g+...] 

+  cos24A(^)VA(I)V^,a)V-] 
-COS44  i,(^)Vf.(9%.--] 

+  cob69[  f.(T)  +  --] 

-•••I 

=  r cos 9)  +  g(cQ  +  c^cos2q>  —  c^ cos 4q>  +  c^ cos 69)  •  •  •), 

wo  Cq,  Cj,  ...  die  Ausdrücke  bedeuten,  mit  welchen  COSO9),  cos  29), . . . 
multipliziert  erscheinen. 
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Die  Kurbel  drehe  sich  gleichförmig  mit  der  Winkeigesdiwii 
keit  Sy  dann  ist 

dx 

_  =  —  r  sin  9  •  f  +  j?(— Cj  sin  2^  •  2£  +  Cji  sin  49)  •  4«  —  c,  8in6y -6«  J 

jr^  =  — rcos9-f*+jef(— CjCos29-2*£*+<^cos49-4*£*— CjC0869)-6V 

Bezeichnet  G  das  Gfe wicht  der  Schubstange  ^  s'  den  Abstand 
Schwerpunktes  vom  Kurbelzapfen  M,  so  ist  ihre  Bew^pmgsgröli 
bezw.  ihr  Massendruck  Xo  in  der  a;-Bichtung 

<  I 

oder  nach  Einsetzung  der  obigen  Ausdrücke  für  -^  und  jr^  a 
Rücksicht  darauf;  dafs 

ßdG=^Gs', 
0 

(1  a)    Xo  =  — «[—  r sin  +  s'(—  2q  sin 2^  +  4c^  sin 4^  —  6cj sin  69? 
Xö  =  — £*[— rcos9+s'(— 4qcos29+16c2Cos49— 36c3Cos6( 

Wenn  man  in  dem  Ausdrucke  für  x  z  =  0  setzt  und  ( 
schreibt,  wo  0<()<r,  so  stellt  er  die  Abszisse  eines  Kurbel 
dar,  für  ^  ^  2  die  des  Kreuzkopfes.     Dieselbe  Einsetzung  in  i 

d  X  d^x 

drücke    für    jr    und   --.^  liefert   die   betrefiFenden   Geschwindi 

bezw.  Beschleunigungen.  Es  sei  K  das  Gewicht  der  Kurbel, 
Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  0,  Q  das  Gewicht  aller  i 
Ejreuzkopfe  auf  der  Gleitbahn  bewegten  Teile  (Kolbenstange,  ! 


hat  man  weiter 


jQdK^Ks" 

X,             K.      ff    . 
ir  = BS   smy, 

Xjr  = B^s"  cos  qp, 

9 

p 

(Ib)      Xp  =  — «[—  rsiny  +  l{—  2cisin29  +  Ac^sinA^  '-'''] 

p 

Xp  —  — «*[—  rcos9>  +  /(—  4ciCos29>  +  16c^eoa4q)  — 


Von  F.  Jtm©, 


TU 


An    einer    gememsameii   Welle    sollen   n   Kurbelgetriebe    wirken^ 
[deren  Gleit  bahnen  in  derselben  durch  die  Welle  gehenden  Ebene  liegen. 
[Jedes  Getriebe  giebt  als  eben  bewegtes  System  als  resultierende  Massen- 
I  Wirkung  einen  Druck ,  der  sich  der  öröfse  und  Richtung  nach  ändert. 
[Die  Massendrucke  der  n  Getriebe  bilden   ein  räamiiches  Kraftesyatem^ 
[und  es   wird  nun  nach  den  Bedingungen  für  das  fortdauernde  Gleich- 
*  gewicht  gefragt  j   dem  j^assenausgleiche*^   der  w- kurbeligen  Maschine. 
Um    die   Aufgabe  zu    vereinfachen^   gestattet   man   sich    folgende  Ver- 
nachlässigung: Es   wird  angenommen,  dafs  die  Masaendrucke  der  Ge- 
triebe stets  die  Welle  schneiden;    thataächlich    entfernen    sie    sich   nur 
fmicht  weit  davon.    Dies  vorausgesetzt,  läfst  sich  nach  Schlick*)  zeigen, 
dafs    die    |^- Komponenten    der    Massen  drucke    sich    durch    rotierende 
Gegengewichte  ausgleichen  lassen.     Diese  erzeugen   in  der  a- Richtung 
die  Wirkungen 

|(lc)  x;  =  .[|s"+|^{i-s')]«my, 


X»  =  4|s"+|^(i-s')]coa9, 


i  die  zu  den  früheren  hinzuzufügen  sind.    Der  Massenausgleich  ist  gleich- 
bedeutend mit  dem  fortdauernden  Gleichgewichte  der  Gesamtdrucke  X: 

[(l)       X'^  X^+X^+Xp+X',,      X=Xjc+X^  +  Xp+  x^. 

Sie  und  die  Bewegungsgrölsen  werden,  wie  ersichtlich,  durch  Reihen 
dargestellt  fortschreitend  nach  den  Cosinus,  bezw,  Sinns  der  Viel- 
tachen  von  qp. 

Verwendet  man  nach  Prof.  FöppPj  zur  Aufstellung  der  Massen- 
ausgleichsbedingungen  die  Bewegungsgröfsen^  so  findet  man,  dafs  stetes 
Gleichgewicht  dann  herrscht,  wenn  es  zwischen  ihren  2;- Komponenten, 
als  Kräfte  betrachtet^  dauernd  besteht, 

Aukniipfend  an  die  Form  der  Kräfte  X  und  BewegungsgrÖfsen  X 
fassen  wir  eine  periodische  Funktion  einer  Veränderlichen  g?  ins  Auge, 
welche  sich  darstellen  lafst  in  Gestalt  einer  konvergenten  trigono- 
metrischen Reihe,  enthaltend  nur  die  Cosinus  oder  nur  die  Sinus  der 
Yiel&ehen  von  % 

(2)  f(fp)  -  a  +  a'coB 9  +  «"cos  2^  +  a'"cos 3^  +    - ; 

g{fp)  ^         h*  sin  g?  -|-  &"  sin  2g>  +  6'"  sin  3 q>  -)---*. 


1)  Lorenz,  a.  a.  0,     S.  32. 

t)  Föppl,    Vorleiungen   über  techabche  Mechanik l  IT.  Dynamik. 
Teubner.    1,  AufL  I89y.    S.  12T  f. 
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Betrachtet  man  die  Glieder  rechts  ab  Langen,  so  erscheinen  sie  di 
Projektionen  Yon  Strecken  a,  a\  a\  . . .,  bezw.  b%  V\  .  . .,  welche  lü 
einer  willkürlich  gewählten  Richtung  die  Winkel  O,  ^,  2^,  . . .,  bmr. 
%  2(p, . . .  einschlieisen,  anf  diese  Richtung,  bezw.  eine  zu  ihr  nomdi 
(Fig.  2).  f((p)y  g{q>)  ist  also  die  Projektion  eines  gebrochenen  Liniai. 
znges  ans  den  Strecken  d^y  V'\  oder  der  Schlnfslinie  A,,  S  dessdbci, 
Wächst  nun  fp  gleichiSrmig,  so  dreht  sich  die  Strecke  af^^^  d.  h.  ib 
Endpunkt  und  zugleich  Anfimgspunkt  yon  a<*+^>,  um  ihren  Anfimgi- 
punkt,  der  zugleich  Endpunkt  yon  af*'~^^  ist,  mit  der  Winkdgeschwind^. 
keit  XBy  wenn  b  die  der  Strecke  a'  ist;  dasselbe  gilt  von  V^^.  Die 
Schlnfslinie  Ay  B  ändert  sich  dabei  stetig,  ihre  Projektion  ist  naek 
Grölse  und  Sinn  in  jedem  Augenblicke  der  Wert  von  f(fp)j  g{f). 
Im  Folgenden  wird  angenommen,  f{q>)  oder  g(q>)   sei   die  Gbolse  eiiMi 


„Linienteiles^^  einer  Geraden,  also  z.  B.  die  Grolse  einer  Kraft^  wie  oben. 
Diese  letztere  Deutung  wollen  wir  auch  im  Nachstehenden  festhalten, 
ohne  zu  yergessen,  dafs  die  Betrachtungen  f&r  Linienteile  überhaupt 
gelten.  Dann  sind  auch  die  Strecken  a^'*),  A,  bezw.  b^'*),  S  als  Kräfte 
anzusehen  mit  gemeinsamem  Angriffspunkte. 

Die  Aufgabe,  deren  geometrische  Behandlung  weiterhin  erfolgen 
soll,  ist  ein  Fall  der  nachstehenden  allgemeineren:  An  yerschiedenen 
Punkten  einer  starren  Geraden  wirken  normal  n  periodisch  yerander- 
liehe  Parallelkräfte,  ihre  Grölsen  seien  ausschliefslich  X,-  =  /;.(y  -f  ai), 
oder  ausschliefslich  X't  =»  «//(y  +  «,),  (i  =  1, .  . .  n),  also  yon  gleicher 
Periode,  aber  verschiedener  Phase;  unter  welchen  Bedingungen  besteht 
ein  ,,Tollkommener  Ausgleich^,  d.  h.  Gleichgewicht  in  jedem  Augen- 
blicke? Dazu  ist  im  allgemeinen  erforderlich,  dafs  die  Ej-äfte  ^- ,  boEW. 
JSi  stets  im  Gleichgewicht  sind,  und  hierzu  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  dies  von  a^,  a^y.,.a^  für  sich,  ai,  oi, . . .  ai,  bezw.  6i,  6i,...Ji 


Von  F.  Jü»9. 
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Ir    sich,    u.  s.  w.    zutrifft.     Die    Kräfte    a^l^, .  . .  f^,  bezw.  bf, . . .  &^^ 

rehen  sich  nämlich  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  isj  ändern 
ilso  gegenseitig  ihre  RichtTing  nichts  daher  drehen  sich  ihre  Resul- 
tierenden ohne  Qröfsenänderung  auch  mit  derselben  Winkelgeächwindig- 
keit.  Die  Resnltierenden  der  ^^  und  a^^(m -=^  1^ . ,  .n)  aber  haben 
lie  verschiedenen  Winkelgeschwindigkeiten  h  und  Af,  ändern  demnach 
Bgenseitig  ihre  Richtung  und  können  somit  nicht  stets  im  Gleich- 
gewicht sein,  da  ihre  Gröfse  unveränderlich  iet  Der  Ausgleich  heifßt 
BTOn  der  t>tten  Ordnung j  wenn  die  Kräftesysteme  a.,  a.^ . . ,  a^^*\  bexw* 
Bl»^,  - . ,  }if^{m  ^  1, . . .  w)  im  steten  Gleichgewichte  sind.  Bei  dem  Mehr- 
^tnrbelgetriehe  sind  die  ui  offenbar  die  Winkel,  welche  die  Kurbeln 
einschlielsen  mit  der  einen  Seite  einer  beliebigen,  aber  fest  mit  ihnen 
verbunden  gedachten,  von  der  WeUe  begreniten  Halbehene  und,  da  es 
KBur  auf  die  relativen  Eraftgrüfsen  ankommt, 

^(2a)  ö,  =  0,  fl;  =  6i=(P+6f*) 

Ibei  gleicher  Kurbellänge,     /Vollständig  %  =^  —  £^r-(P  +  ßjj)  * 

Nunmehr  werde  ein  System  von  vier  Kräften  der  genannten  Art 
chtet,   wirkend   an  einer  starren  Geraden  f,   und  nach  dem  Aua- 

'gleiehe  erster  Ordnung  gefragt.  Da  es  hauptsächlich  um  den  Massen- 
ausgleich bei  Vierkurbelmaschinen  sich  handelt,  so  ist  a,'  =  0(i  =  l,.,  ,4) 
zu  setzen  und  man  kann  sagen:  Der  Ausgleich  erster  Ordnung  ist 
erreicht,  wenn  zwischen  den  vier  zur  Geraden  l  normalen  Kräften 
öij  (hj  ^Hi  ^4  Gleichgewicht  besteht  Daraus  lassen  sich  einige  Sätae 
über  die  gegenseitige  Lage  und  Richtung  der  a]  ableiten. 

I  Sollen  vier  Kräfte  an  einem  starren  Körper  einander  das  Gleich- 
gewicht halten,  so  müssen  die  Kraftstrahlen  einer  Regelscliar  zweiter 
Ordnung  angehörend)  Im  vorliegenden  Falle  schneiden  alle  Kräfte  die 
Gerade  I,  folglich  mufs  sie  zur  Leitschar  der  Regelschar  gehören. 
Diese  wird  bekanntlieh  aus  je  zwei  Strahlen  der  Leitschar,  z.  B,  l  und 
r,  durch  projektive  Ebenenbüschel,  {l)  nnd  (r),  projiziert,  wobei  natür- 
lich das  Büschel  {f)  auch  die  Schnittpunkte  der  Regelschar  mit  der 
Geraden  l  projiziert.  Diese  Punktreihe  [^]  liegt  also  mit  dem  Ebenen- 
büsehel  {V)  perspektiv  und  ist  folglich  projektiv  zu  dem  Büschel  (^), 
Mit    anderen    Worten;    Ordnet    man  jedem  Schnittpunkte  eines  Regel- 

I  Bcharstrahles  mit  einem  bestimmten  Leitstrahle  l  die  Verbindungsebene 


1)  Vergl.  z.  B,  Schell,  Theorie  der  Bewegujig  und  Kiütle,  S.Äüfl.  187S/80, 
\%.  B4  8,35;  Henneberg,  Statik  der  starren  Sjateme,  1880.    8,  192 
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dieses  mit  dem  Regelscharstrahle  zu,  so  ist  die  Schnittpunktrahe  \[[ 
dem  Büschel  (l)  der  Verbindungsebenen  projektiv.  Es  folgt  Um 
übrigens  auch  unmittelbar  aus  der  Eindeutigkeit  der  ZuoTdnung.  Li 
metrischer  Beziehung  hat  man  das  Ergebnis:  das  DoppoWcrh altnis  toi 
Tier  Elementen  der  einen  Art  ist  gleich  dem  der  entspredbaiidai 
Elemente  der  anderen  Art.  Sind  li,  l^,  l^y  h  ü^  Abstände  der  Tier 
Schnittpunkte  auf  l  Yon  irgend  einem  Anfieuigspunkte,  a^,  a^,  ^f^ 
die  Winkel  der  entsprechenden  Verbindungsebenen  mit  ii^^d  emer 
durch  l  begrenzten  Halbebene  ^  so  ist  also 

(3)  (l,2,3,4)  =  i^:}^==i"i"^^:*^^ 

Das  Ebenenbüschel  (l)  kann  mit  der  Punktreihe  \t]  in  perspektiTe 
Lage   gebracht  werden,   ebenso  das  Strahlenbüschel,    in   welchem  das 

Fig.  3. 


Ebenenbüschel  (l)  von  einer  nicht  in  ihm  enthaltenen  Ebene  geedmitteD 
wird.  Die  vier  Kräfte  müssen  für  das  Gleichgewicht  im  allgemeinen 
der  einen  Geradenschar  eines  einfachen  Hyberboloides  angehören;  in 
dem  besonderen  Falle,  dafs  sie  alle  einer  gegebenen  Ebene  E  parallel 
sein  sollen,  geht  die  Regelschar  über  in  die  eine  Geradenschar  eines 
hyperbolischen  Paraboloides.  Daher  ist  hier  die  Konstruktion  der 
Eouftstrahlen  besonders  einfach.  Man  ziehe  eine  zu  l  windschiefe 
Gerade  V  und  schneide  beide  durch  vier  zu  E  parallele  Ebenen;  die 
Verbindungsgeraden  der  Schnittpimkte  in  jeder  Ebene  sind  dann  Tier 
zulässige  Kraftstrahlen.  Hier  giebt  ein  ebener  Schnitt  des  Büschels  ([) 
parallel  E  die  Kraftrichtungen  selbst,  daher  mufs  sich  (Fig.  3)  der 
Kräfbeplan  in  Perspektive  Lage  bringen  lassen  zum  Plane  der  Kraft- 
angriffspunkte auf  l,  dem  „Abstandsplane^^  Wenn  endlich  E  normal 
steht  zu  2,  so  gilt  dasselbe;  das  hyperbolische  Paraboloid  ist  gleich- 
seitig.    Das  ist  der  Fall,  von  welchem  ausgegangen  wurde  (Fig.  4). 


Von  P.  JüHo. 
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Auf  die  Yierkurbelmaschine  angewendet  lautet  das  bisherige  Er- 
gebnis: Für  den  Massenausgleich  erster  Ordnung  (Schlickschen  Aus- 
gleich) ist  notwendig,  dals  die  Kurbeln  zu  einer  Geradenschar  eines 
gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloides  gehören,  d.  h.  eine  zur 
Welle  windschiefe  Gerade  schneiden.  Der  Kurbelplan  lafst  sich  dann  in 
Perspektive  Lage  bringen  zum  Abstandsplane.  ^)  Im  Folgenden  erhält 
man  aus  jedem  Satze  den  entsprechenden  fUr  die  Yierkurbelmaschine 

Flg.  4. 


durch  Vertauschung   des  Wortes   Kraft   mit   Kurbel,   Kraftgröfse   mit 

„Getriebne wicht"  P  +  G-j,    daher  sprechen  wir  nur  von  den  Kräften. 

Von  den  sechs  Werten,  welche  das  Doppelverhältnis  je  nach 
seiner  Bildungsweise  annehmen  kann,  bestimmen  wir  etwa  jenen,  bei 
welchem  die  Abstände  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Kraft- 
angriffspunkten vorkommen 

Heifst  der  Abstand  der  Angriffspunkte  i  und  k  ?^,  der  Winkel  der  zu- 
gehörigen Krafkstrahlen  aik,  wo  durch  die  Zeiger  zugleich  der  Durch- 
laufimgssinn  angedeutet  ist,  so  wird 


(3a) 


--(l,3,2,4)  =  H^  =  ^J^^^i4?^. 


Bei  symmetrischem  Abstandsplane,  wenn  L  die  Entfernung  der  äufseren, 
l  die  der  inneren  Angriffspunkte  von  einander  ist,  also 

^14  ==  A     ^8  ="  ^y     hi  =  ^«4  ^      ö       y 


1)  Bezüglich  dieses  zweiten  Satzes  vergl.  Schubert,  a.  a.  0.    S.  30. 

8* 


116 


Zur  geometriBcheö  Behandlung  des  Maaienausgleicliea  etc. 


Pig-s, 


S\ 


wird  das  Doppelverhältiiis 

(3b)  _(i,3,2,4)=f^~^. 

Wählt  man  vier  Kraftatrahlen  den  gefundenen  Bedingungen 
mäfsj  so  ist  für  das  Gleieligewieht  weiter  erforderlich^  dafs  sicli 
KräftepolygoD  scblierat.  Es  mufs  also  auf  den  bereits  gegebean 
Kraftstrahlen  der  Sinn  und  die  Gröfae  der  Kräfte  so  angenomm« 
werden,  dafa  dies  zustande  kommt.  Da  ergiebt  sich  zunächst,  dali  dir 
Winkel  zwischen  zwei  im  Kräfteplane  aufeinander  folgenden  Kiifin 
kleiner  sein  mufs  als  180**,  sonst  liefse  sich  durdi 
das  Zentrum  0  (Fig.  5)  ein  Strahl  S  BO  ziehen,  di^ 
alle  Kraftrichtiingen  nach  der  einen  Seite  desselb® 
weisen  würden,  und  nach  dieser  fi^e  auch  die  ht 
aultierende,  welche  dann  nicht  verschwinden  kmn 
Auf  den  Kraftstrahlen  werde  willkürlich  ein  Sinn 
als  positiv  bezeichnet,  z,  B.  OA,  OBj  .  -  -  (Fig*  6: 
Wir  beginnen  bei  A  und  nehmen  die  Kraftrichtimg 
etwa  positiv,  ebenso  auf  B.  Sollte  das  nun  audi 
bei  C  geschehen,  so  wurde  der  eben  besprochene  Fall  eintreten,  mag 
man  auf  D  den  Kraftsinn  positiv  oder  negatir  wählen,  wie  aus  der 
Figur   ersichtlich    ist.     Auf  C  mufs   also   der  Eraftsiun    negativ  sein» 

auf  D  dagegen  aus  demselben  Grunde  wiecler  ' 
positiv.  Die  Figur  zeigt,  dafs  die  Kraftrichtungen 
symmetrisch  verteilt  sind  bezüglich  eines  Strahleä 
T  durch  0  im  Winkel  räume  (A^  B);  er  sei 
weiterhin  die  „Trennungsachse"  genannt.  Wir 
finden,  dafs  dies  überhaupt  die  einzig  mogUcbe 
Kraftverteilung  ist.  Wäre  die  Kraft  anf  B  noS 
gativ  gemacht  worden,  so  kommt  das  damo^ 
hinaus,  dais  in  der  Figiu*  mit  B  statt  mit  Ä 
begonnen  wird.  Die  folgende  Kraft  D  ist  dort 
positiv;  soll  sie  auch  negativ  sein,  so  beginnt  man  mit  D.  Damit 
sind  alle  Möglichkeiten  erschöpft.  Dasselbe  Ergebnis  bekommt  mm 
durch  Annahme  je  zweier  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  R  auf  be- 
liebigen Strahlen  durch  0  und  Zerlegung  jeder  nach  je  zwei  anderen 
der  gegebenen  Strahlen  (Fig.  7).  Man  kann  sagen:  Das  allgemeine  Bild 
der  Kraftrichtungsanordnung  wird  gewonnen,  indem  man  auf  den  Strahlen 
durch  0  von  irgend  einem  angefangen  der  Reihe  nach  abwechselnd 
den  entgegengesetzten  Sinn  zur  Kraftriubtung  macht,  wie  sich  er- 
kennen läfst  beim  Durchlaufen  des  Kräfteplanes  Fig.  6  Ton  der 
Trennungsachee  T  aus. 


Fig.  e 
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Wenn  der  Kräfteplan  vorliegt,   so   ist  nim  zu  untersucheiij  wauji 

06111    Schnitt   mit   einer   Geraden   ala   AbBtaiidepIan   angesehen    werden 

Wir    müssea   uns   vergegenwärtigen,    dals   anXser   den  bis  jetzt 

jinfgestellten  Bedingnugen  für  das  Gleichgewicht  von  Kräften,  die  einer 

Sbene  parallel  sind,  noch  das  Verschwinden  des  Gesamtmomentes  für 

;end  eine  Gerade  zu  fordern  bleibt,  die  nicht  parallel  ist  der  Ebene, 

reicher  die  Leitscharsixahlen  der  Kraftstrahlen  parallel  aini^)     Diese 

Jedingung  läfst  sich  auch  in  etwas  anderer  Form  geben,  besser  geeignet 

ür  die  hier  verwendete  Betrachtungsweise:  Die  Projektion  des  Kräfte- 

lystenis  auf  irgend  eine  Sbene  durch  l  darf  kerne  von  den  Anordnungen 

in    Fig,  8    zeigen^    denn    in    beiden  Fällen   ist  das  System   der  in  der 

Projektionsebene   liegenden    Komponenten    gleichwertig   einem    Kräfte- 

paare,    da   die  Resultierende  als  Projektion  derjenigen   der  gegebenen 

Gräfte  nach  Voraussetzung  verschwindet.     Als  Abstandsplan  ist  dem- 

[  nach  ein  Schnitt  des  Kräfteplanes  dann  unstatthaft,  wenn  hei  Projektion 


Fig,  7. 


Flg. 


/  ^J 


V 


r~n 


des  Kräfteplanes  auf  Strahlen  des  Büschels  (0)  die  Projektion  einer 
Aufsenkraft  allein  auf  die  eine  Seite  von  0  lallen  kann,  entsprechend 
der  Anordnung  a)  in  Fig.  8.  Bezüglich  der  b)  werden  wir  ims  dem- 
nächst überzeugen^  dafs  sie  durch  die  letzte  Bedingung  im  Vereine  mit 
den  früheren  bereits  ausgeschlossen  ist, 

'  Im    Kräfteplane  seien    die   beiden    der   Trennungsachse    znnächst- 

liegenden  Kraftrichtungen  mit  a,  die  beiden  andern  mit  h  bezeichnet. 
j^BenaC'hbart"  beziehe  sich  bei  Richtungen  auf  den  Kräfte-,  bei  Kräften 
auf  den  Abstandsplan,  Dann  ist  die  Sunome  der  Winkel  zwischen  einer 
&- Richtung  und  den  beiden  benachbarten  immer  giöfser  als  180**,  denn 
um  zu  einer  derselben  von  h  aus  zu  gelangen  ^  mufs  man  stets  den 
Strahl  der  andern  überschreiten,  wie  aus  Fig-  6  erkennbar.  Es  giebt 
also  durch  0  immer  einen  die  Richtung  h  von  den  drei  anderen  beider- 
seits trennenden  Strahl^  und  die  Projektion  von  h  auf  den  Normal  strahl 

.jenes   fällt  allein   auf  die   eine  Seite   von  0.     Bei   den  ö- Richtungen 


1}  VergL  Henneberg,  a.  a.  0.    S.  194. 


kum   da*   akiit   flmrce^Hun.   ki«T   i 

AnÜKtikniEft  vizii,  o^^  Jtt^m.  bei  veidKB  beide  a 

die  b  Innenkrifie  fOKL     D&oit  idt  üer  die 

kommen  hetpeiiUy  ne  m^  imserimlb  desKlben  WiaJceli 

wie  die  TnnmnsfBnehie    Fig,  &  .   W«^ieb  der 

dea  KriiftepbnM  harten  die  SehnittpanktpBiie 

selbe  Eigenart.     Sie  Iäi«t  sieh  ausdrücken  dnreh  dot 

krafte  weisen  steU  nach  entgegengesetzten  Seilen  der 

bezw,  im  Kaome  der  TrenrnrngaKbene,  welche  dorch  die  CScmde  /  od 

die  Trennongsachse  bestimmt  ist:   nmgekdirt   können    mdi 


Seite  der  Treimaiigsachse  (-ebene)  weisende  Kräfte  nicht  benaehbsit 
seinJj  Der  die  Trennungsachse  enthaltende  Winkel  der  änfseren  Saifle 
moTs  kleiner  sein  als  der  der  inneren,  (a,  a)  <  (6,  6).  Dmb  die  Au- 
schliefsnng  des  Falles  b)  Fig.  8  mit  erfolgt  ist,  geht  damoB  henror, 
dab  eine  Aufsen-  und  ihre  Nachbarkraft  nie  benachbarte  Richtongen 
haben,  ihre  Richtungen  werden  getrennt  durch  jene  der  anderen  Aoüleih 
kraft  (vergl.  Fig.  6;;  fällt  ihre  Projektion  also  auf  dieselbe  Seite  Ton 
0,  so  thut  das  auch  die  der  anderen  Aulsenkraft. 

Will  man  das  Doppelverhältnis  so  bilden,  dafs  darin  die  Winkel 
svischen  den  benachbarten  Kraftrichtungen  vorkommen,  so  ist  dss 
sekon  in  dem  früheren  Ausdrucke  fQr  (1,  2,  3,  4)  geleistet,  a,  /),  y,  1 
ssicn  die  Winkel,  l>egonnen  von  einer  Aufsenkraft  (Fig.  9),  dann  ist 

«— %-«i;     18^/>-/J-or3-a,,     ^  =  «4-0,,     ISO«  -  *  —  a^-«j, 


Vi  VesgL  Schubert,  a.  a.  0.  S.  20  in  etwas  anderer  Form. 
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also 

(3c)  ^i,2,3,4)=^-Jfzk^'^:'^. 

^     ^  \  >    >    ;    /       /^_^     j^_l^       Bin/J    Biny 

Bei  symmetrischem  Abstandsplane  ist  nach  der  früheren  Bezeichnung 

und  daher 

Symmetrie  des  Kräfte-  und  Abstandsplanes  sind  von  einander  un- 
abhängig^ die  Schnittrichtung^  welche  mit  dem  Eräfteplane  einen  Ab- 
standsplan erzeugt,  ist  ja  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  willkür- 
lich. Setzt  man  aber  Symmetrie  der  Eraffcgröfsen  im  Abstandsplane 
voraus,  so  zieht  sie  zunächst  dieselbe  im  Kräfteplane  nach  sich.  P^  sei 
die  Kraft  im  Angriffispunkt  i.  Es  seien  im  Kräfteplane  z.  B.  die  Aulsen- 
kraffce  PijPi  angenommen  von  beliebiger  Richtung,  aber  gleicher 
Oröüse.  Damit  ist  die  Resultierende  JR  dieser  beiden  bestimmt,  sie 
halbiert  den  Winkel  (a,  o).  Ihr  mufs  von  den  Innenkräfben  P^yP^ 
das  Gleichgewicht  gehalten  werden  und  da  diese  beide  gleich  grofs 
sein  sollen,  so  mufs  JB  auch  ihren  Winkel  (6,  h)  halbieren;  der  Kräfte- 
plan  wird  also  bezüglich  R  symmetrisch.*)     Femer  ist  offenbar 

(4)  |  =  P„cos(^  =  P,cob(^'), 

WO  gesetzt  wurde 

Da  nach  Früherem  (a,  a)  <  (&,  &),  so  folgt  daraus  oder  auch  unmittel  - 

bar  aus  der  Anschauung 

(4a)  Pa<P.% 

die  Aufsenknlfte  müssen  kleiner  sein  als  die  Innenkräfte. 

Um  den  Zusammenhang  der  Kraftgrölsen  mit  ihren  Abständen  zu 
ermitteln,  murs  man  die  Kraftmomente  für  geeignet  gewählte  Achsen 
heranziehen.  Als  solche  bieten  sich  im  Angriffspunkte  i  die  drei  zu 
den  Kräften  P^,  P^,  P„  (i,  k,  m,  n  =^  1,  2,  3,  4)  parallelen  Geraden 
hikf  him,  hin,   weil  jede   von  zwei  Kräften  geschnitten  wird,  z.B.  ä,* 


1)  Vergl.  Schubert,  a.  a.  0.  S.  84. 

2)  Desgl.  S.  43. 

3)  Deegl.  S.  46. 

4)  Desgl.  S.  47. 
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Yon  Pi  und  Pk^\  deren  Moment  also  yerschwindet.  Das  Moment 
ganzen  Eraftesystems  für  die  Achse  hik  rCLhrt  her  yon  den  znr  £ 
(ly  hij)  normalen  Komponenten  der  beiden  noch  übrigen  Kräfte  P„ 
und  da  Gleichgewicht  herrscht;  müssen   ihre  Momente  entgegenge 

gleich  sein 

P«sin(m,*)  •  h^  —  P»sin(»,i)  •  Z»<, 

and  daraus  erhält  man 

,-    \  PmBin(m,Ä;)       Ini 

^^^^  Pn  sin (n,ife)  "^  hm 

Ebenso  finden  sich  für  die  zu  hik  parallelen  Achsen  h^^ky  hnk  Gfleichoi 
welche  sich  mit  der  vorigen  vereinigen  lassen  in  der  Beziehung 
(f%\  Pm  sin  (m,  k)  ^  Pn  sin  (n,  k)  ^  Pi  sin  (t\  k)  ^ 

^    ^  Ini  lim  Imn 

Gleichung  (5a)  sagt  aus:  Die  Projektionen  zweier  Kräfte  P^j  P, 
die  Normalebene  (im  Kräfteplane  Normale)  einer  dritten  Pt  ^erb 
sich  umgekehrt  wie  die  Abstände  der  zugehörigen  Angrifispunkte 
vom  vierten  t.  Durch  die  Beziehung  (5)  wird  ausgedrückt:  Voi 
Projektionen  dreier  Kräfte  Pm^  Pn,  Pi  auf  die  Normalebene  (Noi 
der  vierten  Pk  ist  jede  proportional  dem  Abstände  der  beiden  a 
von  einander.  Die  eben  gefundenen  Beziehungen  lassen  sich  anc 
leiten,  wenn  man  die  Momente  der  Kräfte  P,-  für  die  Punkte 
Geraden  l  benutzt,  Md .  Stellen  wir  die  Momente  durch  ihre  i 
dar^),  so  muTs  bei  Gleichgewicht  das  Momentenpolygon  sicli 
Bchliefsen.  Die  Strahlen  des  Momentenplanes  für  die  Punkte  C 
man  durch  Drehung  des  Kräffceplanes  um  90^;  alle  Momentenpol 
haben  parallele  Seiten.  Für  einen  Kraftangriffspimkt  i  wird  M 
das  Momentenviereck  zum  Dreiecke,  in  welchem  keine  Seite  i 
steht  zu  Pi,    Es  ist 

Mik  :  Mim  :  J^i»  =  sin  (m, n)  :  sin  (n,  k)  :  sin  (fc,  m), 
und  da 

Jfa  =  P*/.*,... 
so  folgt  daraus 

Pmhm    ^  sin  (n,  k) 

Pnlin  sin  (*,  m) ' 

d.h.  die  Gleichungen  (5a),  und  ähnlich  die  anderen. 

Sind  die  Kraftgröfsen  im  Abstandsplane  symmetrisch  verti 
mufs  im  Momentenplane  für  einen  auf  der  Geraden    l  auCserlu 


1)  Von  Pk  im  Unendlichen. 

2)  Auf  die  vorliegende  Aufgabe  zuerst  von  Taylor  angewendet. 
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Sjräfte  gelegenen  Punkt  C  die  Summe  der  Projektionen  von  Moi  und 
McA  auf  die  Normale  zu  R  gleich  und  entgegengesetzt  sein  der  Yon 
Mc%  und  Mcz,  also  wenn  h  jetzt  den  Abstand  Ci  bedeutet^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  (4) 

(6)  h  +  k--h  +  hf  oder  l^-h^-h-h'), 

d.  h.  auch  der  Abstandsplan  muTs  symmetrisch  sein.  Durch  Projektion 
auf  R  ergiebt  sich 

und  daraus  nach  dem  eben  Gefundenen 

(7)  p^Lnin^^-P.lBm^'); 

wegen  (a.  a)  >  (h,  b)  folgt  daraus 

PöKPaL,  oder  ^<g.') 

Nun  möge  noch  erörtert  werden,  wie  mit  Hilfe  der  gewonnenen 
Sätze  die  Aufgabe  auf  konstruktivem  Wege  sich  behandeln  läfst.  Da 
die  Längen-  und  Erafteinheit  beliebig  gewählt  werden  können,  so 
handelt  es  sich  nur  um  die  relativen  Eraftgröfsen,  bezw.  Lagen  der 
Angriffspunkte.  Die  Bezeichnung  sei  immer  so  vorausgesetzt,  dafs  sie 
Fig.  9  entspricht.  Denkt  man  etwa  die  Angriffspunkte  durch  ihren 
Abstand  von  1  gegeben  und  2|2,  P^  als  Einheiten  genommen,  so  er- 
scheinen als  Bestimmungsstücke  drei  Eräftewinkel,  drei  Kräfte-  und 
zwei  Abstandsverhältnisse, 

?t        ?n        P.        kn        h. 
A'      ^i'      Pi'      k.'      h/ 

Daraus  ist  zu  entnehmen,  dafs  die  Angabe  von  n  Eraftgröfsen,  bezw. 
Angriffspunkten  als  Wahl  von  n  —  1,  bezw.  n  —  2  Bestimmungsstücken 
anzusehen  ist. 

Es  seien  drei  Winkel  gegeben,  d.  h.  der  Eräffceplan,  abgesehen 
von  den  Eraftgrölsen,  und  damit  die  Trennungsachse  nnd  der  Rich- 
tungsbereich für  den  Perspektiven  Abstandsplan.  Diesen  festzulegen 
ist  dann  noch  eine  vierte  Angabe  nötig,  es  seien  drei  Angriffsspunkte 

1)  Vergl.  Schnbert,  a.  a.  0.  S.  44. 

2)  Desgl.  S.  46. 

3)  Desgl.  8.  47. 
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2  2 

z.  B.   1,  2",  4,   etwa  bestimmt   durch   r^  =  ö-    Bringen    wir  sie  xam 

Ha        * 

Kräfteplane  in  Perspektive  Lage^),  so  ergiebt  sich  der  AngriffiBpunkt  3 
als  Schnitt  der  Geraden  l  mit  Strahl  3.  Von  den  Kraftgröften  to^ 
scha£Ft  der  Satz  (5)  sofort  drei.  Auf  einer  Erafknormalen,  z.  B.  toi 
P,  (Fig.  11),  wird  von  0  aus,  um  P^  zu  finden,  nach  der  Seite  diesei 
die  Strecke  l^^  aus  dem  gefundenen  Abstandsplane  aufgetragen');  die 
Parallele  zu  P,  durch  den  so  erhaltenen  Punkt  1'  schneidet  auf  dem 
Pj-Strahle  die  Gröfse  von  P^  ab.  Ebenso  folgt  P,  und  P^  TOhrend 
man  P,  am  einfachsten  aus  den  gefundenen  Ei^ften  als  Schlolsseite 
ihres  Polygons  erhalt.  Da  deren  Richtung  schon  bekannt  ist,  so  wird 
damit  gleichzeitig  die  Genauigkeit  der  Konstruktion  geprüft. 
Als  andere  Voraussetzung  seien  die  vier  S^raftgroüsen,  z.  B. 

Pi :  P,  :  P3  :  P,  =  4  :  3  :  3-5  :  2, 

bekannt.  Bildet  man  aus  ihnen  in  irgend  einer  Reihenfolge  ein  Vier- 
eck, so  ist  zur  Festlegung  dieses  als  Eräftepolygones  für  das  Gleich- 
gewicht  abermals   eine   vierte   Bedingung  notwendig,    das    seien   drei 

Angriflbpunkte,  z.  B.  1,  3,  4,  bestimmt  durch  r*  =  «.    Halten  wir  eine  Vier- 

eckseite  fest,  so  ist  die  richtige  Stellung  des  so  entstandenen  „Kurbelvier- 
eckest  und  damit  die  gesuchten  Krafbewinkel,  wieder  gekennzeichnet  dordi 
die  Beziehung  (5).  Es  werden  die  Viereckseiten  in  der  Reihenfolge 
des  Krafteplanes  angeordnet,  P^,  P3,  P^,  P^,  dann  mache  man  die 
Kraft,  deren  Angri£fspunkt  nicht  gegeben  ist,  P^,  zum  „Stege^'.  Wird 
das  Kurbelviereck  parallel  zu  diesem  auf  eine  Stegnormale  projizieit^ 
so  bilden  nach  (5)  die  drei  Eckpunktprojektionen,   wemi  es   sich  mit 

1)  Hier  liegt  die  Aufgabe  vor,  drei  Fig.  10. 
Punkte  einer  Geraden  l  in  Perspektive  Lage 
zu  bringen  mit  drei  entsprechenden  Strahlen 
eines  Büschels.  Da  jedoch  statt  der  Punkt- 
gruppe jede  ihr  ähnliche  benützt  werden 
kann,  so  vereinfacht  dies  die  Konstruktion. 
Sie  läüst  sich  beispielsweise  folgendermafsen 
ausführen  (Fig.  10).  Man  legt  die  Gerade  l 
so,  dafs  einer  der  Punkte,  /,  in  den 
Büschelscheitel  0  fäUt  und  zieht  durch  die 
beiden  andern  JT,  M  Parallele  k\  m'  zu 
Strahl  i.  Die  Verbindungsgerade  V  der 
Schnittpunkte  (A;,  k')  und  (m,  m)  schneidet 
dann  das  Büschel  in  einer  zur  gegebenen 
ähnlichen  Punktgruppe  /',  K\  M\ 

2)  oder  irgend  ein  bestimmter  Bruch- 
teil derselben,  in  der  Figur  die  Hälfte. 


Von  F.  JuKo. 
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dem  gesuchten  Eraftepolygone  deckt^  eine  zum  Abstandsplane  ähnliche 
Punktgruppe.  Um  das  Viereck  daraufhin  in  seinen  verschiedenen 
Stellungen  leicht  prüfen  zu  können,  lege  man  den  Abstandsplan,  soweit 
er  bekannt  ist,  in  irgend  einem  Mafsstabe  normal  zum  Steg  nach  der 
Yierecksseite  hin  so,  dafs  der  Angri£fspunkt,  1,  der  „Eoppel^^-Erafb  auf 
jenem  liegt,  und  verbinde  seine  Punkte,  3,  4,  mit  einem  beliebigen  C 
des  Steges;  dann  giebt  jede  Stegnormale  als  Schnitt  mit  den  drei  Ge- 
raden durch  C  eine  zum  Abstandsplane  ähnliche  Punktgruppe.  Schneidet 
man  also  Ci  mit  der  Stegparallelen  durch  den  Endpunkt  der  „EurbeF 

Fig.  11. 


jPjt,  WO  »  +  Ä?,  so  liegen  fttr  die  richtige  Stellung  diese  Schnittpunkte 
auf  einer  Stegnormalen.  Dieser  Umstand  ermöglicht  eine  Näherungs- 
konstruktion, indem  man  um  die  Stegendpunkte  Sj'eise  mit  den  Kräften 
P3,  P4  als  Halbmessern  beschreibt,  deren  Richtungen  benachbart  sind 
jener  mit  unbekanntem  Angriffspunkte,  und  auf  ihnen  die  Strecke  der 
Eoppelkraft,  P^,  mit  ihren  Endpunkten  so  lange  verschiebt,  bis  die  er- 
wähnten Schnittpunkte  die  verlangte  Lage  haben  (Fig.  12).  Für  die 
Genauigkeit  dieser  Konstruktion  ist  es  offenbar  am  günstigsten,  wenn 
die  Winkel  zwischen  dem  Stege  einer-  und  Ci,  Ck  andererseits 
sich  von  45®   nicht  zu  weit  entfernen.     Nach  Bestimmung  der  Straft- 
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richtungen  kann  man  den  Abstandsplan  nach  dem  firOheren  TerUn 
yerrollstandigen,  oder  man  projiziert  das  ermittelte  KiaftemeGkrf 
die  Normale  einer  anderen  Seite,  z.  B.  P^;  die  Projektion8pmiUgn||i 
ist  ähnlich  der  3,  2,  1  des  Abstandsplanes  und  so  ist  der  MM 
Punkt  2  bestimmt. 

Wenn  alle  vier  Angriffspunkte  gegeben  sind,  z.  B.  lik'hu'hni^ 
der  Abstandsplan,  und  drei  Eraftgrofsen,  Pk'Pm'Pu,  so  sindbit 
Momentendreiecken  der  Angriffspunkte  nur  die  drei  von  P,-  henÄ» 
den  Seiten  imbekannt,  das  des  Punktes  t  also  YollstSndig  beriii4 
und  dadurch  in  den  anderen  je  zwei  Seiten  von  bekannter  Gioliei» 
der  Richtung  nach,  so  dafs  schon  eines  die  vierte  Momentenrichtang^ 
(Die  weiteren  Ausführungen  Schubert  a.  a.  0.  S.  38 f.)  Zu  banabi 
ist  hier,  dafs  man  die  drei  Eraft^ofsen,  bezw.  den  Abstandspkn  lüdl 

Fig.  11 


ganz    willkürlich    annehmen    kann.     Die   Momente   für    den   Pml* 
müssen  solche  Gröfsen  haben,  dafs  sie  ein  Dreieck  bilden  können,  d 

I  Pnhn  —  Prnlim  \  <C  Pikhk  <  Pmhm  +  Pnknf 

t,  Jt,  /,  m  =  1,  2,  8,  4. 

Schliefslich  wollen  wir  noch  in  Erwägung  ziehen,  ob  bei  flfll 
System  von  vier  Kräften  der  früher  mit  /),  bezw.  Qi  bezeichneten  Ä 
normal  in  einer  Ebene  wirkend  an  einer  starren  Geraden,  der  Ai 
gleich  zweiter  Ordnung  erreichbar  ist.  Es  müssen  dann  anÜNT  ä 
Kräften  ai  gleichzeitig  die  Kräfte  a'iy  ai'y  a^',  ai'  f&r  sich  im  Oh» 
gewichte  sein,  welche  mit  den  ersteren  gemeinsame  Angrifispoit 
haben,  während  der  Winkel  zwischen  zwei  Kraftrichtungen  o,-', 
entsprechende  a/  benachbart  sind,  doppelt  so  groüs  ist  als  doii  ' 
Oleichgewichtsbedingungen  für  die  ai'  sind  also  dieselben  wie  Ar 
a/,   folglich   müssen   sich   die  Kräftepläne   beider  in   Perspektive  U 
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bringen  lassen,  soll  der  Ausgleich  zweiter  Ordnung  erzielt  werden. 
Wahrend  eine  a'-Richtung  einen  vollen  Winkel  einmal  durchläuft,  be- 
schreibt die  entsprechende  a/'-Richtung  denselben  zweimal.  Die  beiden 
Büschel  sind  also  nicht  eindeutig  auf  einander  bezogen,  somit  nicht 
projektiv  und  lassen  sich  folglich  auch  nichl  in  Perspektive  Lage 
bringen.  Der  Ausgleich  zweiter  Ordnung  ist  mithin  bei  vier  Straften 
unmöglich.  Doch  sei  dies  auch  auf  konstruktivem  Wege  dargethan. 
Um  zu  einer  a '-Richtung  in  einfacher  Weise  die  entsprechende  a"  zu 
finden,  läfst  sich  der  Umstand  benützen,  dafs  in  einem  Sj*eise  ein 
Zentriwinkel  doppelt  so  grofs  ist,  als  der  Peripheriewinkel  über  dem- 

Flg.  IS. 


selben  Bogen,  was  auch  dann  gilt,  wenn  ein  Schenkel  des  letzteren 
den  Kreis  nur  rückwärts  verlängert  schneidet.  Wählt  man  einen  Ereis- 
punkt  C  zum  Scheitel  der  a'-,  den  Mittelpunkt  C  zu  dem  der  a"- 
Richtungen,  und  die  Gerade  C'C"  zur  gemeinsamen  Anfangsrichtung, 
so  sind  CA,  C"A  zwei  entsprechende  Richtungen,  wenn  A  ein  S[reis- 
punkt  ist  (Fig.  13).  Umgekehrt  sieht  man,  daCs  entsprechende  Rich- 
tungen der  Büschel  a'  und  a'\  wenn  diese  eine  Richtung  entsprechend 
gemein  haben,  einander  auf  einem  Kreise  schneiden.  Daraus  geht 
hervor,  dafs  auf  einer  Geraden  s  einander  nie  vier  entsprechende  Strahlen 
schneiden  können,  wie  fQr  die  Perspektive  Lage  notwendig  wäre, 
sondern  nur  drei,  die  Richtungen,  welche  von  den  Schnittpunkten  der 
Geraden  s   mit  dem  Strahle  C'C"  imd  dem  Kreise  bestimmt  werden. 

Prag,  31.  Dezember  1901. 


126       I>ie  Festigkeit  ebener  Platten  bei  normaler  konstanter  Belastiuig. 

Die  Festigkeit  ebener  Platten  bei  normaler  konstanter 

Belastung. 

Von  H.  Heimakn  in  Berlin. 

Der  Versnchy  die  von  Kirchhof f  nnd  Glebsch^)  gegebene  nn- 
fjEissende  Theorie  der  Deformation  dünner  Platten  tOr  die  wichtigsten 
Fälle  der  Praxis  in  möglichst  einfEtcher  Weise  abzuleiten,  dürfte  zaent 
von  Grashof)  unternommen  sein.  Mit  Recht  bemängelt  ▼.  Bach*) 
diese  Ableitung,  insofern  sie  nur  die  in  Wirklichkeit  sehr  selteo 
eintretenden  Grenzfälle  —  freie  Auflage,  bezw.  absolut  feste 
Einspannimg  —  berficksichtigt.  Die  durch  y.  Bach  aufgestellte  Nihe- 
rungstheorie,  welche  jeweihg  durch  Versuch  zu  bestinunende  Er- 
fahrungskoefQzienten  benützt,  reicht  zwar  f&r  die  Bedüi&isse  prak- 
tischer Berechnung  yoUig  aus,  gestattet  jedoch  keinen  genauen  Einblick 
in  das  Wesen  der  eintretenden  Deformation. 

Es  ist  klar,  dals  bei  Kenntnis  der  Zustandsgieichungen  Ton  Plattoi 
durch  Belastungsyersuche  an  solchen  wertyolle  Aufschlüsse  über  Elasti- 
zitätsmodul, Querkontraktionskoeffizient  und  den  Geltungsbereich  des 
Hookschen  Gesetzes  gewonnen  werden  können.  Die  eintretenden  Band- 
yerschiebungen  bei  beliebiger  Einspannimg  und  die  maximale  Durck- 
biegong  sind  leicht  zu  messen,  konstante  Belastungen  dnrch  Flüssige 
keitsdruck  auf  das  genaueste  herzustellen,  sodafs  alle  Vorbedingung«! 
für  einen  Vei^leich  der  wirklich  eintretenden  Verhaltnisse  mit  den 
yon  der  Theorie  geforderten  gegeben  sind. 

Dies  rechtfertigt  den  Versuch,  jene  Gleichungen  in  besonderer 
Weise  zu  entwickeln,  zumal  da  diese  Entwicklung,  wie  in  einon 
späteren  Aufsatze  gezeigt  werden  soll,  prinzipiell  auch  auf  krumme 
Platten  anwendbar  bleibt.  Weiterhin  wird  sich  zeigen,  dals  eine  Inte- 
gration dieser  Gleichungen  für  den  Fall  der  fest  eingespannten  Ellipse 
und  des  beliebig  eingespannten  Kreises  in  einfacher  Weise  mög- 
lich ist. 

Im  folgenden  werden  die  yon  G  leb  seh  angewandten  Bezeich- 
nungen  benutzt.     Nur  wird  der  Querkontraktionskoeffizient  statt  mit 

u  mit  —  bezeichnet.     Die  x,  ü  Ebene   wird   in   die  Plattenmittdebene 
*  tu 

gelegt 

1)  Clebsch,  Theorie  der  Elastizität  fester  Körper,  Leipzig  1862.    S.  264  o.  f 

2)  Grashof,  Die  Festigkeitslehre,  Berlin  1878.    S.  300  u.  f. 

3)  Bach,  Elastizität  u.  Festigkeit,  Berlin  1894.    S.  378  u,  f. 
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Die  Qnindgleichimgen  der  Elastizitatstheorie  lauten  nun: 


(1) 


dabei  bedeutet: 


Ju  + 


in  —  2  ^o; 
^      ,       m      de       rx 


^u; 


a««  +  ay«  + 


du      df>    .   ato 

dx"^ dy  "^  a«* 


Zu  diesen  Gleichungen  treten  noch  die  Oberflächenbedingungen 
hinzu.  Zum  Teil  wirken  auf  die  Oberflächenelemente  bekannte  äufsere 
E^räfte,  zum  Teil  sind  für  die  Elemente  bestimmte  mefsbare  Verschie- 
bungen gegeben.  Im  yorliegenden  Falle  sind  beispielsweise  die  auf 
die  ebenen  Begrenzungsflächen  wirkenden  Pressungen  gegeben^  die  am 
zylindrischen  Band  eintretenden  Verschiebungen  zu  messen. 

Unter  Berücksichtigung  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  der  ein- 
tretenden Verschiebungen  setze  man 

w  =  9o  +  ^9i  H ^9i.  H 

(2)  t?    =  ^0  +  ^*l  +  •  •  •  ^*n  +  •  •  •  • 

wobei  %  Xf  ^  Funktionen  yon  x  und  y  allein  sind. 

Eliminiert  man  u,  v,  w  mittels  der  Gleichungen  (2)  aus  (1)  und 
fafst  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  z  zusammen,  so 
erhält  man  statt  (1)  das  System  (3): 

a.)  ^^,+(„+2)(n+l)y.+,+  ;;^A{^+^+(„+l)j;,^,j=0 

M  ^*.+(«+2)(«+i)*-+.+;r^^(%+^+(«+i)z.+i)=o 

«»)^ar,+(«+2)(«+l)ar,+,  +  j;^(«+l){%ti+^+(«+2)x»+,)  =  0' 


a*      a* 

dabei  ist  2^  =»  ^— i  +  r— s,  und  n  nimmt  alle  Werte  von  0  bis  cx>  an. 
ox^      oy  ' 

Aus  der  Form  der  Gleichungen  (3)  folgt,  dafs  6  Funktionen,  etwa 
9>o,  ^07  Xo;  ^^^  V\}  ^\}  Xi)  beliebig  und  die  übrigen  durch  sie  bestimmt 
sind.  Diese  6  Funktionen  sind  so  zu  wählen,  dafs  den  Grenzbeding- 
ungen genügt  wird. 

Im  vorliegenden  Falle  lauten  die  Grenzbedingungen: 

^18  =  Ol    ^8  =  0>    ^8  =  Ä  bezw.  p^ 
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für  z  ^±dj  wenn  d  die  halbe  Plattendicke  bedeutet.     Femer  UjV^w 
am  zylindrischen  Rande  =  bestimmten  meisbaren  GröJBen. 

Drückt  man  t^^,  t^^,  t^  durch  die  Verschiebungen  aus,  so  eriiüt 
man  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  d*,  d*  •  •  •  (dünne  Platta) 
folgende  Gleichungen: 

9.  +  ^  +  i(29.  +  ^•)  +  ««(3^,  +  fe)  +  *'(4,>.  +  ^)  =  0 

■»+1 

_     "« +  ^ 

(4)  "  9'.  +  fe  +  «*(39'.  +  ^)  =  0 
(4a)                            ^.  +  ^  +  **(3lC.  +  ^)-0 

(5)  2^.  +  ^+d«(4y,  +  ^)-0 
(5a)  2*,  +  ^+d»(4^,  +  ^)-0 


2mJ? 


C8')2s^«.  +  dr5fö  +  ^')  +  «'(*l5|'.  +  dr,^+|*)) 


-(a-ft)-sil^- 
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In  den  Gleichungen  (4)  bis  (6  a)  kommen  die  Funktionen  9o  *  *  *  9^4; 
If'o  •  *  *  ^47  JCo' ' '  TU  ^^^  ^^^  zwar  gruppenweise  derart,  dafs  (4),  (4a), 
und  (6a)  nur  die  Funktionen  9^,  9)3,  ^j,  ^3  und  Xof  Xif  TU  enthalten, 
dagegen  (5),  (5a),  (6)  die  Funktionen  tp^,  <p^,  <p^,  if^,  ^2,  ti  ^^  Zv  U 

Entsprechend  sollen  nun  mittels  der  Gleichungen  (3)  erst  aus  (4),  (4  a) 
und  (6  a),  dann  aus  (5),  (5  a)  und  (6)  diese  Funktionen  eliminiert  werden. 

Aus  Gleichimg  (3)  Cq  folgt: 

^^^  dy  ^  dy  m     ^^       ^        m     ^«' 

aus  (3)  c^: 

und  wenn  man  (3)  a^  nach  Xf  (3)  6^  nach  y  di£ferenziert  und  addiert: 
W     ^  •  ^^  fö  + 1*)  +  efÄ  +  >^)  +  ^^;.  -  0.   • 

Differenziert  man  femer  (4)  und  (4  a)  nach  x  bezw.  y  und  addiert, 
so  erhält  man: 

Zunächst  eliminiert  man  nun  aus  (6  a)  -^  +  ^  imd  jr^,  sodafs 
entsteht: 

(11)  ^'-^iT^^m^^-^Vd^+Ti  +"3  j="(^i"A)-2^sr:Eä 

Aus  Gleichung  (9)  und  (10)  erhalt  man  weiter 
(12)  2.!lz:lx,-i^2o  =  ^{(»»-l)^^Zo  +  2(2»»-l)^Z,}, 
wobei 

Aus  Gleichung  (12)  folgt,  da  d  klein  sein  soll,  dafs  in  erster  An- 
näherung: 

(13)  ««-2(jr=nn-^^- 

Mittels  dieses  Annäherungswertes  far  %^  erhält  man  aus  (12): 
und  aus  (9): 

Z«ltMliilftf.M»th*9»tikii.Pli7rik.  48.B*iid.  IMl.  l.Htft.  9 


130       Die  Festigkeit  ebener  Platten  bei  nonnaler  konstanter  Behwtong. 
sodafs  (6a)  übergeht  in: 

(14)  ^^^_l(a^).=!^, 

eine  Gleichung,  die  mit  der  von  Grashof  gegebenen  identisch  ist 

In  ähnlicher  Weise  werden  nun  Gleichung  (5),  (5  a)  und  (6)  be- 
handelt.    Aus  (5)  und  (5a)  folgt,  daGs  in  erster  Annäherung: 

aus  Gleichung  (3)oo  also: 

aus  (3)6jj: 

und  wenn  man  in  Gleichung  (6)  das  Glied  mit  d^  yemachlassigt^  p^  und 
p^  konstant  voraussetzt  und  nach  x  bezw.  y  differenziert: 

(16)  ^,.  +  J±i^(^.  +  a^)_0. 

Die  Gleichungen  (14),  und  (15)  und  (16)  lösen  das  Problem  vollr 
ständig,  denn  aus  %;  ^o;  Zo  setzen  sich  die  Verschiebungen  der  Platteor 
mittelebene  zusammen,  und  9^,  ^^,  ^i  ' ' '  sind  aus  ihnen  in  der  an- 
gegebenen Weise  bestimmbar.     Am  zylindrischen  Bande  haben  9^,  ^|^, 

Xo;  -^  und  -J^  bestimmte  gegebene  Werte  und  sind  demgemals  aus  den 

Gleichungen  (14),  (15)  und  (16)  zu  berechnen. 

Bemerkenswert  ist,  dafs  die  Verschiebungen  Xo  senkreeht  txa 
Mittelebene  unabhängig  von  den  in  der  Mittelebene  stattfindenden 
Verschiebungen  q>^  imd  ^^  sind.    Wenn  also  die  Art  der  Einspannmig 

derartig  ist,  dafs  sich  tp^  und  ^q,  nicht  aber  Xq,  -^  und  -^  am  Bande 

ändern  können,  dann  ändert  sich  Xo  überhaupt  nicht.    Dagegen  ändern 

sich  die  Spannungen.  —  z.  B.  t^^  entsprechend  dem  Werte  -^ 


it. 


df, 

d9 
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Im  Folgenden  soll  für  den  Fall  der  beliebig  eingespannten  Kreis- 
platte  und  der  fest  eingespannten  elliptischen  Platte  die  Anwendbarkeit 
der  Entwickelungen  gezeigt  werden. 

a)  Beliebig  eingespannte  Sj-eisplatte. 
Man  setze:  B  =»  Radios  der  Scheibe 

i  =  Verschiebung  am  Rande  J_  zur  Mittelebene 
^  =  V  „         »      in  der  „ 

d  =  Winkel  der  Plattenmittelebene  mit  der  a;y  Ebene 
am  Rande. 
Der  Ansatz: 

wobei 

r^  =  x^  +  y\ 

genügt  der  Gleichung  (14): 

und  den  Randbedingungen,  die  Ansätze: 

den  Gleichungen  (15)  und  (16)  und  der  Randbedingung,  sodafs  durch 
diese  Funktionen  ^q,  ^q,  Xo  die  Verschiebungen  der  Mittelebene  einer 
gleichförmig  belasteten  beliebig  eingespannten  S^reisplatte  definiert 
sind.     Es  war  allgemein: 

w  =  9o  +  ^9i  +  ^Vj  •  •  • 

V  =  *o  +  ^*l  +  ^Vj 

«^  =  Xo  +  ^«1  +  ^*  •  «» 
Nun  ist  nach  Gleichimg  (4)  und  (4a) 

nach  Gleichung  (5)  und  (5  a) 

und  nach  Gleichung  (6)  ^i  =  constant,  d.  h.  ^  =  ^  =  0.  Femer 
nach  Gleichung  (13): 

Z2  =  ^Zo'2(ni-l)5 

9* 
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daher  lauten  die  Verschiebimgen  eines  beliebigen  Plattenpunktes 

du 


r==*o-^^ 


«^  =  Zo+^-Zi+^-  äTiÄ 


daraus  lassen  sich  dann  Spannungen  u.  s.  w.  in  bekannter  Weise  dmdi 
einJEeu^he  Rechnung  ableiten.  Dieser  Fall  dürfte  wegen  der  toD- 
kommenen  analytischen  Lösung  besonders  f&r  yergleichende  YersnclK 
geeignet  sein. 

b)  Fest  eingespannte  elliptische  Platte. 

Man  setze  a  und  b  gleich  den  Halbachsen  der  Ellipse.    Der  Annii: 

genügt  der  Gleichung  (14),  den  Bedingungen 

X,  =  0,  ||  =  Ound|^»=0    ßr    y«  =  ^Ic«« -x«),     d.    h.    für  de. 

Rand  der  elliptischen  Platte. 

Die  Ansätze   fpQ^O   und   ^o  ^  ^   genügen  den  Gleichungen  (15) 
und  (16)  und  der  Bedingung  am  Rande. 

Femer  ist  ganz  wie  Torhin 

2i  =  con8tant,    ^j  =  ^ 


2(m  — 1) 

Demgemäfs    sind   ganz   allgemein   die  Verschiebungen   Uy    v,   w  eines 
Punktes  der  gleichförmig  belasteten  festeingespannten  elliptischen  Platte: 

"  =  --!?  =  - 35M^-OT-«-J'(**^  +  «V-««6«) 


-=      »«^T36^+lS^(^*^  +  «'-'-«^*')*  +  'X^  +  ''2^ 


wenn 


P_  8(Pi— IS)*»'  — ^ 

gesetzt  wird. 

Hieraus   lassen   sich   dann   wieder   die   Spannungen   n.   s.  w.   ab- 
leiten. 
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Es   mag   bemerkt   werden^  dals   die  Spamiimgen  eines  beliebigen 

Punktes  gemäfe  der  Form  von  u,  v,  w  stets  den  Faktor       «  i  35«  i  o  %h% 

enthalten  müssen.  Folglich  mufs  auch  ein  richtig  abgeleiteter  Mittel- 
wert diesen  Faktor  enthalten. 

Dies  ist  bei  der  v.  Bach 'sehen  ^)  Ableitung  im  Gegensatz  zur 
F ö ppT sehen  ^)  der  Fall.  Daher  ist  erstere  bei  der  praktischen  Berech- 
nung der  Spannung  yorzuziehen. 

Was  den  Fall  der  fest  eingespannten  rechteckigen  Platte  angeht, 
so  ist  schon  von  Grashof ^)  die  Unmöglichkeit  der  analytischen 
Lösung  mittels  der  Elastizitätsgleichungen  nachgewiesen.  Der  Grund 
dafür  liegt  darin,  dafs  bei  Ableitung  der  Elastizitätsgleichungen  Stetig- 
keit der  Oberflächenkräfte  vorausgesetzt  wird,  während  bei  der  recht- 
eckigen Platte  am  Rande  Sprünge  der  Eräft;e  auftreten. 

Doch  giebt  es  auch  für  diesen  Fall  Einspannungsarten ,  die  eine 
analytische  Lösung  zulassen  und  für  den  Versuch  leicht  verwirklicht 
werden  können.     Man  setze  z.  B.: 

wobei  2a  und  2b  die  Bechteckseiten  sind, 

9>o  =  *o  =  0- 

Es  genügen  diese  Ansätze  den  Gleichungen  (14),  (15)  und  (16),  femer 
den  Bandbedinfinimren  ^ 

^^^Cx(h^-y^)    für    a:  =  ±a 

1^  =  -  C»(a«  -  a;^    für    y  =  ±  6. 

Eine  derartige  Einspannung  wird  durch  federnde  Wände  (s.  die  Figur 
auf  S.  134),  wie  sie  von  Zeifsig*)  beschrieben  worden  sind,  erreicht. 
u,  V  und  w  werden  also: 

cx  ' 


Ho, 

dy  ' 


^==-^-ä7^ 


1)  Bach,  Elastizität  und  Festigkeit,  Berlin  1894.    S.  412. 

2)  Föppl,   Yorlesnngen   über   techn.  Mechanik,    Band  III  Festigkeitslehre, 
Leipzig  1897.    S.  217. 

3)  Grashof,  die  Festigkeitslehre,  Berlin  1878.     S.  365. 

4)  C.  Zeifsig,  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Band  64,  1898. 


H    Die  F^MffcRt  el>«B«r  Pb»M  etir.   T^m  E,Bmimmmm, — 


Dm  ziuainmeiEfiuKiide  Ergebnis  n 
so:  Die  Defonnatioiien  und  SpMnnngen  der  in  der 


bdik 


Veise  eingespannten  Bechteckpimtte,  der  fest  eingespannten  dliptiBchoi 
'laite,  der  beliebig  eingespannten  Kreisplatte  sind  bei  g^eirihfBrmigcr 
Jelastong  analytisch  genau  darstellbar  ond  dorch  Versach  leicht  naek- 
nprOfen. 


Kleinere  MitteilimgeiL 


Wer  hat  den  Läufer  des  Beehensehiebers  znenA  erfniidAn? 

Seit  einem  halben  Jahrhundert  herrscht  unbestritten  die  Ansicht,  der 
ui  den  meisten  Rechenschiebern  (von  den  englischen  abgesehen)  Torhandene 
30g.  L&ofer  sei  mn  das  Jahr  1850  Ton  A.  Mannheim  eingeführt  worden. 
Die  folgenden,  der  ^Jnstmction  snr  la  maniere  de  se  servir  de  la  regle  a 
calcol,  dite  regle  anglaise  on  Sliding  Bnle,  . .  J^  Ton  Ph.  Monzin, 
3*  edition,  Paris  1837,  p.  109  entnommenen  Sätze  werden  uns  eines  andern 
belehren:  On  ajoute  quelquefois  a  la  regle  a  calcol  nne  pieoe  en  coiim 
qpi  pent  gHsser  le  long  de  Tinstroment.  Elle  donne  le  mojen  d'etablir 
plus  exactement  la  colncidence  des  traits  de  la  ligne^)  snperienre  avee  ceiiz 

1)  Ligne,  englisch  line,  bedeutet  hier  Skala. 


Kleinere  Mitteilnngen. 
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|efi  ligiies  des  sinus  et  tangentes.  On  peut  encore  s^en  servir  pour  marquer 
point  oh.  Von  est  arrive  par  ime  premiere  opemtion^  lorsqu*oti  a  besoin 
l'ea  faire  une  seconde  pour  parvenir  an  resuJtat.  Es  kann  kein  Zweifel 
5ber  besteUea,  dafs  hier  unter  der  „piec©  en  cuivre  qui  peut  glisser  le 
ong  de  rinstrument*^  eine  Vorriehtung  zu  versteben  ist,  übnlieli  dem 
fcigen  Lauf  er  —  Zweck  und  Gebrauch  desselben  könnten  gar  nicht 
atlicher  beschrieben  werden  —  der  demnach  nicht  erst  gegen  1850, 
Dsdem  schon  1837  angewandt  wurde.  Den  Namen  des  ersten  Erfinderg 
emen  wir  freilich  nicht  kennen,  Dafs  der  Lüufer  mit  dem  ReeheBSchieber 
elbst  aus  England  nach  Frankreich  gekommen  wäre,  ist  nicht  wahrscheiiilichi 
la  die  Englander  sich  heute  noch  nicht  mit  dem  Läufer  befreunden  können.  *) 
7ie  Geschichte  des  Rechenschiebers  bedarf  noch  in  manchen  Punkten  der 
lufklärung,  und  es  wäre  eine  Mitteilung  über  den  eigentlichen  Ursprung 
tdes  Läufers,  über  welchen  nacb^u  forschen  diese  Zeilen  eine  Anregung  geben 
ImÖehten,  nicht  am  wenigsten  zu  begrülsen,  M. 


Ein  frülies  Beispiel  einer  Anamorpliose. 

Wird  eine  zur  Funktion  z  ==  f(x^  p)   gehörige  graphische  Tafel,  be- 
'  stehend  in  den  zu  verschiedenen  Werten  z^j  ^j,  j?|,  »  .  ,  von  s  gehörigen  und 
mit  diesen  Werten  bezifferten  (kotierten)  Kurven  mit  den  Gleichungen 

P  f(^7  td  =  -^01  K^r  y)  =  hy  f(^j  l')  =  ^».  *  *  't 

durch  eiBö  Koordinate ntransfonnation  so  umgewandelt,  dafs  Jene  Kurven 
in  einfachere,  insbesondere  in  gerade  Linien  tibergehen,  so  heifst  bekanntlich 
dieser  Vorgang  eine  Anamorphose.^)  Man  scheint  bisher  nicht  im  mindesten 
daran  gezweifelt  zn  haben,  dafs  vor  Leon  Laianne,  der  IS^^S  den  Begriff 
der  Anamori>hose  allgemein  entwickelt  hat^),  niemand  eine  solche  ausgefülirt 
habe.  Wir  sind  jedoch  in  der  Lage,  eine  derartige  Umwandlung  aus  dem 
Jahre  1828  nachzuweisen.  Sie  findet  sich  in  dem  Schrifteben  von 
K.  Tenner,  Kurze  Beschreibung  eines  Planimetei-s  oder  allgemeinen  Inhalts- 
messers zum  Gebrauch  bei  Landesvermessungen  und  für  praktische 
Geometrie  -  .  .,  Darmstadt  1828,  kL  8",  24  S.  mit  3  Kupfertafeln.  Es 
werden  in  diesem  Schriftchen  graphisch-mechanische  Hilfsmittel  zur  Be- 
stimmung der  Inhalte  von  Dreiecken  dargeboten.  Vorausgesetzt  ist,  dafs 
die  Grundlinien  der  {durch  Zerlegung  von  Parstellen  entstandenen)  Dreiecke 
auf  dem  Felde  gemessen,  also  zahlenmüfsig  gegeben,  die  Höhen  der  Drei- 
ecke dagegen  aus  einem  vorhandenen  Piano  abgestochen,  d.  h.  als  Strecken 
gegelien    seien.      Eine    graphische    Tafel    mit   einer    Schar   von   Hyperbeln, 


k  l)  In  dem  Katalog  der  Firma  W.F.Stanley -London  wird  ein  Reche  nechi  eher 

mit  LEnfer  als  Gravet'»  sLide  nile  (so  geoaimt  nach  der  ehemaligen  Firma  Gravet, 
jetzt  Tavernier-Gravet  in  Paria)  aufgeführt,  ErskiDß  Scott  teilt  in  seiner 
Short  table  of  logarithms  and  anti-logarithma  to  ten  place«  of  decimali,  London  1^97^ 
p.  XV  mit,  dafs  er  1870  selbßtandig  auf  den  Läiifer,  den  er  synthotic  index  nennt, 
gekommen  aei. 

2)  B.  etwa  Encyklopädie  der  mathem.  WiBsenBch.,  Bd.  I,  p.  1030,  1032. 

S)  Pariaer  Comptes  renduB^  t  16,  p.  1162. 
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Kleinere  Mitteilung^. 


welche  die  Koordinatenachsen  zu  Asymptoten  hahen,  wie  ähnliche  Ti&b 
später  wieder  vorgeschlagen  und  anf  Glas  gezeichnet  in  den  H&ndel  p- 
bracht  worden  sind  ^),  bildet  Fig.  7.  Die  Abscissen  entsprechen  d«i  6ia^ 
linien  oder  halben  Grundlinien  der  Dreiecke,  die  mit  dem  Zifkd  t^ 
zutragenden  Ordinaten  den  Höhen  derselben;  an  den  Hyperbeln  werittÄl 
Inhalte  abgelesen.     Aber  in  Fig.  1  ist  die  Abscissenachse  nach  dem  M  | 

x'  =  -  geteilt,  wodurch  statt  der  Hyperbeln  sich  gerade  Linien  erpta 

OS  I 

haben,  und  zwar  ist  dieses  Ergebnis  kein  zoflllliges,  sondern  ob  ^  I 
Tenner  gewolltes.  Also  ein  Beispiel  einer  wirklichen  AnamorplM^| 
15  Jahre  älter,  als  die  erste  Veröffentlichung  von  Laianne!  M. 


Anskfinfte. 


H,  0.,  Ä.     Sie  fragen,  was  in  Sachen  der  Zehnteilung  von  Zeiti 
Kreisumfang  in  Deutschland  geschehen  sei?     Ansführliche  Angaben  ' 
Sie  in  dem,  im  Namen  der  „Tafelkommission^*  der  Deutschen  Mati 
Vereinigung    1899    erstatteten   Bericht   über   Winkelteilbng,   Yon 
Ihnen   ein  Abdruck  zugehen  wird.     Am  meisten  Vorteile  gewährt  mi  i 
gleich  am  verbreitetsten  ist  (nächst  der  alten  Winkelteilong)  die 
Teilung  des  rechten  Winkels  („neue  Teilung"),  welche  seit  dem  T 
jenes  Berichts  besonders  in  Frankreich  nicht  unwesentliche  Fort8dirilii| 
Bezug  auf  Wertschätzung  und  Verbreitung  gemacht  hat  (vgL  dan 
Zeitschrift  Bd.  46  S.  484,  485  und  Bd.  47  S.  266,  492).    Die  in  dem  (     ' 
Bericht  nur  gestreifte  Frage  der  Zehnteilung  der  Zeit  ist  in  De 
noch  wenig  erörtert  und  gefördert  worden  (vgl.  etwa  diese  Zeitschrift Bil 
S.  266,  Schrift  von  P.  Crüger),  dagegen  viel  in  Frankreich, 
durch  den  unermüdlichen  J.  de  Bey-Pailhade,  der  erst  kürzlich 
auf  dem  Kongrefs  der  Association  fran^aise  pour  Tavancement  des 
in  Montauban  (7. — 15.  August  d.  J.),  zwei  Vorträge  darüber  gehsltal 
(„Tables  manuscrites  etendues  pour  Tapplication  da  Systeme  dedmilM 
mesure  du  temps  et  de  la  circonference",  „Considerations  sur  le  choix^ 
nouvelle  unite  physique  de  temps  deciroal").  IL 


1)  Z.  B.  1883  von  M.  Kloth.   Eine  graphische  Multiplikationstafel  mit | 
eeitigen  Hyperbeln  hatte  bereits  Pouch  et  1797  angegeben,    vgl.  Enc  " 
Bd.  I,  p.  1029. 
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BtcherscMn. 


C»  Neiimann.     Über  die  Maxwell-Hertsaohe  Theorie.     Sonderabdruck 

aus  den:  Abhandlungen  der  EgL  Süchs.  Ges.  d.  Wissen  seh.  27,  No.  11^ 
Leipaig  (B.  G.  Teubner),  1901.     138  S.     Preis  3,50  Mk. 

Die  Maxwellscben  Differentialgleicbungen  der  Elektrodynamik,  welche 
funSchst  nur  flir  unbewegte  Körper  aufgestellt  sind,  hat  bekanntlich  Hertas 
auf  den  allgemeinen  Fall  eines  in  substantieller  Bewegung  befiadlicheu 
SjBtems  ausgedehnt. 

Ein  genaues  Studium  dieser  allgemeineren  Maxwell-Hertzscben 
Gleichungen  (der  „Maxwell-H  ertzscben  Theorie"),  insbesondere  hin sicbtlich 
der  Folgerungen,  welche  sich  aus  ihnen  streng  ableiten  lassen,  bildet  dea 
Inhalt  der  vorliegenden  Abhandlung.  Es  mufs  zunächst  hervorgehoben 
.werden,  data  der  Verf.  aus  dem  angegebenen  Grunde  von  einer  etwaigen 
Herleihiixg  der  Maiswel Ischen  Gleichungen  von  vornherein  keinen  Gebrauch 
macht;  die  Existenz  der  in  Eede  stehenden  Gleichungen  ist  die  wesentliche 
Hypothese^  welche  den  Untersnchnngen  %u  Grande  liegt.  Auch  über  die 
elektrischen  und  raagnetiscbeu  Kräfte,  deren  Komponenten  in  jenen 
Gleicbttngeu  auftreten,  werden  keine  weiteren  Yoraussetznngen  gemacht,  als 
dafk  sie  durch  Vektoren  analTtisch  darsteDbar  sind.  Da  femer  die  ünter- 
suchnng  frei  ist  von  irgend  welchen  willkürlicbeD  neuen  Annahmen,  so 
t^dürfte  die  Abhandlung  ein  getreues  Abbild  der  Maxwell^HertRSchea 
Theorie  oder  vielmehr  derjenigen  Folgerungen  darbieten,  welche  sich  aus 
dieser  Theorie  mit  Notwendigkeit  ergeben"- 

Die  üntersnchungen  selbst  sind  in  sechs  Kapitel  eingeteilt,  von  denen 
das  erste  das  umfangreichste  ist.  Dieses  enthält,  nachdem  die  Maxwell* 
sehen  Gleichungen  für  ein  ruhendes  System  aufgestellt  sind,  die  Ableitung 
der  allgemeineren  ^r  ein  bewegliches  System  Termittelst  der  Hertas  sehen 
Hypothesen,  dafs  die  Zahlen  der  durch  em  beliebiges  Oberflöchenelement 
hindurchgehenden  elektrischen  und  magnetischen  Kraftlinien  von  der  Be- 
wegung unabhängige  Werte  besitzen,  namlicb  diejenigen,  welche  sieh  für 
ein  ruhendes  System  aus  den  Maxwell  schon  Gleicbmigen  ergeben.  Man 
erhält  dann  die  allgemeinen  Hertz  sehen  Grundgleichungen  der  Elekto- 
dynamik  in  folgender,  hier  der  Vollständigkeit  wegen   mitgeteilten  Form: 

Erste  Gmppe; 
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Zweite  Gruppe: 

dt  Ä\dy  8       Tis)' 


•» 


hierin  bedeuten  -^ ,  •  •  •  -^ ,  •  •  •  folgende  Abkürzungen 

9 

Die  durch  Punkte  angedeuteten  Gleichungen  entstehen  aus  den  jeweDig 
darüberstehenden    durch   gleichzeitige    cyklische  Vertanschung   der  GrölieD: 

X,    X,    S,      u,    a 

^,  8,  %    ^y  y- 

Diese  haben  folgende  physikalische  Bedeutungen:  Die  Grölsen  x,  jf,  5  lisd 
die  kartesischen  Koordinaten  desjenigen  Punktes  eines  mit  der  (Jeschwindig- 
keit  (of,  ß,  y)  bewegten  Systems,  an  welchem  zur  Zeit  i  eine  elektro- 
motorische Kraft  (-,  -  ,  -j,  eine  elektrische  Strömung  (u,  v^  w)  und  euR 

magnetische  Kraft  (— ,  — ,  —  j  herrschen,  wobei  b  die  DielektrizitStskonstuts 

und  fi  die  magnetische  Permeabilität  bezeichnen.  Die  Maxwellscha 
Gleichungen  ergeben  sich  aus  den  vorstehenden  für  den  Fall  a=— /J-»y«0. 

Nach  der  Ableitung  der  Hertz  sehen  Differentialgleichungen  giebt  nun 
Herr  C.  Neumann  den  strengen  Beweis  des  von  Hertz  nur  andeutungg- 
weise  begründeten  Fundamentalsatzes,  welcher  aussagt,  dafs  die  Form  der 
Differentialgleichungen  von  der  Wahl  des  kartesischen  Koordinatensystems 
(^9  Vi  ^)  unabhängig  ist.  Was  den  Beweis  selbst  anlangt,  so  besteht  er 
in  einer  direkten  Ausrechnung  der  Differentialgleichungen,  welche  bei  einer 
Koordinatentransformation  aus  den  obigen  hervorgehen  —  eine  Beweii- 
führung,  die  nach  Ansicht  des  Ref.  zwar  durch  den  augenblickliehen  Stand 
des  in  Betracht  kommenden  Teiles  der  Invariantentheorie  geboten,  die  aber 
insofern  etwas  unbefriedigendes  zu  besitzen  scheint,  als  sich  doch  sdum 
aus  der  äuTseren  Form  der  Differentialgleichungen  selbst  die  Eigenschaft 
ihrer  Invarianz  ergeben  mülste. 

Zum  SchluTs  des  ersten  Kapitels  wird  der  zur  Einführung  von 
Potentialen  notwendige  Satz  bewiesen,  dafs  die  den  elektrischen  und 
magnetischen   Zustand   definierenden   Komponenten  X,   9,  3i   ^9  ^i  K  im 

Unendlichen  wie  - ,  verschwinden,  unter  q  den  Abstand  des  unendlichfemen 

Punktes  vom  Nullpunkte  verstanden. 

Im  zweiten  und  dritten  Kapitel  werden  die  elektrischen  und  magnetischen 
Dichtigkeiten   und    die    Verteilung    von    Elektrizität    und    Magnetismus  in 


Bücherfichau, 


139 


einem  aus  Leitern  und  Kichtl eitern,  permanent-  und  temporHr^raagnetiscliea 
Körpern  znsaminengesetzten  System  untersucht. 

Das  vierte  Kapitel  ist  betitelt:  ,^llgem©ine  Ußtersuchungen  auf  Grund 
I  der  Hertz  sehen  Differential  gl  eich  ungen^\  Es  wird  hier  zu  nächst  ein© 
^Transfigiiration"  der  Gleichungen  vorgenommen,  indem  die  Newton  sehen 
Potentiale  der  freien  Elektrizitüt  und  des  freien  Magnetismus  eingeführt 
wer  «Jen.  Die  gewonnenen  Resnltato  werden  auf  speKielle  Fälle  angewendet 
In  diesem  Kapitel  zeigt  sich  femer,  dala  die  durch  die  Formeln 


definierten  Energieen  —  die  Integrale  über  den  unbegrenzten  Eaum  er- 
streckt —  infolge  der  Hertzschen  Gnindgleichungen  dem  allgemeinen 
Energieprinaip  sich  unterordnen.  Hier  finden  sich  auch  diejenigen  Relationen^ 
durch  welche  die  durch  die  elektrischen  und  magnetischen  Zustände  bei 
der  Bewegung  dea  Systems  hervorgerufenen  pondero motorischen  Kräfte  be- 
stimmt werden. 

In  den  beiden  letzten  Kapiteln  werden  die  Probleme  der  Elekü'ostatik 
und  Magnetostatik  behandelt  Um  das  Wesen  der  Maxwell-Hertzschen 
Theorie  heller  zu  beleuchten,  wird  die  Theorie  von  Poisson  zum  Vergleich 
herangezogen.  Die  Verschiedenheit  der  Resultate  tritt  dann  sogleich  hervor, 
wenn  man  z.  B.  in  einem  System  (Isolator  und  Konduktor  in  Luft)  die 
Dielektrizitätskonstanten  der  Luft  und  des  Isolators  als  im  allgemeinen 
verschieden  betrachtet  —  beide  Theorien  sind  dagegen  im  Einklang,  so- 
bald die  betrachteten  Dielektrizitätskonstanten  einander  gleich  sind. 

Charlottenhurg,  Rudolf  Bothe, 


Die  Fortttohritte  der  Physik  im  Jahre  1902.  Dargestellt  vom  der 
Deutschen  Physikalischen  Gesellschaft,  Jlalhmönailidws  Litter atur- 
verzeichms^  redigiert  von  Karl  Scheel  (reine  Physik)  und  Richard 
Assmann  (kosmische  Physik).  Braunschweig  (Friedr.  Vieweg  und 
Sohn)  1902,  l.  Jahrgang.  Preis  4  Mk. 
Diese  neue  bibliographische  Erscheinung  der  physikalischen  Litteratur 
hilft  zweifellos  einem  bisher  vorhandenen  Mangel  ab,  indem  sie  den 
physikalischen  Leser  in  den  Stand  setzte  in  kürzester  ^eit  und  bequem  von 
den  neu  erschienenen  Publikationen  seines  Arbeitsgebiets  Kenntnis  zu  nehmen. 
Der  Stoff  ist  sachlich  geordnet  entsprechend  der  Einteilung  in  den  „Fort- 
schritten der  Physik"^  sodafs  die  Leichtigkeit  der  Orientierung  nichts  zu 
wünschen  Übrig  läfst. 

Da  das  „halbmonatliche  Litteraturverzeiehnis**  hinsichtlieh  der  Citate  mit 
den  „Fortschritten"  übereinstimmt,  so  ist  auch  eine  dauernde  Gewähr  för  die 
hinreichende  VoUstlndigkeit  der  Aßgaben  vorhanden,  ilaa  wird  sowohl  der 
Redaktion  der  „Fortschritte**  wie  auch  der  Verlagsbuchhandlung  fUr  die  Ein- 
richtung dieses  leicht  zu  heschaffenden  Litterat urverzeichnisses  Dank  wissen. 
Charlottenburg.  Rudolf  Rothe. 
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Bücbarffehafi^ 


J.  H.  yan^t  Hoff.  Vorlefliingeci  über  theoretische  und  phjEÜili^ 
Chemie.  Erstes  Heft,  Die  cliemiaübe  Dynamik,  2;  Äat  BrwiDickfi^ 
Yieweg  &  Sohn  1901,     Geb,  7  Mk. 

Das     vorliegende    Werk    giebt    den    Inhalt    der    Vörlesnngeai  ni!  1 
Hoffs  über  „Ausgewählte  Kapitel  der  physikalisclien  Cbemie"  m  erwHtifll] 
Umfange  wieder.     Von  den  drei  Teilen  der  Arbeit  dürfte  Torxigf*i*j 
erste  —  die  cbemische  Dynamik   enthaltende   —   den  Physiker  uid  I 
matiker  ebenso  wie  den  Chemiker  interessieren,  während  der  2.  ^^^  ^ ' 
wohl    nur    den    letzteren    beschäftigen    werden.      Denn   der   2.  1^ 
chemische  Statik  —  handelt  von  der  cbemisehen  Konstitution,  di  l 
nnd  gegenseitigen  Bindung  der  Atome^  der  3.  Teil  ist  beschreib^:; 
tmd  giebt  die  Beziehungen  an,  welche  zwischen  den  chemischeii  imAl 
kaiischen   Eigenschaften    einerseits    und    der    Zusammeusetzmig   aadi 
bestehen.      Die    Einteilung   in    chemische    l>ynamik    und    chemiadst 
rührt    von  Lothar   Meyer    her.      Die    Dynamik    enthalt   nicht  aHoii 
Lehre  von  der  chemischen  Umwandlung   and   der  Reaktionsgeschi 
sondern  auch  die  Lehre  vom  chemischen  Gleichgewicht,  die  man  Im  i 
kaÜ^chen   Sinne   vielleicht  zur  Statik   rechnen   würde.     Indessen  ktiffll 
das    Wesen    der    chemischen    Gleichgewichtszustände    am    besten 
wenn   man  sie  als  Bewegungsvorgänge  auffaTst^  bei  denen  die  %jd\ 
Seiten    der   Beaktionsgleichungen    vorkommenden    Molekelgruppeti  m 
molekularer  Menge  auseinander  hervorgehen,  wodurch  die  ZujSBmmüi 
der  Misehmig  konstant  erscheint. 

Bei    einem  einheitlichen  Körper  ist  das  Gleichgewicht   nur  vom 
nnd     der    Temperatur    abhängig,     demnach    wird    durch    graphisclü 
Stellung   die   Beschreibung   der  in   dem   Buche   behandelten    Gleic 
zustände  vervollständigt^  wahrend  der  zweite  Hauptsi*tz  der  Thermodr 
Bestätigungen   und  Ergänzungen    liefert.     Als  Beispiele  sind  für  dM  ] 
kali^che    Gleichgewicht    eines    einheitKchen    Körpers    das    Benzoli  f^i 
chemische    Gleichgewicht   die    C jansäure    und    der  Schwefel    ge willig ' 
Fälle,  die  in  eiperimenteller  Hinsicht  genau  bekannt  sind.    Etwas 
lieh  erscheint  es^  dafs  als  Einheiten  das  Kilogramm  und  das  Meter 
werden.     In   den   folgenden  Abschnitten   werden  die  Gl eicb gewicht 
bei  zwei,  drei  und  vier  Körpern  untersucht     Tiefere  Einblicke  ifl 
Gleichgewichtszustände  werden  dann  gewonnen  auf  Gmud  molekuIiMi 
niseher  Vorstellungen,  die   im   Gesetz  von   Guldberg   und  Waagt  ' 
liert  werden  (§  2).     Nachdeni  die  Ableitung  dieses  Gesetzes  auf  '. 
und  auf  tbennodynamischem  Wege  gegeben  ist,  wird  es  auf  die  es 
genau   bekannten   Gleichgewichte    beim   Jodwasserstoff  und   beim  Stid 
peroiyd   sowie   auf  mehrere   Fälle   homogener  Mischungen   von  Nidrfrl 
Halbelektrolyten  —  seh  wache  Säuren  und  Basen  —  angewandt.    Im  f 
Falle   gUt   das  Ostwal dsche  Dissoziationsgesetz.     Bei  Elektrolyten  i^^ 
nicht  der  Fall,   daher   beschränkt  sich  hier  die   Darstellung   auf  tlk 
gleichung   einer   Reihe    von   eiperimen teilen   Resultaten    mit   den  inf ' 
empirischen  Formel   geftindenen  Werten.     Etwas  weiter   eindringetd*  ' 
retische  Betrachtungen  sind  hei  der  Hydrolyse   der  Salze   angestellt*  ' 
diesem  Falle  eine   der  Komponenten   oder   beide  nur  schwach  el. 
gespalten  sind.     Mit  Berücksichtigung   der  elektrolytischen  Dis>^' 
Wassers   ist    es    nunmehr    möglich,    die    filr   die    genaue    BeacbrfilrtB', 
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lydrölyse  aUgemein  gtUÜgen  fünf  Gleichungen,  anzustellen.     Die  Ableitung 
1er   Formel   für    das    Teilungsverhältöis    j-_j7    einer    Base    zwisohen    zwei 

äuren^  wenn  SUnren  und  Basis  in  molekularem  Yerbältnis  zusammengebracht 
werden,   bildet   eine  weitere   Anwendung   des  Gesetzes   von  Guldberg  und 
/"aage.     Bis    hierher    ist  der   Einßufs  der  Temperatur   auf  das  homogene 
Gleichgewicht   nicht   in  Betracht   gezogen.     Die  Berücksichtigung  der  Tem- 
jperatur    fuhrt    nun    zu    einer    neuen],     auch    für    das    heterogene    Gleich- 
gewicht gültigen  Gleichung  (jt=^2§^)i  ^*ö  zusammen  mit  der  Gleichung 

'  ^^nf    C  =  k  aJlgemeinere  Schlufsfolgeruxigen   gestattet     Um  den  EinfluTs 

featzustellen,  den  eine  Änderung  des  Volmnens  und   des  Druckes  auf  einen 
^■Gleichgewichtszustand   ausübt,   braucht   nuj  beachtet  zu  werden,  ob  und  in 
^B.welcher  Weise  die  Molekelanzahl  sich  ändert,  wenn  das  erste  System  in  das 
H zweite   übergeht.     Dazu   genügt   aber   die  Kenntnis   der  Heaktionsgleicbung. 
Hüm   den   Einliufs   kennen   zu   lernen,  den  eine  Temperaturänderung  hcrvor- 
H bringt,    braucht   man    die   Wärme t5nung   zu   kennen.     Die   IntegratioD   der 
^Kobigen   Gleichung    ergiebt    für    ein   konstautes   q  und   für    T  =  0,   Ä  =  Oo, 
Hd.  h,  es  muTs  beim  absoluten  Nullpunkte  C|  oder  C^  Null  werden.     Da  nun 
H^ie  meisten  chemieeheu  Prozesse  sich  bei  Temperaturen  abspielen,  die  nicht 
'öbermäfsig   weit  vom  absoluten  Nullpunkte  eatfemt  sind,   so  ist  es  erklär- 
lich, dafs  das  Berthelotgche  „Prinzip  der  maximalen  Arbeit*^^  in  so  vielen 
Fällen  antrifft     Dafs  hier  kein  Prinzip  vorliegt,  hat  man  zwar  schon  längst 
erkannt,    die   nähere   Begründung  dafür   ist   aus   van't  Hoffs  Darstellung 
klar  ersichtlich. 

Im  zweiten  Teile  des  Buches  wird  die  Reaktionsgeschwiadigkeit  be- 
handelt. Wenn  es  auch  an  Erfahningsthatsacben  auf  diesem  Gebiete  nicht 
fehlt,  so  ist  doch  bislang  eine  eingehende  theoretische  Verfolgung  der  Vor- 
gänge nicht  ausf^ührbar,  da  als  neue  Variable  die  Zeit  auftritt  imd  die 
Thermodynamik  daher  nicht  anwendbar  ist.  Bisher  ist  man  nur  auf 
kinetischem  Wege  au  Resultaten  gelangt,  die  in  vielen  Fällen  durch  die 
Erfahrung  bestätigt  wurden.  Immerhin  verschafft  die  Anwendung  des 
zweiten  Hauptsatzes  insofern  einen  genaueren  Einblick  als  die  maximale 
Arbeit,  die  ein  Proaefs  leisten  kann,  in  naher  Benehung  zur  Gröfse  der 
Eeakiaonsgeschwindigkeit  steht,  auch  läfst  sieb  die  als  „Affinität**  bezeichnete 
Ursache  eines  chemischen  Vorganges  in  einzelnen  Fällen  an  der  elektro- 
motorischen Kraft  messen,  die  in  einer  geeigneten  Kette  erzeugt  wird. 
Zwischen  der  Eeaktiünsgescb windigkeit  und  der  im  Gesetz  Ton  Guldberg 
und  Waage  ausgesprochenen  Gleichgewicht4Jbedingung  findet  derselbe  Zu- 
sanunenhang  statt  wie  zwischen  Dampfdruck  und  Verdampfungsgeschwindig- 
keit. In  mathematischer  Beziehung  bieten  sich  keine  Schwierigkeiten,  wenn 
eines  der  beiden  Systeme  stark  vorherrscht,  weil  dann  nur  die  Konaentra* 
tionen  dieses  Systems  vorkommen.  In  eiDzeluen  Fällen  ist  es  sogar  mög- 
lich gewesen,  aus  der  Vergleiübung  der  experimentellen  Resultate  und  der 
Grundgleichuug  die  Molekelanzahl  au  bestimmen,  z.  B.  bei  der  Bildung  von 
Cyameiid  aus  Cjansäure.  Es  wird  femer  durch  den  Versuch  bestätigt,  dafs 
die  Gleichgewichtskonstante,  wie  es  die  kinetische  Betrachtungsweise  verlangt, 
hei  der  Bildung  des  Äthylacetats  aus  seinen  Komponenten  gleich  dem 
Quütienteii  der  beiden  Geschwindigkeit^koustanten   ist,  die  in  dieseEi  Falle 
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bestinimbar  sind.    Im   AnschloCs   an  die  theoretisch  noch  eimgenmiM» 
g&nglichen  Vorgänge  wird  noch  eine  Anzahl  empirischer  Resultate  tibci  k 
Beaktionsge windigkeit   besprochen ,   aus    denen   hervorgeht,   dils  sdi  y^-\ 
haltnism&fsig  wenige  Reaktionen  zur  Bestimmung  solcher  Geschwiofi^ii^l 
eignen,  da  der  Verlauf  meist  sehr  schnell  erfolgt.     Auch  hat  '  * 
die  Temperatur  einen  sehr  beschleunigenden  Einfluls.     Soviel  möge 
reichhaltigen  Inhalt  des  Buches  gesagt  sein,  fEtr  dessen  Ver5ffenäkka|' 
sonders    diejenigen    älteren   Chemiker   und  Physiker   dankbar  sein 
deren  akademische  Ausbildung  in  eine  Zeit  fiel,  in  der  von  der  ' 
der  Thermodynamik  auf  chemische  Probleme  noch  wenig  die  Bede 
In  Bezug  auf  die  Form   der  Veröffentlichung  möge  noch  eise  ~ 
gestattet  sein.     Das  Buch  würde  leichter  lesbar  sein,  wenn  die 
Form  nicht  so  viele  Abweichungen  von  der  gebr&adilichen  deatadia 
drucksweise  zeigte.     An  einigen  Stellen  wirkt  dieser  Umstand  sehr 
Selbstverständlich  kann  man  wegen  dieser  sprachlichen  Eigent 
dem  Verfasser  keinen  Vorwurf  machen,  doch  würde   es  gewifs 
Wesen  sein,  wenigstens  in  der  vorliegenden  zweiten  Auflage  dem 
Übelstande  abzuhelfen.    Auch  eine  Anzahl  von  Druckfehlern  der  f 
läge   findet   sich   in   der  zweiten   wieder,  geändert   ist  nur  die 
Schreibweise  der  Differentialquotienten.     Die    Litteraturangaben  äol 
zahlreich. 

Hannover,  Juli  1902.         Paul  BBim 

H.  Ehrhardt^  Eatastergeometer.  Neues  System  der  nSohenbeieeMi 
und  Fläohenteilung  mit  Hilfe  einer  Flanimetrisohen  TalU,  vdi 
zugleich  als  Produkten-  und  Quadrattafel  dient  neM  eM 
Sinustafel  welche  in  Verbindung  mit  der  Fkumnetzisoheii  A' 
bei  der  Eoordinatenberechnung  die  Logarithmen-  und  KwadSsatM 
Tafeln  mit  Vorteil  ersetzt  und  zugleich  als  SehnentaHel  Sil 
brauchen  ist.  8^  71  S.  Text,  20  u.  IX  S.  Zahlen-Tafeln,  38  Fig.  uf  3Ä| 
Tafeln.  Stuttgart  1900,  Konrad  Wittwer.  Preis  3,50  Mk.  kait  IM 
BekannÜich  hat  (vgl.  Encjklopädie  der  matbem.  Wissenschaften,  VL\ 

S.  948)  Ludolff  1690  gezeigt,  wie  auf  Grund  der  Formel 
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mit  Hufe  einer  Quadrattafel  die  Bestimmung  des  Produktes  zweier  Zdl 
auf  Addition  und  Subtraktion  zurückgeführt  werden  kann.  Die  Vm 
noch  nötigen  Halbierungen  bat  Voisin  1817  durch  Anwendung  einer  w| 
der  Viertelquadrate  imd  der  Formel 

4  4 

vermeiden  gelehrt.  Weil  nun  bei  der  Berechnung  der  Inhalte  ebener^ 
ecke  durch  Zerlegung  in  Dreiecke  halbe  Produkte  zu  bilden  sind,  gefck^ 
Verfasser  noch  einen  Schritt  weiter,  indem  er  gemafs  der  Formel 

a^b  ^  (g  +  b)*  __  (g  -  &)' 
2  8  8 
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ae  Tafel  der  Achtelquadrate  benutzt,  die  er  planimetrisclie  Tafel  nenEt, 
giebt  eine  solche  auf  20  Oirtavseiten.  Sie  enthält  die  auf  Ganze  ab- 
gerandeten  Achtelquadrate  der  Zahlen  0,1  j  0,2;  03  u,  s,  w,  bis  999,9; 
Randzettel  erleichtern^  besonders  bei  umgekehrter  Benützung  der  Tafel,  die 
Handhabung.  Mit  dieser  Tafel  können  die  halben  Produkte  je  zweier 
Zahlen  mit  höchstens  vier  Ziffern  unmittelbar  gefunden  werden  —  mit 
welcher  Genanigkeit,  ist  nicht  untersucht  —  und  mit  Benützung  der  Täfel- 
chen  der  Proportionalteile  auch  diejenigen  zweier  Zahlen  mit  fünf  Ziffern, 
was  den  Bedürfnissen  der  Feldmefser  entspricht.  Zum  Vergleich  sei  bemerkt, 
dafs  die  beste  Tafel  der  Viert elquadrate,  die  200  Quartseiten  umfassende  von 
Blater,  die  Produkte  ein*  bis  funfziffriger  ZaMeu  ohne  Interpolation  liefert, 
.aber  bis  auf  die  letzte  Ziffer  genau,  was  in  den  meisten  Fällen  der  Au- 
ren düng  einen  grofsen  Überflufs  zui  Ziffern  bedeutet.  Auch  hei  der  Bildung 
ron  Quadraten  tmd  dem  Auäziehen  von  Quadratwurzeln,  überhaupt  allen 
chnungen  der  Methode  der  kleinsten  Qnadrat4>ummen  erweist  sich  die 
planimetrische  Tafel  als  nützlich- 

Soweit  aUgemeinerer  Beachtung  wert,  behandelt  das  Schriftchen  dann 
ausführlich  in  den  verschiedenen,  dem  Feldmesser  vorkommenden  Formen 
iie  Aufgaben  der  Flächenbereclmung  und  der  Flächenteilnng  nach  neuen 
Verfahren,  die  weiter  keine  Rechnungen  als  Addieren,  Subtrahieren  und 
lalbieren  verlangen.  Am  Schlufs  ist  auf  neun  Seiten  eine  Sinustafel  für 
Ite  Winkelteilung  gegeben. 

Die  Zweokmäfgigkeit  der  in  dem  Schriftchen   gebotenen  Verfahren  und 
^Hilfsmittel  ist  nach  Mitteilung  des  Verfassers  durch  langjährige  Anwendung 
auf  allen  Gebieten  des  Vermessungswesens  erprobt, 
I         Stuttgart.  E,  Mehwxx, 


Bernbard^  Max.  Darstellende  Geometrie  mit  EinachluTa  der  Schatten- 
konstruktionen.  Als  lieitfaden  fiir  den  Unteniclit  an  tecliniaohen 
Lehranatalten,   Oberrealschulen   xknü  Bealgymnaaien,  aowie   »um 

Selbatstudimn.  gr.  6**,  VI  o.  1 9  ö  S.  ra.  2  2  9  Fig.  im  Text,  Stuttgart  1 90  L 
Heinrich  Enderlen  (vorm.  Karl  Aue),  geb.  5,20  Mk. 
Das  Buch  ist  aus  dem  Unterricht  hervorgegangen,  den  der  Verfasser  an 
lÜBT  Baugewerkschule  in  Stuttgart  erteilt.  Soll  ei  nach  Absicht  des  Verfassers 
in  erster  Linie  seinen  SchiÜem  ssum  Wiederholen  und  Nachschlagen  dienen 
und  weiterhin  an  anderen  technischen  Mittehchuleu  und  aa  den  Oberreal- 
schulen  und  Realgymnasien  benutzt  werden,  so  wird  es  ohne  Zweifel  auch 
Studierenden  an  Hochschulen  bei  der  Eintibung  der  Elemente  und  als  Vor- 
bereitung auf  ausführlichere  Lehrbücher  gute  Dienste  leisten;  selbst  der  er- 
fahrene Lehrer  der  darstellenden  Geometrie  wird  noch  dies  und  jenes  dtirans 
lernen  können  nnd  an  manchem  neuen,  der  Baukunst  und  dem  Maschinen- 
[wesen  eutuorameaen  Beispiel  seine  Freude  haben. 

Im  ersten  Teü  werden  unter  der  Überschrift  Stereometrie  die  not- 
I  wendigen  Erklärungen  bis  y.xnu  Begriff  der  senkrechten  und  schiefen 
ParalJelprojektion  und  der  Zentralprojektion,  die  Sätze  über  parallele  und 
senkrechte  Geraden  und  Ebenen  mit  Beweis  gegeben.  Der  zweite  und 
gröfste,  Projekiionslehre  überschriebene  TeU  behandelt  die  Darstellung  auf 
zwei  Projektionsebenen,   die  gewöhnlichen  Aufgaben   über  Punkte,   Geraden, 
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Ebenen,  wahre  Gröfse  von  Str^ken,  Wiakela  u.  s.  w.,  die  Sdmitlf  W 
DurcJidringüngen  von  Poljedem,  die  notwendigsten  Eigenschafbea  d^  Kf^  j 
acbnitta,  die  Tangentialebenen  an  Kegel-  und  Zjlinderfiäclien,  die  ~ 
neuer  Projektionsebenen^  die  ümdrehnngsflächen,  SchraiibeidiDieniidSciliwAtI 
fläcben,  die  Schnitte  knmmier  Fläcben  mit  krummen  Flächen  mid 
Linien,  Zwei  Paragraphea  sind  den  Anwendungen  im  Hochin., 
gewidmet»  Endlich  werden  im  dritten  Teil  die  Schattenkoastruk: 
zu  denen  an  Drehungsflächen  mit  grofsem  Verständnis  durchgefälut,  *ö& 
auf  Konstruktioiien,  die  in  einer  Projektion  allein  ausführbar  sind,  b« 
Wert  gelagt  iat. 

Als  ein  nicht  geringer  Vorzug   des  Buches    erseheint   die  fol| 
Durchführung   ^weckm&Xsiger  Bezeichnungen.     Ich   benutze   die  Gftl«f 
um  3^ur  Frage  der  Bezeichnungen  in  der    darsteüenden    Geometrie,  ba  i 
bekanntlich  grofse  Meinungsverschiedenheiten  bestehen^  Stellung  m 
Von  der  Älteren,    auf  den  württembergischen  Schulen  noch  vorh 
Art,  Punkte  im  Baum  durch   grofse    lateinische   Buchstaben   zu 
ihre    Risse    dagegen    durch    kleine ^^   nämlich    Grundrifs    und  ÄuM&  t«I 
durch  p  bezw.  p\  kommt  man  mit  Recht  mehr  und    mehr   ab.    Es  Mf 
aus    verschiedenen    Gründen    unbedingt    besser,    für    geometrische  El« 
derselben    Art    immer   Buchstaben    desselben    Alphabets    zu    benttzen- 
dann  die  verschiedenen  Risse  eines  Elementes  durch  Striche  oder  aber  i 
Indices  unterschieden  werden,  die  man  an  dem  fiir  dieses  Element  gewill 
Buchataben  anbringt,  kommt  weniger  in  Betracht;    die  Hauptfrage  ist,  ^ 
man  den  Punkten  die  grofsen  oder  die  kleinen   lateinischen  Buchstab»! 
weisen?     Der  Verfasser   hat    sich   den,   allerdings   noch   in   der 
befindlichen  Mathematikern  angeschlossen-^  welche  Punkte  mit  kleinen, 
mit  grofsen  Buchstaben  beaeichnen.     Ich  kann  dies  leichten  Herzens  bü 
da  ich  seit  bald  zwanzig  Jahren  es   ebenso   mache.     Der   wichtigste  ' 
daftlr    ist,    dafs,    wenn    auch    nach    der  Auffassung    der    neueren 
Punkt,  Gerade  und  Ebene  gleichberechtigte  Elemente  sind,    man  docb  1 
sächlich  am  häufigsten  für  Punkt©  Zeichen    braucht,   also   vem^ 
für    diese    die  schrei  hfl  iichtigsten    und    am    wenigsten    Raum    einne! 
Buchstaben  sich  vorbehält.     Unentschieden  möchte  ich  es  lasisen^  ob  *| 
ist,  mit  dem  Verfasser  Ebenen  genau  so  wie  Geraden  (mit  grofsen  ktsiei' 
Buchstaben)  tu  bezeichnen,  blofs  der  Annehmlichkeit  wegeile  die  Spuren  < 
Ebene  E  mit  E^  und  £^  bezeichnen  zu  können. 

Besonderes  Lob  verdient  noch    die    schöne  Ausführung    der  Utf 
worfenen  Figuren. 

Stuttgart.  R.  MsflXC^I 
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Nr.  2881—3000  gr.  4%  IV  S.  n.  aSÖ  Sp.     Eiel,  Mauke  S<Jlme.  M.  20. 

BarsteUeado  Geometrie. 

10^  Gkffrot,  J.,  Tracö  des  ombres,  ä  Tusagt  dea  candidata  i  rficole  centrale  des 
arts  et  manufacturea,     lo-8°  avec  fig.     Paris,  Kony.  Fr.  3.50. 

11,  HAiraBNiiB,  RoflEfii',  Darötellende  Geometrie.  Erster  Teil.  Elemente;  ebenflächige 
Gebilde.  (Sammlung  Göachen  Nr.  142.)  kL  B\  192  8.  m.  100  Fig.  Leipzig, 
Göschen.  geb.  M,  0.80. 

12.  Hkätxeh^  H.  ,  10  Aufgaben  für  Parallel perspektive  und  parallelperspektiviacbe 
^chattenkonßtruktion.     Lei.  8",  6  S.  zu,  11  Tafeln.     Berlin.  Seydel.     M.  0.75. 

1 JJ.  M  KI  BEI*,  FERDtitAMp,  Praktische  Beispiele  zur  Schatten  kons  truktionelehre,  20  Tafeln 

für  den  Gebrauch  an  Gewerbe-  und  Bauge  werk  weh  uleu-     Grofs- Folio  in  Mappe. 

Leipssig,  Seemann  k  Co,  M,  16, 

14»  ScHüin«,  Fe  H,,  Mehrdinaensionale  Geometrie.    I.  Teil,     Die  linearen  Mnme. 

(Sammlung  Schubert  XXSV.)    8",  IV  u.   296  8.  m.  65  Fig.  u.  335  Aufgaben. 

Leipzig,  Göschen.  geb.  M.  10. 

15.  Ti£s«AEX^  D.,  La  coitruzione  degli  jngranaggi,    (Biblioteca  matematica  voL  IX.) 

8^  XV  e  226  p.  con  Ö  tav.    Toriuo,  Fratelli  Bocca.  L.  8. 

2itUetiflJl  f.  «AtbemitJk  n,  Phfdli.  4»,  Bi^nd.   läOt.   I.Heft.  10 


Nene  Bicher, 


CteBcltlclite. 

10.  Müiif4ciixR,  C,  Kurm  BiographieiL  berSlmiter  FhjsLkeF.     B\  VlH  imduoi 
Fmburg  i.  B.,  Herder,  M.  1  .ÄO;  geb.  M.  i,| 

1 7-  S.  C.  PoFFKn>oi7r*9  Biographisch 'litterarische«  Haodwörterbtich  rar  < 
der  exftkiea  WistaiHchafteii.  4 .  Bd.  (die  Jahre  18^3  bi»  seht  G«geinrart  t 
Hfimi^,  V,  A.  J,  Tcm  Oettingen     (Ib  etw*  15  LIge»,)     gr,  8^     L%.  I,  li.i 
Leip^,  BftrtlL  je  i  j 

Mfcbaaitt* 

t$*  EMSffus^  Uli,  Mehrmals  gelagerte  Kurbelwellen  mit  einfacher  and  do 
Ei%fiiiig.     Duie  Formändemng  und  Anitrengong.     Lex-  8*,    VI  u.  154  S  i 
T4  Abb     Stuttgart,  BergatriMer.  U 

19.  Qavu,  Cau.  FaDa.,  Allgemeine  Lehn&t^e  in  Beziehnng  auf  die  im  ^rkeluto  T^ 
hihiiiiiie  de»  Qoadjatii  der  Entfernung  wirkenden  Anadehun^-  ond  Ah 
Krtfte     fl84a).     Heranag.  v.  A.  Wangerin.     (Ostwalds  Klaesiter  Nr.  Tj.    1  ( 
^D^te  AuÖ,    S*,  61  B.    Leipzig,  Engehnann.  kart^  M  ö.i 

SO,  Gmhl£&,  Ermittlnng  der  Spannungen  in  iteinernea  Brücken  nach  der  ElaMmMin 
theorie.    Nach   den  Vortrügen  von  Prof  HebtieDs  bearbeitet.     Harai^g.  m 
Ingenieur -Verein  a.  d.  tecbn.  Hocbuchule  Dresden ,     Schmal  FoL,  m,  I?  od 
m  autogr.  S    m.  Fig.  u.  t  Taf.     Dresden  1901,  Dressel.  kail  K  l , 

2i,  £lob«,  Max,  Analytisch-graphiscbeÄ  Verfahren  zur  Bestitiuniuig^  der  Bnrdibi^ 
z:wei-    und    dreifach  gettiit^ter  Tr%er.     Mit  beaondei^  Berücksiehtigxuif  i 
Berec^nimg  v.  Drehe trommatorenwellen.     Di&sertation.     ^.  8^,  1^  S.  m.  Ff 
u,  4  Taf.    Berlin,  Sejdel  IL  1 

21.  Koitw,  Artb.,  Abhandlungen  zur  Potential theorie.  5.  Hfl.  Über  einen  Sati  m 
Zaremhsk  und  die  Methode  des  arithmetisdieu  Mittel»  im  Baome.  gr.  S*  ITl 
u.  BS  8.     Berlin,  Dummlex.  M  t 

28.  KaiEMLB»,  Casl  J.,  Labile  und  stabile  Gleichgewichtafiguren  volücommrij 
elastischer  auf  Biegung  beanipniehter  Stäbe,  mit  beeonderer  Berflckdcbtifimg 
der  Knickvorgänge,     Habi!    Sehr.  4*,  56  S.  und  10  Taf.     KaFUruhe^  Brmiia 

24.  KtJBLKE,  J.,  Die  Tbcorte  der  Knick^ElaBtiaität  und  Festigkeit  gr.  8*,  2$  SL  m. 
5  Fig.  und  einer  zweifarbigen  Tafel.     Leipzigs  B.  G,  Teubner.  M.  l  10 

26,  MACuaEooE^  Jamks  GomtK^ii,  An  elementaiy  treatiae  on  Eimematice  and  Djnamkfc 
Cr.  8  vo^  638  pp.     London,  Mactnillan.  10  ■,  I  d 

So,  Mach,  E,,  The  science  of  Mecbanics.  Translated  from  the  German  bj 
T.  J.  Mc.  Cormack.     2  ud  ed,     Cr   8  vo-     London,  Paul.  9  »,  6  d 

27,  ScTKMix»,  Caiu.,  Statik  und  FestigkeitBlehre.  Lehrheft,  nebst  vielen  Beitpieleu  und 
einer  Aufgabensammlung  für  Festigkeitfllebre,  elementar  bearbeitet  fSr  dep 
Gebrauch  au  der  Schule  und  in  der  Praxis.  3.  erweit.  Aufl.  hoch  4*,  VID 
u,  119  S.  m.  126  Fig.  u,  6  Taf.    Stattgart,  Metder.  M  4 

Fhfiik  tiad  Chemie. 

28,  Dhüue,  Palx,  The  theory  of  Optic«.     Tranßlated  from  the  Getman  bj  C.  Bil« 
Mann  und  Robert  A.  Milükau.     8  vo.     London,  Longmaos.  15  i 

20.  Faäada?,  Michael,  Experimental- Untersuchungen  über  Elektrizität.  IX.  bii 
XI.  Reihe.  (1835).  Herausg.  v.  A.  J.  r.  Oettingen.  (Ostwalds  Klassiker  Kr.  126l 
kl.  8^  106  S.     Leipzig  1901,  Engelmann.  geb.  M,  l.m. 

m,  Faraoay,  Michael,  Daatelbe,  Xll.  u.  XIH,  Reihe.  (18BB.)  Oatwalds  Klas^ik^ 
Nr.  128),    Ebenda.  geb.  H.  1 

Äl,  FoaTBc'BRiTTK,  die,  der  Physik  im  Jabre  1901.  55.  Jahrg.  L  Abt  Phj&ik  der 
Materie,     gr,  8^  XXXJX  u.  421  S.     Braunschweig,  Vieweg  &  Sohn.        M   17 

aS.  FoRTscmtiTTE,  3.  Abt   Koamiache  Physik,  gr.  8^  LVElu.  610  S.   Ebenda.     M.  *l. 

39.  GiiTKL,  Han»,  Über  die  Anwendung  der  Lehre  ¥on  den  Ganionen  aul'  die  Erscbei^ 
nungen  der  atmoaphatriflcheu  Elektrizität.  Vortrag  mit  ergänzenden  Zusätzen  mä 
Literatumachweiaeu  versehen.  8*,  27  S.  Brauuäcbweig,  Vieweg  k  Sohn*     H.  ü .  e^. 
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Glbichkjs,  ä.,  Lehrbucli  der  göometriicben  Optilc,  (Teaböers  Sammlung  Bd.  8). 
gr.  B\  XIV  u.  511  S.  m.  Ul  Fig.     Leipzig  und  Berlin,  B.  G.  Teuboer. 

geb.  M,  20. 
GaAirrs,  L.,  Kompendium  der  PhyaÜt.  3.  verb.  u.  verm.  Aufl.  gr.  8',  IX  u,  479  9. 
m.  276  Abb.     Wien,  Deuticke.  M.  8. 

Gbo89,  TnPB.j  Kritiacbe  Beiträge  zur  Energetik.  U.  Helmholtss  und  die  Erhaltung 
der  Energie,     gr.  S\  X  u.  S.  59—236.     Berlin,  Krajn,  M.  S,50. 

Helmholtk,  H.^  Abhandluogen  zur  Therm pdynauiik  ciiemi«cher  Vorg^ge,  berauag. 
V,  M.  Planck.     (Oitwald»  Klassiker  Nr.  124),    kl.  8^  84  S.  Leipdg,  Bngelmann. 

geb.  M.  1.40. 
Hklmholtz,  H.,  Über  die  Erhaltung  der  Kraft.  (184T).  (O^twalds  Klasdker  Nr.  1). 
kl.  8**,  60  S.     Leipiig,  Eugelmann.  Kart,  M.  0.80. 

HeLsmoLTK,  H.  von,  Vorleanngen  über  thecrettBche  Physik.  Bd.  IT,  Dynamik 
koutinuirlich  verbreiteter  MaBsen.  Herausg.  v,  Otto  Krigar- Menzel,  gr.  8*^ 
Vm  11.  247  S,  m.  9  !-%,     Leipzig,  Barth.  M.  12;  geb.  M.  13,50. 

E^i'SGR,  H  ,  Handbuch  der  Spektroskopie.  2.  Bd.  gr,  8",  XJ  u.  696  8.  m.  57  ¥ig. 
u.  4  Taf.     Leipzig,  HirzeL  M.  40 1  geb.  M,  44. 

Lakseh^  Äloi«j  Natnrlehre.  gr.  8^  577  S.  m.  377  Fig.,  einer  Spektral  taf el  und 
vier  meteorologiBohen  Karten  in  Farbendruck.     Wien,  Eoth. 

M.  4,50,  geb.  M.  6,20. 
Loii^rRL,  E.  v.j  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  8.  u.  9.  nenbearb,  Aufl.,  heran&g. 
V,  Walt  Köoig.  gr.  8°,  %  u.  59*2  8.  m.  129  Fig.  u.  1  Portr.,  1  Spektraltafel. 
Leipzig,  Barth.  M.  6.40;  geb.  M.  7,20. 

LüRENTz,  H,  A.,  Sichtbare  und  unflichtbare  Bewegungen.  Vorträge.  Unter  Mit- 
wirkung des  VerfaaserB  ans  dem  Holländischen  übersetzt  v.  G.  Siebert.    gr.  f^% 

V  u.  123  S.  m.  40  Äbk  tirauufichweig,  Vieweg  &  Sohn.  M.  3. 
MijLLiB-PüiTiLLET,  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie.  9.  nmgearb.  n.  venu. 
Aufl,  V.  Leop.  Pfaundler.  (In  3  Bdn.).  Mit  2981  Abb.  u.  13  Taf,  zum  Teil 
in  Farbendruck,  1.  Bd.  Neue  verbeaserte  und  ergänzte  Aufgabe,  gr.  8*, 
XXI  u.  ÖÖ6  S.  Braunicbweig,  Vieweg  &  Sohn.  M.  12. 
Mi-siL,  Alfäkd,  Grundlagen  der  Theorie  und  de&  Baues  der  Wärmekraftmaschinen. 
Zugleich  autorisierte,  erweiterte  deutsche  Ausgabe  des  Werkes  The  Steam- 
angine  and  other  Heat-enginea  von  J.  A.  Ewing.  gr.  8%  X  u.  794  8.  m.  302  Flg, 
Leipzig,  Teubner.  geb.  in  Leinw.  M,  20. 
Rirrunss,  F.,  Neuere  Fortschritte  aul"  dem  Gebiet  der  Elektrizität.  In  wisBenschaft- 
lich-gemeinverständlicher  Weise  dargestellt.  2.  Aufl.  gr,  8",  YL  u.  128  S,  tu. 
Ö7  Abb.  Leipzig,  Teubner.  geb.  in  Leinw.  M.  1.50. 
RiÄCKK,  Ed.,  Lehrbuch  der  Phyßik  ku  eigenem  Studium  und  zum  Gebrauche  bei 
Vorlesungen.  1.  Bd,  Mechnnik  und  Akustik.  Optik.  2.,  verb,  u.  verm.  Aufl. 
gr.  8^,  XVI  u,  634  S.  m.  44ö  Fig.     Leipzig,  Veit  &  Co. 

M.  11;  geb.  in  Leinw.  M.  12. 
ScHAix,  W.  C.  L.  Vau,  Wellenlehre  und  Schall.  Autorißierte  deutsche  Ausgabe 
bearb.  v.  Hugo  Fenkuer.  gr.  &\  XI  u.  368  S.  m.  176  Abb.  Braunschweig, 
Vieweg  &  Sohn,  M.  8. 

VAü'r  HoiTF,  J,  H,j  Acht  Vorträge  über  physikalische  Chemie,  gehalten  auf  Ein- 
ladung der  Universität  Chicago,  20.— 24.  Juni  1901.  gr.  8^  VII  u.  81  S.  m. 
9  Abb.     Braunschweig,  Vieweg  &  Sohn.  M.  2.60. 

Wabfuho,  Ehij.,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  für  Studierende.  Mit  Jtahlr. 
Orig.'Abb  im  Text.  6.  verb.  u.  verm.  Aufl.  gr.  8%  XX  u.  408  8.  Tübingen, 
Mohr.  M,  7;  geb.  M,  8. 

WoTRuiiA,  Run.,  Die  Grundlehren  der  mechftniecben  WiLrmetbeorie  und  ihre 
elementare  Anwendung  in  deu  hauptsächlichBten  Gebieten  der  Technik,    gr.  8^, 

VI  u.  282  S,  m.  IIG  Abb.     Berlin,  Costeuoble.  M.  10. 
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Neue  Büclier,  —  Eingelaufene  Sebriften. 


BeelieDipparate ,  Tafel  n . 
59.   Paifofee,  AiTÄELiAiro,  Tavole  dei  logaritmi  a  ciuque  decimali  da  Ift  I090»i^ 

fonzioni  trigonometriche  di  minuto  in  mirnito.     Venezia.     16^  p.  6^       L  t 

5$.   FiTiLK,  BEaM.,  Recheäblätter.    Frogr.  4^  ly  S.  m,  3  Taf.    Berlin,  Gärtner.    X  i 

54,  Fi-KLK,  Hkrm  ,  Reclienblätter  1  n.  2.  (Kubische  Gleicbun^o  1  n.  2).  Je  4i^&ft(a 
BerUii,  Majer  k  Müller.  Je  M  IM 

ä&.  GomsLTDtaKfi,  S.,  SecbBstelUge  Gaulamche  uüd  Biebenetellige  gt^meitiif  Uf^ 
rithmen,  2,,  durch  eine  Ergäß^ungstahelle  renn,  Aufl.  4**,  lY  u.  31  S.  Igä^^ 
Veit  &  Co.  lii  Leinw,  kart  M  !  j^'. 

&6*  H^MNKR,  E.,  Der  logarithm lache  ReclienscMeber  und  sein  Gebrauch.  Eine  elauHi- 
tare  Äaleituug  zur  Verwendung  des  Instrument»  für  StTidierendc  xmä  fk 
PraktÜEer.  2/ durchgesehene  Aufl.  Ö«,  VUI  u.  69  S,  m.  6  Fig.  Öfarttgui 
Metiler.  M.  0  J» 

^7,  FmacB,  A,  J.  vau,  Logajithmentafels  met  vijf  decimalen.  6  e  driik,  gr.  B%  St  a 
96  blE.    Leiden,  Sijthoif.  t  l 

S8,  PETKB^f  F«aö.^  Zieglers  graphifiche  Daratellung  der  trigonometriachen  PunldäaBd 
nehtt  Tafeln  zur  Konstruktiou  beatimniter  WinkeJ  und  Linien.  Ein  pirüs 
Hilfemittel  beim  geom.  Zeiehnen,  gr.  8%  22  S.  m.  28  Fig.  n.  ö  Tat  Wie. 
baden,  KreideL  geb.  in  LeJJtw  M  l 

1*9,  RiBii*a  Eecheutabellen  für  Multiplikation.  %  Stereotjpaofl.  gr.  8%  Vül  a.  f»l 
Manchen  1901,  Eeinhardi  Mi 

00t  RoHKBAcH^  C,  Vieritellige  logarithmiseh-trigonometriache  Tafeln  nebat  eiaiga 
phyaikaliachen  und  astronoinischen  Tafeln,  für  den  Gebrauch  an  höfeetin 
Schulen  zuBammeugea teilt.  S.  Aui.  schmal  Lex.  8*,  56  S.  ni.  Fig.  Gotb, 
Tbienemann,  kart.  M.  0  w 

Teraeliledenes. 

01.  CoüPTK  RgistJU  du  deuiifetne  Congr*ia  international  des  mathematicieDa^  tcEtt  i 
Pari»  du  6  au  12  aoilt  lÖOO.  Proc&a-Terbamt  et  comiixuiiieations  pubUef  ptr 
E.  Duporcq.    gr.  in-8"  avec  tigurea.     Pari«»  Gauthier-VillarH.  Fr  i«, 

82.  Jaubbl'ck  über  die  Fortachritte  der  Mathematik.  31.  Bd.  Jahrg.  1900.  1.  Heft 
gr,  8^  Yl  n.  480  S.     Berlin,  Reimer.  H  15, 

413«  Matukkatical  Queationa  and  Solutiona  from  the  ^^Educational  Tim^*^*.  Edii  l»j 
t\  J.  Marka.     New  Seriea.     YoL  1.     8  vo,     London,  Hodgaon*  «^  t.  <J  i 

ft4»  Woor.wicH  Mathematical  Papers.  For  adndsaion  into  tbe  Bojal  Mililii^ 
Aeademy,     For  the  yeara  1892— 1Ö02,     Cr.  8  vo.     London  Macmillan.        0  i 


Eingelaufeiie  Schriften. 

pn  dieser  neu  eingerichteten  Abteilung  werden  alle  einlaufenden  Scliiift^n 
mäfiig  aufgeführt  werden.  Die  Beaprechung  geeigneter  Schriften  bleibt  vorbehi 
Eückaendung  findet  nicht  statt.] 

Abemuäoth,  William,  Leitfadim  der  Physik  mit  Einachlufs  der  einfachsten  Lehmi 
der  ma thematischen  Geographie  nach  der  Lehr-  und  Prüfungsordnung  von 
1893  für  Gymnasien.  I.  Bd.  Enrens  der  Unter-  nnd  Oberaekunda,  3.  Ani 
Leipzig,  Hiiael.  M.  3.60;  geb.  M.  1 

ButnsY,  Erxbt,  Algebraische  Gleichungen  nebst  den  Resultaten  nnd  den  Metbodeu 
EU  ihrer  Auflösung,  &.  Aufl,,  bearbeitet  v.  Friedrich  Pietzker.  Leip^g« 
B,  G.  Teubuer.  geb,  M,  8 

BssQiea^  W.  J.  van,  Anleitung  zur  Aufstellung  von  Wettervorbertagen.  Brauit- 
schweig,  Vieweg  k  Sohn.  M,  üW 

BiB»ir«tif,  Jltlii«,  Die  Kräfte  der  Bewegung  in  der  lebenden  Substane.  Brauii- 
•iibweig,  Vieweg  k  Sohn.  M.  O.iCk 


DMK,  H.,  Pbyiiialiflche  Apparat©  irnd  Versuche  einfacher  Arh  ans  dem  SchElffer- 

maaeum.     gr.  S\  VJ  n.  134  S.  m.  316  Abb.     Berlin,  SaUe.  M,  2. 

OHMKKT,  F.^  Elementare  Stereometrie.    (Sa.mmltmg'  Schubert  IV).    Leipzig,  GöBchen. 

geb.  M,  2.40. 
UoMFi-K   BxuotJ    du    deuii^me   Congrfea    intern ational  des  Mathämaticienß,  a.  N,  B. 

(„Neue  Bücher'*)  Nr.  6L 

^AKWi?ff  George  Howard,    Ebbe    und    Flut    sowie    verwandte    ErBcheinungen   im 

Sonnensyatem.     Äuterisierte  Aiiugabe   naeb    der  zweiten    engliachen  Aufl.  von 

Agnes  Pockela.     Mit  einem  Einfühnmgawort  von   Georg  Toa  NeamÄjer*     B*\ 

XXJl  u.  344  a  ra.  4a  mufltr.     Leipzig,  B.  G.  Teubner.  geh,  M.  e.80. 

)oEErLKiiiJu^^  Kakl,  projektive  Geometrie  in  aynthetiicher  Behandlung     (Sammlung 

Göschen  Nr,  72).     Zweite,  vermehrte  und  verbeaaerte  Äufi.     kl  8^,  176  S,  m. 

85  Fig.     Leiprig  1901,  Göachen.  geb.  M.  0.80. 

JaioBEK,  0.,   Lehrbuch   der   analytiachen    Geometrie,     Zweiter  Teilt    Analytische 

Geometrie  dea  Raumea.     Brannach weig,  Graff,  M.  6, 

Pahadat,  Experimental -Untersuchungen  ilber  ElektriritÄt,  a.  N.  B.  29. 

TiArXi  B-,  Rechenbuch  nebst  einer  Anleitung  für  den  vorbereitenden  Unterricht 

in  der  Geometrie  fUr  höhere  Lehranstalten.     lU.  Anfl.  v.  Fr.  Buich,    Paderborn, 

BchÖningh. 

^iscHEE,  Easl  T.,  Neuere  Versuche  der  Mechanik  der  festen  und  flüssigen  Körper. 

Mit  einem  Anhange  i3ber  das  absolute  Mafüjatem.     Ein  Beitrag  aur  Methodik 

dea  phjeikali sehen  Untemchta.    gr.  8*,  VI  n,  68  S.  m.  66  Fig.    Leipzig  und 

Berlin,  B.  G.  Teubner.  geh,  M.  2, 

FoEsvTn,  Andrew  Ru^üiell,    Theory  of  differential   equationa.     Part  III.     Ordinary 

linear  equationa.     voL  IV.     Cambridge,  Universitj  Press.  12  s.  6  d. 

FoHTsciniiti  E  der  Physik  im  Jähre  1902,  die,  dargestellt  von  der  Deutsdien  Pbyat- 

^C         kaliachen  GesellschaPt.     1.  Jahrg.   Nr.  I— lö.    Brauuscbweig,  Vieweg  &  Sohn. 

^f        (Honatlicb  zwei  Nummern.     Preia  für  den  Jahrgang  H.  4.) 
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Eimation  de  Newton.     S.M.  320. 

61.  C.  A,  ChanL  Tbe  roots  of  the 
equation  u  —  tan  u.    N.  247. 

68.   *P.  StäckeL      üntersucbnng    der 

Gleichung  iS^y-^-^^^  W.M.K164. 

09.  if .  SkuUch.  Über  Gleichung«  wagen, 
Z.S.  85, 

Siebe  auch  76;  370. 

Interpolation. 

7Ö.  'jT.  Zr.  Huiiso».  A  new  method 
of  iaterpolatioti.    MN.A.S.  17. 

71,  Jf.  Ermt.  0.  nowym  waorze  inter- 
polacjjnym  dla  widma  prjsematjcznego. 
(über  eine  neue  Interpoktioösformel  für 
das  Priamenspektmni,)    T.W.  ätO. 

Mittelwerte. 

72.  E.  y,  Eijkettvor»el  ValeurH  moy- 
enneä  et  valeurs  normalem  en  nuSt^oro* 
logie.     A.N.  6.  367. 

Siehe  auch  14;  16. 

Harmonische  Analjge. 

Siehe  So- 


Logarithmen. 

7S.  'vi.  Breuer.  Logarithmenberech- 
nung.    Z. O.G.  873. 

74.  iS.  Gttndelßnger.  Zur  Berechnung 
der  Gau  reichen  Logarithmen  für  kleine 
Werte  von  B  reep  augehörige  Werte 
von  A.    Cr.  124.  87. 

Siebe  auch  62. 
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Naraographie. 

TS,  J*".  ViUarml  Nomograßa,  A.C.L. 
4    2U;  245. 

7tt.  M.  d*öeagm.  Sur  la  r(^*solution 
nomograpliique  des  C^quatione  üXg€hn- 
ques.     N.A.  4Ö. 

17.  *J5F.  Macht.  Auleituug  zu  üinem 
graphi»chen  Yerl'ahren,  die  lineare  Aub- 
dehnung  von  Körpern  im  Verhälfcui«  z\x 
mxer  ^forderten  VergrOrßerung  oder 
Verkleinerunff  des  kubischen  fubalta  ku 
reründern.     C\G.U.  454. 

Siebe  ancb  97. 

GrapMHCher  Kalknl. 

7§i  H.  Brocard.  fiTalnation  grapbique : 
n  =  yi  +  y^.  IM.  2üb.  —  iV.  Quint, 
E.  Lemoine.  2G9. 

7Ö,  J,  i%botka.  üvahj  o  grafick^m 
integroväai  differencialnicb  rovnicblav^afi 
lineamjch  prv<^ho  fadn.  (BetTacbtimgen 
über  die  graphiache  Integration  von 
DifferentiÄlgleichungen,  insbeaondere  von 
linearen  erster  Ordnimg.)  C.  10;  97;  177. 

m,  M.  A.  Lehfdd.  Not«  on  the  gra- 
phical  treatment  of  experünent&l  curvee. 
R.RS.U  eOö. 

81,  E.  Bmnmer.  Ober  dm  Höhen- 
dtagramm  bei  derbalbtrigonometriacben 
Hölienaufnabme  und  bei  der  MelfltiBcb- 
tacheometrie.     ZJ.  22.  öl. 

82.  "M  IL  Bauer  Graphiücbo  Me- 
tboden znr  Heatiüimung  von  statiRcben 
Gleicbge  wiebfcölsgen  deaSchitfs  im  gla-tten 
Waa&er.     J.S.G.B.  IBl, 

8S.  M.  Ä.  Sanehe£.    Reßolucion  grafiim 
irigonometrica.     E.CU  4.  249. 
Siebe  aiicb  ^^  262;  262;  458*  7 13 1  718; 
854;  g&6. 

WinkelteUnnff. 

84  p  H.  Braul.  Sur  la  trieection  de 
rangle.    LM,  304, 

85*  H.  Brocard^  P.  Barbarin.  Divi- 
sion approximative  de  la  circonlerence 
en  n  parties  Egales.    LM.  324. 

80,  F.  W.  J.  Maüaar.  Aanteekening 
bij  eene  constructiS  van  een  hoek  van 
W.     V.W.  SuppL  13.  30. 

Y  er  Ui  n  d  u  n  gfik  n  rr  en« 

-87,  a  J.  MerfickL  Tablea  to  l'acilitate 
the  loaation  of  the  cnbic  parabola. 
J. N.S.W,  281. 


Ocometritctie  NSiiemiigfmetlLOd». 

88,  B.  Carrara.    I  tre  problemi . 
sici  dßgli  antichi  m  relaiioße  ai  i 
rxjiolfcati  della  acieaza.      H,  F.M.  4, 
304;  4Ü2;  ö.  26;   112;   296, 

8ö,  E.  B.  EscoU.    LoDgueur  api 
d'un  axe  de  cercle.     I.M.  S60. 

m, 'J,  Stet-ba.  ^MieiUDgsweiml 
fikation  der  Parabel     Ö.M.  imV 

tu.  *J.Sterha.  Nilhenmgsweiae  1 
Hkation  der  Ellipae.   Ö.M,  1900.  7T 
Siehe  auch  7g, 

Inhalte« 

02*  G.  H.  KnihbM.  On  the  TtMan 
in  determining  the  voltmies  of  sMt 
wboBB  parallel  tranaverse  aecUt>D£  m 
«i*:  functiona  of  their  poaition  uq  tk 
Boda  between  the  niimber,  poiitioii  ui 
eoetlcient«  of  tbe  sectionfl  and  ikt 
(positire)  indicea  of  the  fnnctisMii 
J.KS.W.  36- 

93,  *J.  tj,  Ey&üjck.  Berechnimg  dgi 
Rauminbalts  eine«  Rotation  sparab&loidi 
mit  Hilfe  dea  Lebr^atzes  von  Caraüeri 
Z.R.  335. 

Mechaniäehe  Qiiadratiir* 

0i,  F.  I£,  Seares.  Sur  lea  qtaftdraiiizn 
m^caniqueB.     B.A.  18.   401. 

S>5,  Ü.  CatUtndreau.  Sur  FappUca^oii 
d'une  formule  de  quadrature  mt^eam^üf 
\i  r^valuation  d'une  integrale  di^|ieeid*6l 
des  fonctiona  elliptiquee.     B.A.  18.  u^ 


Pianlmeter. 


Lduijl^^l 


M,  *M.  Chrapkmcshi.  Anwend 
Beüplanittjetera  zur  Berechnung  c 
mlLTBiger  ebener  FlS.chen  und  seiue  prit 
tiscbe  Bedeutung  fÖLr  den  Gebrauoh  &a 
Bord  ä.  M.  Scbitfe  zur  Berechnung  ia 
Maflchinenletstnngen.    M.B.B*  717;  W, 


B^cheiim  as  ch  In  e  a. 

97.  X.  Torre^.  Stir  lea  rapports  ent« 
le  calonl  m^conique  et  le  ealctU  gtA- 
phique.     S.M.  161. 

9Ö,  '.4.  Niailer.  Bnrrough^B  Ädditioni- 
maschine,     D.H.  No.  46. 

9  9,  KeUing  Di  vidi  eren  auf  Addiüona- 
maBcbinen.     Z.V.  31.   171. 

100.  M.  Soßmt.  Erg-ebnisee  eitief 
Zu  verlas  eigkeitsunterBUchofig  nut  det 
RecbenmaBcbine   „Brunsviga".     Z. V.  f 

Siehe  auch  €9. 
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Yektareitreclinaiig. 

101*  R,  Mareolongo.  Teoria  dei  vettori, 
MP  A,  1.  19»;  217. 

102.  A.  Kneser.  Neue  Begrün  diing 
der  Propörtioiii'  und  Älmüchkeitalebre, 
mi&bh&ngig  vom  Arehimedkchen  Axiom 
Qtid  dem  Begriff  des  Incommenaurabäln. 
S.MB.  4 

lOSi  E.  Nmets^h.  Über  ein  in  der 
VeHor&iialjBie  auftretendes  Sjstem  par- 
tiellex  Differentialgleichungen  1.  Ord- 
nung.   S.ID.  10. 

Siehe  auch  ZIB. 

A  u  id  efa  n  an  gftlehre. 

104.  C.  Bnrali-Forti.  Applicazioni  del 
metodo  dl  GrBrimann.     M.P,  A.  1.  ^69; 

105,  a  Sur<üi-Forti  11  metodo  di 
Grafkmann  neUä  geomeiria  proiettiva. 
RX.MP.  15.  310. 

Qaaterulozien» 

IWi  ^Ä.  Mucfarlmie.  Differentiation 
in  tbe  quatemion  analjsis.   P.  R/I.  A.  199. 

107.  r.  Ftsch^.  Eine  Anwendung  der 
QQatemionentheone  auf  die  thermo- 
djn&mieebeu  Gleichungen.    Cr.  124,  93. 

Zelclieitweriuceiige. 

108*  A.  G^  GremhiU.  Appareil  iU- 
ri^HCopique  pour  mettre  en  relief  les 
%uree  gt^om^triquea  sü  rapportant  aux 
foiictiott»  eUipfciquea,    S.M.  172. 

lOi.  M^  Brocanl  ProcMds  ponr  d^- 
temtiner  le  rayon  d'une  spbfere.   I.  M,  283. 

110,  Potron.  Sur  la  gt^n^ration  de 
quelques  conrbea  remarquables  par  le 
campjlograpbe  du  P.  Marc  Decbevrens, 
i^SB.  26.  B.  Äl. 

Siehe  auch  861. 

B&rstolleiide  Geometrie. 

ttt»  G.Löria.  Sur  quelques  problfemea 
ä^mentairea  de  g^ametrie  descTiptiye  k 
S  et  1  dimenaionH.    *A.Gr,  2,  267. 

112.  •— .  Yerfabren  zut  Darstellung 
wQtk  Durchdringungakurven  zweier  Flä- 

ciwro,  aa.a79. 

HS.  •— .  DarstelluM  von  Durch- 
dnngungBkurven.     CG/TL  238. 

lli,  *— .  Darstelluiig  von  Durcb- 
tlringuBgakurveu  zweier  Flächen  für 
Lehrzwecke.     L.M,B.  169. 

ll'i.  A.  Ädkr.  Zur  sphajischen 
Abbiiduiig  der  Flüchen    nach  ihrer  An- 


wendung in  der  darfltellenden  Geometrie. 
S.A.W.  110,  50. 

liö.  a  Bodefiberg,  Über  die  Schnitt 
kurven  zweier  kongruente  Rlngfläcben 
und  ihr  Zerfallen   in  Kreise.    Z.S,  1Ü6, 

Projektleit« 

117.  Ä  L,  FenfieM.  On  the  nae  of 
the  ßtereographic  projection  for  geogra- 
phieal  mapa  and  saiUng  Charte,  A.  J,  S.  1 3. 
S45. 

118*  *S.  X.  Pmfkld.  Über  die  An- 
wendung der  Btereographisehen  Projek- 
tion.    Z  K.M.  3ö,  1. 

IIÖ,  J^.  Ämodeo.  Eappresentaaione 
Htereogratica  delle  figure  dello  apado 
nel  piano.     M.P,A.Z.  3, 

Per^pektlre« 

120.  ^E.  Sommer  Cbor  Verßtöfße 
gegen  die  Begeb  der  Perspektive.  Z.  R.  H, 

Scliatteiikoiit^trtikUoiteti. 

121.  O.  Unger.  Über  ein  Konstnik- 
tionsprinzip  und  seine  Verwertung  bei 
der  Schattenbeatimmung  an  Drehfl Heben. 
Z.S.  467. 

Pho  t  ogr  amme  tr  ie . 

12i.  •£.  Dükial  Arbeiten  und  Fort- 
schritte auf  dem  Gebiet  der  Photo- 
grammetrie  im  Jahre  1900.  J.  P.R.  337; 
37Ü 

133*  *E.  Dökial  Photogrammetrie 
und  ihre  Anwendungen,    S.Y.N.W.  247. 

124.  E.DokieU.  Ubm  Problem  der  6  und 
3  Strahlen  in  der  Photogranunetrie. 
Z.S,  29. 

12&,  Dokial.  Über  das  Geaiehtd-  und 
Auinabmefeld  bei  photogrammetriichen 
Aufnahmen.     Z.V.  31.  IUI. 

120.  *A.  GUi^^heti,  Geometrische  Kon- 
struktionen neben  der  Methode  der 
Durchrechnung  bei  photographischen 
Objekten.     D.  M.  10.  1 ;  18. 

1 2  7  ♦  •  3/,  Sek  wannmmi .  Zur  Kr jstal  1  * 
pbotograinmetrie.    N.JM.  1901.  L  9. 

12S*  H.  Luden^lorff.  Über  FeUer,  die 
beim  Auf  kopieren  yon  Normalgittern 
Buf  photographische  Platten  entstehen 
können.     A.N  K.  167.  1. 

120.  G.  A.  Hemsalcch.  La  conititutton 
de  retineelle  ^lectrique.    J.P.  1.  76. 

ISO.  P.  C.  Scmches.  Memoire  sur  la 
m^thode  des  lev^ea  topophotographiques. 
M.J.R.M.  lö.  36. 

131.  Xoeiry.  fitude  des  conditiooa  ä 
rt^aliser   dans    FeiecutioD    des   dichtes 
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ponr  obtenir  rhomogen^ity  et  le  maxi- 
mmn  d'exactitude  dans  la  d^termmation 
des  coordonn^eB  des  images  etellairei, 
CR.  134.  381, 

KTygtanogrä|>hie« 

152»  'jb'.  Smolar.  Einige  laeue  Auf- 
gaben aus  der  mathemati&cheD  Kryitallo- 
graphie.     Z.E.M.  3Ö.  4m. 

Idä.  F.  Watlerant.  Sar  quelquei  con- 
ceptions  en  cryBtal lographie .  E.  Ü.  0 . 6 7 1 . 


1S4.  *R  ('.  Ftf<*öJW.  Ober  KryataU^ 
sjiteme.     C.  M.G*  64&. 

185p  'K.  de  Sourn-Brandäa.  tjber 
KrjitaUfijflteme.     NJ  M.  lltüL  II.  »7- 

18ö#  '  W.  Barhw.    Die  Symmetrie  derj 
KiyBtaUe.    Z.K.M.  34.  L  1 

137.  ^E^  V.  Fedomw,  Beiträge  ixu 
zonalen  Krystaüographie.  ZK.M-  M. 
133;  3Ö.  75. 

Siehe  auch  826. 


Meobamk* 


Friazipleu  der  Heetaanik. 

188,  X.  K(fniggberffer.  Die  Prinzipien 
der  Mechanik  für  mehrere  unabhängige 
Variablen.  S.A.B.  ISOL  1092  j  Cr.  VU. 
20% 

ISO.  *P.  Tamierg.  QaXiUe  et  lea 
principe»  de  la  dynatnique.    R.G.O.  330. 

l#Oi  A'.  Hmm.  Über  die  Hertscache 
Mechanik.     S.M.B.  18. 

141*  r,  iichwari^e.  Dynamische  Be- 
trachtungen über  mechünisiehB  Funda- 
mentalbegriffe.     Ü.M  N,  8.  11. 

142«  Combehiac.  Sux  la  force  vive 
uülisable.    S.M.  314. 

148*  Ä.  F  SuiukU,  tJber  den  von 
Duhamel  begründeten  Beweii  des  Priii- 
zipa  der  virtueUeii  Geschwindigkeiten. 
B.t\S.  287. 

144.  F.  Appell  Biir  le  principe  de  la 
moindre  contrainte,    An.M.  407. 

145.  .4  H;a«;imit^.  Daa  Reatglied 
bei  der  Transformation  dea  Zwanget  in 
allgemeinen  Koordinaten.  i>,A,W.  lli). 
387. 

146.  A,  Voss.  Über  die  Prinzipe  von 
Haini  l  fco  n  und  M  aupert uis ,  N.  G .  U .  1 900. 
3*iy. 

147*  *if.  Klmnpeter.  Formulierung 
des  Trigheitagesets&ea.    A.F.B.P.  461. 

148.  V.  A,  Julius.  Sur  le  mouf  ement 
absolu.     AN,  6.  34SÖ. 

liö.  W.  Ostwald.  Über  die  Ein- 
führung de«  Begrifis  der  Arbeit  beim 
Üuterricht  in  der  Mechanik,  Z.  U.  33. 10. 
Siehe  auch  160;  186, 

Kliii'mattk» 

l&O,  L.  Torris.  Sur  Tutiliti^  des  exem- 
plea  cin^matiqnoB  dans  rex])asiiii>fi  de» 
th^ories  mathematiiiue>k      S.  M,  HJ7, 

l&l*  H  V.  LilicnthuL  Über  die  ße- 
aiehung  der  Geometrie  der  üüwegung 
Eor  Differentialgeoinetrie,     D.V.M.  37. 


l&S,  E.  M&mä.     Snr  certalus 
remes  de  g^om^trie  cintoatiqiie.  S.  M.  221. 

15B.  L.  Burmcsttr.  K  ine  ma  tisch - 
geometriHche  Theorie  der  Bewegung  der 
afßn  -  ve  runderlich  en  ^  ähnlich  -  vet^der* 
liehen  und  atarren  räumlichen  oder  ebeoen 
Systeme,     Z.fci.  12si. 

lo4.  C  Mtmy^  Snr  le  deplAcement 
d'ime  figure  soboe.    N.A.  17. 

l&S*  i?.  dt  JSaussure-  Sux  le  mouve- 
meot  d'une  droite  posa^dant  3  di^gnk 
de  libert^.     CR.  133,  1283. 

Siehe  amcb  316;  863;  863. 

S  c  h  r  au  li  e  ure  chuu  n  g. 

156*  F.  Klein.  Zur  Schraub entheori« 
vo«  Sir  HobeH  Ball.     Z,a  237. 

1&7*  *L  Cardinatih  Sur  lea  cougruence 
(3,    2)     contenuea     dans     un    compieie 
quadratique  de  toneon  de  Ball.    A.If| 
6.  117, 

Heclianli^iiieii. 

158^  0,  Fischer^    ülier  die  redüaiertea^ 

Systeme  und  die  Hauptpunkte  der 
Glieder  eines  Gelenk meehaniamUB  und 
ihre  Bedeutung  tiir  die  technische  Me- 
chanik.    Z.S.  429. 

15B.  F.  J.  Vaes.  De  vergelijking  voor 
de    indeelltig    der     atangetivierhoekei] 
N,A.W.  242. 

Siehe  auch  186. 

Statut. 

1 80»  M.  Lehnmnn  -  FiJ^*^.  An  alytieche 
Ableitungdea  Satzes  vom  Parallelogramm 
der  Kräfte,     A.  Gr.  2.  124. 

161.  P  H  Schonte.  Sur  la  reduclion 
d'uu  Systeme  quelconque  de  forees  dans 
l'espace  R^  ä  n  dimeosion«.    A.  N,  6  193. 

162.  A.  Dittrich.  Jak  tfeba  avoliti 
vRzby  a  siiy,  aby  soustava  datiä  dala 
»e  realieovati.    (Wie  mufa  man  die  Ver- 
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bmdongen  und  Kräfte  w&iilen,  damit 
«in  (jfegebenes  System  derselben  sieb 
rendrldicben  läfat)     C.  42;  116;  201. 

lAS,  H.  Schubert.  G  leicb  gewichte - 
bedingungeu  für  4  Eräfte,  welcbe  senk- 
fecht  sa  einer  atatren  Geraden  wirken  ^ 

16t.  ^.  Haril  Ein  Apparat  zur 
Lehre  roo  den  Brehmoinenten  und  den 
Bedingungen  des  G!eichgewicbts.  Z.  P  14. 
3*1, 

KSt  L.  Xecomi*.    Sur  la  vib  tana  ßn. 

Schwerpunkte« 

16fi.  F.  Vilhreat.  Geomekia  d«  cuatro 
dimeitslones.  Teorema  de  Quldin.  R,  C. 
L.  4.  282. 

Moment«*       ^ 

167,  S.  JoUes.  Syutbetiiche  TUeone 
der  Centrifügal-  und  Drehungsmomente 
eiaea  ebenen   Fläche natüekes.     A,Gr,  2. 

m. 

168,  E.  jMoyr,  über  Körper  von  kine- 
tiicber  Sjmmetrie,     Z.S.  47Ü, 

Siebe  ancb  164, 


DjniJiiik  des  Fnnktes. 

169.  E^  Pkard,  üne  premi&r©  le^on 
de  dynamiqae.     N.A.  1. 

170.  1".    Amatü,     Grintegraü     delle 
doüi    de!    meto   d'un   punto  mate- 

Ä.G,C     No.  U. 
lil.   G,  Barboux.    Sur  on  probl^iue 
de  meeaidqae.    A.N.  6,  371, 

Centralbewegnng^. 

172.  3L  Volkov.  \'yvod  formuly  cen* 
troitremitelnoj  flüy.  ( Herlei tiing  der  For- 
mel der  C-entripetalkraft.)  M.P.O.  26. 
164.  —  I).  N,  Zf-jtigcr  238;  27.  77.  — 
N,  SdiÜkr  27,  7.  —  B.  Schorr  3L 

17S*  G.  Fennaechieiti.  Sopra  una  ge- 
üfTBiiagaEioRe  della  formola  di  Binet  Bulle 
foime  centrali.     A.GC     No.  6 

174*  C.  SUphajios.  Eemarquea  gnr  la 
throne  de»  iWcea  centralem.  A.  Gr.  2.  147. 
J?6»  G.  SchmiUn.  De  centrale  be- 
en  de  foncti^ii  van  WeierBtraaa. 
T.  256;  301. 

17e,  B.  P  Vt:jnber0.  Vj?od  neko- 
Wfjcb  formal  mechaniki,  (Herleitung 
tfiaigcr  Formel»  der  Mechanik.)  M.P. 
0.  27.  30 

Siehe  auch  177. 


fautochroneß, 

177.  *V  NobiH,     Sulla  ricerca  delle 
eurve    tautocrone    comspondenti  a  una 
data  legge  di  for^a  centrale.    G.B.  108. 
Siehe  aueb  190, 

Penilel. 

178*  G.  G.  Cmmtantitte^cu,  Firal  cu 
plumb  si  at.trac|iniiea  univer^alä.  (Pendel 
und  allgemeine  Än^iebung.)  ü.M.B. 
4.   laö. 
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von  ungleich  starken  Wellen.  P.J,  316, 
341.  ^m 

HS,  D.  A.  ^mmts.  Moment  of  ri^M 
aistance.  Eg.  72.  753  —  H.  H  Brough^ 
tan,  G.  A.  Garran,  E.  J.  M  Datnes  78S. 

119,  C  Bach.  Eine  Stelle  an  man- 
chen Maschinen  teilen,  deren  Beanspni- 
chnng  auf  Grund  der  üblichen  Berech- 
nnng  stark  unterachätzt  wird.  Z.V. DJ. 
45,  1667. 

120*  G.Bamisch,  Einem atiÄcheünter- 
auchungen  der  Elastizität  von  Federn, 
P.J.  516.  453. 

121,  A.  Bei}tö.  Eationelle  DurchfQb- 
ning  deiT  Materialprüfung  anf  Grund  des 
Gesetsses  der  Kraft  Vermittlung  nnd  der 
innem  Reibung.  (Deutsch,  franz.  engl.). 
B.S.  6.  34;  63;  61;  77;  125, 

122,  M.Etideloff:  EinfluTa  dea  Biegem 
nnd  Richten»  auf  die  Pestigkeitseigen- 
schaften  ?on  Flnfseisen.   Z.V.D.l.  45.  46. 

12S,  G,  Barkhmen.  Die  Verbund- 
körper aufl  Mörtel  und  Eisen  im  Bau- 
weaen.     Z.A.l.  6.   133. 

124,  J.  F,  Brik.  Zwei  Bruch verBUche 
mit  Mas&ierdecken  nach  System  „Henne- 
bique*.     AB   66.  19, 

125,  J.  Kühl^.    Die   richtige  Knick- 
formel      Z.V.D.l.    45.     Se.-j;     400. 
M.  Kirdel  898.  ^  Prandtl  900. 

120.  ^4.  Sehneider,     Zur  Theorie    _ 
Knickfestigkeit  Z.  Ö,  A.  I.V.  63.  633 ;  64 

123,  Knemler.  Beitrag  zur  Theor 
der  Knicknng,     C.B.  21.  238 


.ICJI- 

sori^' 
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128.  Jtf.  J?.  r.  l%nUk.  BerechmiTig 
:er  höheren  Säulen  auf  KDickfeatigkeit. 

12ft*  ^S'.  Itappapori.  Über  Betoneiieo- 
konstniktion.     Schw.B.  38.  198, 

180,  Wilcl'e.  BeBlimmunp-  kleinfiter 
Querschnitte  und  g-eriTiffHtiir  Stoffmenge 
für  Streben  ad  er  Kopfba^der,  die  aul 
Z^fTknickung  beansprucht  werden.  C*  B.  21 . 

"  e. 

181  •  G.  Perl   Die  Beansprucbung  der 
ngeln  im  Kugellager.    P.J,  316.  e9. 
182.  Sthbtct  Über  Kugellager.  AGB. 

1S3*  Schwinnwg.  Vfiraache  über  die 
nläesige  BelaFtnng  von  Kugeln  und 
'ugellager,     Z.V. D.I.  45=  332. 

184.  Aut€nrieth.  Beitrag  zur  Be- 
immung  der  gröfaten  Schabspannung 
m  Querschnitt  eines  geraden,  anf  Dre- 
hung beanspruchten  Stabes.  Z.V.D.L  46. 
1099 

18#,    Bamisch,      Elementare    ünter- 

chungen  über  die  ElaBtissitÄt  eines 
i&lkens  au  f  m  ehreren  Stützen.  Y.T.  G .  80. 
83. 

IM-   G.  Bamisch.      ßeBttmmunß^    des 

irklicben   We^s,   welchen   ein   Punkt 

eine«  belasteten  massiven  Balkens  naeh 

«rfolgter  Biegung  desielben  zurückgelegt 

[bat.     P.J.  316.  330. 

187*  31  Ü?.  r  Thullie.  Zur  Berech- 
der  zusammengesetzten  Hohlträger. 
Ktky.  63,  326. 

188*  E.  Htrrfnann  Zur  Theorie  der 
estigkeit  krummer  Trilger  R  J.  3 16. 406. 

18»*  0.  S^hmüdd.  Berechnung  eines 
als  Parabel triiger  konstruierten  Lauf- 
kran trägers  durch  EinHuIalinien.  F.  M .  C. 
34.  94;  30. 

14Ö*  ^-  Berechnung  eines  eisernen 
Fachwerktr^ers  für  22,5  mm  Spann- 
weite.    P  M  C.  34    48;  66. 

141,  Matmsch,  Elementare  Unter- 
auchung  eines  durch  zwei  Zugstangen 
und  eine  Strebe  verstlbrkten  Trägere. 
P.J    316    9. 

143*  A,  Francke.  Einige  Formeln 
für  den  elastisch  gelagerten  Träger. 
Z.AI.  6     13 

148.  J.  Thi^Tn^.  Beitrag  äot  Berech- 
nung von  kontinuierlichen  TiUgera  über 
zwei  öffinnngen.     Z.V. D.I.  45.  1819. 

144,  J*.  Milium.  Die  Berechnung  frei- 
tragender bogenförmiger  Wellblech- 
dächef     P  MC.  34.  9, 

14^.  E.  H.  Smith.  The  strength  of 
struts.     E.  91.  388. 

146.  0.  JS^fr.  Beitrag  zni-  Berech* 
nung  ?on  steifeii  Qnerrahmen.  Z.AL  6 
183. 


147.  G.  Eami^ch.  Untersuchung  eines 
von  gleichen  und  entgegengesetzt  ge- 
richteten Kräften  beanspruchten  dünnen 
Kreisrings.     RJ.  316.  389, 

148,  A',  Reinhardt.  SelbBspannende 
Kolbenringe,     Z.V. D.I.  46.  232;  379. 

148,.  G.  Schwur 2.  Festigkeit  von 
Scheibenkolben     ZV.  Dt  46.  1419 

150.  L.  Cos^.  ätude  th^orique  «ur 
la  r^sistance  des  voüte«.  Schw.B.  38. 
J  39;  163;  169. 

Ißl»  ^.  Eine  neue  graphische  Me- 
thode zur  Berechnung  der  Bandbremsen. 
P.M.C   34    65, 

im.A. Vifih.  Giefßereikran für  1 500  kg 
Nutsilast,     RM,C;  34.  96, 

158,  F.  Engtstter,  Ober  Bogenbrücken 
mit  elastischen   Pfeilern.    Z.B.  51.  311. 

164*  J.  Mdnn.  Gnin  dzüge  für  die 
Berechnung  und  Konstruktion  der  Eisen- 
bahnbriScken  in  Nordamerika.  Z.  ö.  1.  A.V. 
63.   257. 

\hhm  E,  Lubini.  Einige  Brücken  Ver- 
stärkungen der  Gotthardbahn.  Schw.B. 
37.   23;  35. 

1»6,  J.  Hervieu^  Le  pont  J.  F.  Lupine, 
Schw.B.  58.   145;  161;  177. 

157.  -.4.  MofizQt  Les  pontß  m^talli- 
qnes  ä.  arendes  (Systeme  Viren deel), 
Schw.B.  38.  33;  49. 

158,  8,  Perkie.  Chute  par  gauchisse- 
ment  d*un  pont  d^montable.  M.I.C.  64 
A.&23. 

IM*  G  Bathr^  La  salle  de«  R^tes  de 
l'eiposition.     G.C.  38.  1. 

160.  E.  Lcitpold.  Über  die  Berech- 
nung der  Schornsteine.     T.  6,  105. 

161,  K.  Reinhardt.  Festigkeit  der 
Schwungräder.     Z.V,D,L  45.  867. 

182.  J.  Bruhn.  The  transverse  strength 
of  ähips.     Eg.  72.  SO. 

168,  F.  H  WagnfT.  EKe  Platten  in 
Vernietungen  cylindrischer  Flüssigkeits- 
behiJter.     T,  6.  166. 

1114,  E.  Braufs.  Die  Konitruktion 
offener  Wasierbehälter  aus  Eisenblech. 
Z.G.K,  8.  187. 

lfU>.  L.  H.  Frtf.  Ä  boiler  »bell  chart. 
A.E.R.J.  75.  192. 

1118.  J.  Gmdmann.  The  strength  of 
drop  forged  crane  hooks.  Eg.  72.  637. 
Siebe  auch  212—216;  241—242. 

Gfiodlaie. 

167.  Wikke.  Teilung  eines  Grund* 
stück  &  mit  verändert  ehern  Wert  der 
Flächeneinheit     Z.V.  80.  169;  307, 

168»  E.  Dolfsoi.  Festlegung  eine« 
polygonalen  Zuges  hei  Verwendung  nener 


Initruinenie  f^  optische  DigiutizjBessiiiig. 
Z.ÖJ.Ä.V.  53.  786;  833. 

169.  J.  Urbanski.  Über  L^Hungen 
geodätischer  Aufgaben  bei  TerfaaBung 
aar  Detailprojekte  von  WaBierstraTseii. 
2.Ö.LÄ.V.53.  ö?3;  ni.  —  M.RoUämder, 
720. 

170.  E^ffümmer,  Kener  Tacliymeter- 
Üteodoüt  zur  unrnJit-el baren  Lattenab- 
leeung  der  horisioiitalen  Entfern ang^  und 
dei  HöhenuDter»chiedB.     2.A.L  fl.  42. 

171.  S,  WeUiJKh.  Eine  praktische 
Neuerung  beim  TachymetTieren.  Z.Ö. 
Ä.LV.  63.  638.  —  Ä,  Tich^.  ^27. 

172.  F.  Dtinert.  Landesvermessung 
in  Chile.     ZV.  30   277 

Biehe  Auch   lU;    22B— 226;    229—231; 
277;  279. 

6rAphl§elier  C&IcqI. 

175.  A.  Sieber.  Graphische  Lösung 
höherer  algebraischer  Gleichungen. 
Schw.B.  37.  116;  180 

174*  F.  jyorr      Die  Anwendung  dm 
Seileck a  für  die  Berecbtiung  der  Strom- 
verteilung    bei     elektrisch  CD     Bahnen. 
E.Z.  22.  411.  "  0.  Brandt  51Ö 
Siehe  auch  13;  151;  t4ß— 247. 

Hjdr&statlk,  HjdrodjnAinik  und 
Hjdranlit. 

176.  H.  Grat^liii^.  Siedeck a  neae  Ge- 
Bchwindigkeita forme l     Z.H.  4,  165. 

176*  M.  Skdfck.  Studie  ober  eine 
neue  Formel  zur  Ermitt-elung  der  Ge- 
schwindigkeit det  Wassers  in  Fliisien 
und  Strdmeu.  Z.Ö.LAT.  53.  397;  409; 
445. 

177.  B,  Binditnann.  Die  mittlere 
Abflufsmeng©  in  Flüüien.  C.  B.  21. 
273.  —  Gravelim  369. 

17§,  G.  Crumöia.  Zur  Djnamik  de» 
Flufsbetts.    Z.H.  4.  268. 

17».  R.  H.  Smith.  The  Bow  of  water 
in  chatineb  and  pipes.     E.  Dl.  613. 

180»  P.  Forch}tfifntr,  Wasserbeweg- 
ung durch  Boden    X.V,D.L  45.  1736. 

181*  C.  /f.  WinpfieM.  The  influence 
of  depth  of  immersion  on  the  distribu- 
tiön  of  pressure  over  a  anbmeig^d 
moving  pfate.     Eg.  71.  433. 

182*  A:  BuMf.  VentU^piel  bei 
Pumpen  und  Gebläsen.  P.J.  316.  309; 
S31 

18«,  K  Emhlf  Beurt4?ilung  der 
Saugwirkimg  «iner  Kolbenpumpe.  P.J. 
116.  716. 


I  ist.  Hagem.  Die  Vproän^  beim 
Ansaugen  der  Pampen.  Z.  V.  D.  I.  45. 
1535, 

IS 5*  --.  Über  die  suläasige  Baughl^he 
der  Pampen,  welche  ams  akr  Lumeere 
saugen.     P.J,  316.  6S4, 

IM.  e.  Bledtm.  Das  Pettonpump- 
wetrk.     J.G.W.  44.  24. 

187.  G.  Bauter.  Ober  Aräometer  mit 
willkürlicher  Ejiiteilnng.    P.J.  316.  677. 

IH8.   (7.   Bamitn:h      Bestimmung    der 
Ein  grab  an  gitiefe  einer  Spundwand.  FJA 
316.  744  ^ 

18fl*  Kecker.  Beitrag  znr  Bereehnung 
von  Eanalisationflleitungen.  G.L  24. 
374;  389. 

190.  E.  Braufs.  Die  Dimensionen 
der  Wasserleitung  für  Hang-  und  Bade- 
bedarf.    G.L  24.  269. 

Iftl.  B.  Mi^es.  Berechnung  der 
WarmwasBer-,  Wasser- und Gaäleitangen. 
P.J.  316.  686;  696. 

192,  J.  Baromts,  Die  Trinkwaaier« 
veraorgung  in  DalmaUen.     A.B.  66.  59. 

195,  N.  Baasham.  Zur  Konstruktion 
der  Laufrader  der  Eadialturbinen. 
Z.V. DL  45.  1602. 

194t  F.  Futhfr  Beitrag  ^r  Be- 
stimmung des  Einflusses  der  Veraöge- 
mng  auf  die  in  städtischen  Kanllen 
abzuführenden  Gröfstwassermengen.  GL 
24    169. 

195*  —  Beitrag  mm  Kapitel  t  Stau- 
berechnungen.     D.H.  35.  17B. 

196,  A.  Klir.  Staustufe  bei  Troja. 
A.B.  66    39. 

197,  Brannek.  Beispiel  der  Berech- 
nung einer  Wasserwerk  anläge.  P.M-C. 
34,  137. 

las.  R  ForcÄAeimo^  Gönatigate 
Grabenneigung  und  Rohrweite  bei 
Wasserkraft- Anlagen.  Z.Ö.LA.T  6«. 
775. 

19S**  J.  G^röger,  Trogschleuseu  auf 
geiiei|[ten  Fahrbahnen  mit  besonderer 
Rücksichtnahme  auf  die  Erhaltung  eines 
ruhigen  Wasserspiegels.  2.Ö.LA.V.  53. 
725;  74ö. 

200*  A.  Haußner  Der  Holländer. 
P  J  S16.  437^  456;  474;  490;  508;  541; 
656^  576;  689. 

201*  A\  Erekp.  Der  Holländer  und 
seine  Theorie.     RJ.  316.  235, 

202-  J.  P.  C^urch  Theory  of  loco- 
motive  water  scoops.    A.E.B  J.  76.  376. 

20^*  Thiele.  Schiffs  widerttand  auf 
Kanälen.     C  B.  21    345. 

201,  J.  A*  Normand.  Approximate 
rules  for  the  detertuination  of  Üie  dis- 
placemeni  and  dlmensions  of  a  ship  in 


iddmifl  li  in  tecbn.  Zeitschr.  1901  sich  vorfind,  matheni.  Abh&EdlQngen,     lg9 


icccidftaee  with  a  giveii  programme  of 
raquimnentA.     E.  ^%  311. 

Siehe  auch  29;  31;  262. 

Ältö.  /.  H.  L&nie,  Yolßjn  of  load  on 
billict  QT  coai   cara.     A.E.R.J,  Ib   bl 

Wft  L.  H.  Ffif,  To  detertüine  the 
wiigbt  of  water  iß  a  b^iler.  A.E.B.J. 
?5,  346. 

Eartenprojektion* 

207.  fVfinke^  Koordijaatea  and  Pro- 
JÄktioQen.    2V.  30.  ölT. 


Einematiki 


"  201.  A.  Herzo0.  Über  den  Beacblett- 
aigiüigiyustaiid  des  Kurbel  Vierecks, 
Schw.B.  3T.  iW. 

20i«  A  Schaffer.  Über  Zahnräder. 
2,Ö,LA.V.  53.   798;  818. 

tl^,  —  Engrenages  coniques  de  a^e 
rE^netiontiant  ioua  im  angle  quelconqne. 
G  a  39    22Ö, 

All.  T.  Ffegü.  J.  E.  R^ineckere 
W^CrkzeugmaEchinen.  F.J.  31S.  357; 
377;  396;  411;  459;  477. 

213.  G,  Bam^i^.  KinetnatiBehe 
Unters achmig  eines  belasteten  ebenen 
gtab^nges.     RJ.  316    533. 

f  IS«  O^  Bamisch.  Kinematische 
Untannehtiiig  einer  zwiBchen  zwei  mit 
einander  gelenk artig  befestigten  Balken 
beindüchen  dicken  Blattfeder.  P.J. 
ai6.  645. 

214.  G.  Eamkch.  Kinematiiche 
CJüteTSUchuiig  eines  kreisförmigea  Bogen- 

^—torlgefs  mit  Kämpfergel enken  ^    letztere 
^per banden  dnreh  eine  IStange.    P,  j.  316. 

^BjS1&*     G     Eamüch.        Kinematische 

^HKöne  des  Fachwerkhogenä  mit  ein- 

geppannien  Kämpfern.     Z.Ö.LA.V.  53. 

214&.     G.     liamm^.        Kinematische 
ünteTHUchnng    des    doppelten    Hüjige- 
werks-     P  J.  31C.  213 
Siehe  anch  130. 

Earfen. 

Alf.  Jf .  Schenkel  Qeometriache  örter 
Fmn  WechEeiBtromdiagrammen.  E.  Z.  22- 
1 1043 

MaguetiHiDtte. 

Ali,  E.  Mülkndorf.  Dm  Gesetz  der 
|.lBägneti»clien  InduktioQ.     E.Z.  22.  925. 


21  fl.  E.  Dick.  Ober  die  Kraftlinien- 
Verteilung  in  Nutenankern  bei  stark  ge- 
aättigten  Zähnen  und  die  Befitimmutig 
der  zugehörigen  magnetomotoriflchen 
Kraft  wie  det  minimalsten  Lutltab- 
atandes  ä      E.Z.  22.  698. 

220.  F.  Jacühsefi^  Graphische  Er- 
mittelung des  hysteretischen  Voreil- 
wiukels,     E.Z,  22.  629. 

221*  W.  Bemke.  Über  den  Einflnfg 
der  Polform  von  ICagoeten  auf  die  Zug- 
kraft derselben.     E.Z.  22.  542, 

222.  H.  Kamps,  über  die  durch 
Oxjdechichten  des  Eisens  vernraachten 
Fehler  magnetischer  Mesaungen  E.Z. 
22.   76. 

Mefs  Werkzeuge » 

22S.  Schuhe.  Der  Lattenreiter,  Z.V. 
30,  649. 

224.  Puller.  Schnellmeaser,  ein 
Schiebetachjmeter  für  lotrechte  Latten* 
Stellung.      CR.  21,   6HJ;    Z.V.  30.    631. 

t2b*  G.  Hihcher.  Die  tachymetriacbe 
Mefalatte.     Z.V.  SO,  210. 

22«.  a  PuWrkh.  Über  einen 
Neigungsmesser.     Z.L  21.  205. 


Nlhenmggmethoden« 

327.  Uöiher.  Nahenmgaformel  für 
iE  ±  aa:  =  fc  nnd  yar»  ~|-  y«.  Z.V.  30. 
654. 

228.  Bteiff,  Käberungsmethode  för 
j;»  -I-  3,*  ^  ff.  Z.V.  30,  133.  -  W,  Woj- 
tan  185.  —  PuUbt  663. 

220,  E.  Haimfter.  Zur  Kreisbogen- 
absteckung.     ZV.  30.  206. 

230.  Siarcas.  Abstecken  von  Kreis- 
bögen aus  dem  Tangen tialpunkt.  Z.V. 
30.  129,  —  Pulkr  383.   ^  Bafferl  384. 

2E1.  A.  SckleuMsinger^  OberVerkaltnis- 
zahlen  zur  Absteckung  von  Kreisbogen, 
ZV    30.  667. 

Namographle. 

2ft2«  R.  Soreau.  Contribution  a  la 
thüorie  et  am  appücations  de  la  uomo- 
graphie.    M.l.C.  54-  B.  191. 


Optik. 

2»3.  B.FnUch  Über  die  Perspektiv- 
Brillengiäser.     C.Z.  22.  212. 

234.  a  Hecker  Über  die  Benrtei- 
lunff  der  Raumtiefe  in  dem  stereosko- 
pi sehen  Entfemungamesser  von  Zeisa- 
Jena.     Z.V,  30    65, 

285,   W.  Airy.    Geodeaj.    E,  91.  407. 
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AbbAdh^ 


und 


M7.  O.  JVoir. 
dieAppaimfcenii 
G- J.  «4.  «37. 

W.  L.     Hfiktradift  Tiefeatiier- 

C.Z.22.  81. 
O.  Hedter.    Uniemidliimg  der 


dem  GlMe  69^1.    Z.L  21.  133. 

Sit.  G.  HoFtwHum.  Die  di^tiiKlie 
Heiiwmichtnng  des  Potadamer  Stem- 
wptktif^gafhem  No.  IH     Z.L  21.  313. 

Sil.  B.  Hammendmidt.  Zur  üm< 
redmoBg  des  ans  ralnmnrwbid  eat- 
wi^ehen    RohaeetjieBs    auf    die    for 


Handdswaie  gcUeadcn  Komialia. 

Sit.  F.  MM.      Über  mmed, 
wämkm,    Z.G.IL  8.  n. 

S(die  •mA  t:  63. 


iwcrtievge. 

SIS.  —  DerED^weBBxkelTonl 
KziM.    Z.O.LA.y.  63.  404. 

514.  JTowfftl      Ein  neaes  Zd 
dxcieek.    C.B.  21.  36. 

515.  PuOer.   YenciuedeiieNägi 
C.B.  21.  4« 


7 
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286*  P.  Hoppe,   über  grofse  astrono- 
mische Fernrohre.    A.G.B.  49.  114;  130. 
Siehe  auch  7. 

Beehenmasehliieii. 

287.  PuUer.  Bechenscheibe  mit  Glas- 
l&ufer  und  Lupe.    Z.V.  30.  296. 

288.  8chweth.  Eine  Erweiterung  des 
Anwendungsgebiets  des  Rechenschiebers. 
Z.V.D.J.  46.  667. 

289.  H.  Sossna.  Ergebnisse  einer 
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Zaiclmerisclie  Ennittelimg  der  Kräfte  im  Ereisbogenträger 
mit  und  olme  Eämpfergelenke. 

Von  Baurat  A.  Francke  in  Herzberg  a.  Harz. 
Mit  9  Fig.  auf  2  Tafeln. 

:  Streckt    man    einen   Bogen   in   eine   Gerade   und   trägt   an  jeder 

Stelle    das,   im   betreffenden  Bogenponkte   wirkende   innere  Biegungs- 

i    iBOment   als  Belastnngshöhe   auf,   verbindet  alsdann  diese  Belastungs- 

r    kzBffce  dnreh  ein  Seilpolygon,  so  erhält  man  bekanntlich ,  als  Ergebnis 

zweifeu^en     Integration     der     allgemeinen     Biegungsgleichung 


Kl-g-f "°  d:  Jf   die    zeichnerische    Darstellung    der,    in   Richtung   des 

BLrOiiimmigBhalbmessers  gemessenen  elastischen  Durchbiegung  z. 

Weil,   för  gegen  1   verschwindende,    belanglose    Werte    ^-.    die 

ebutiflche   Achsenschiebung  w   eines   Kreisbogenträgers   gegeben   wird 
durch  den  ein&chen  Ausdruck: 


w 


=  /  zdw  =  -  /  zds, 


■o  ist  die  Änderung  der  Länge  der  Bogenachse  dargestellt  durch  den 
Flächeninhalt  F=fzds  der  ;?- Kurve  und  man  kann  daher  aus  der 
Stetigkeit  der  nun  einmal  vorhandenen  Bogenachsenlänge,  also  auf 
Gmnd  der  Forderung  fzds  =  0,  aus  der  zeichnerischen  Darstellung 
der  Durchbiegung  z  die  durch  irgendwelche  Belastung  P  erzeugte 
Ejrifieyerteilnng  in  einfacher  Weise  ermitteln,  indem  man  eben  die 
gesachten,  unbekannten  Kräfte,  z.  B.  beim  Bogen  mit  zwei  Kämpfer- 
gelenken den,  in  Richtung  der  SchluTssehne  wirkenden  Bogenschub  H 
der  Bedingung  Jzds  =  0  entsprechend  bestimmt. 

Hierbei  empfiehlt  es  sich,  namentlicli  um  für  die  möglichen  und 
denkbaren  Belastungsfälle  von  vornherein  jedes  zeichnerische  Probieren 
ftoezoschlielBen,  die  Wirkungen  der  gesuchten,  erzeugten  Kraft  H  und 

ZaltMhrlit  &  Kathamatik  u.  l'byiik.  48.  Band.  190ä.  2.  Heft.  13 
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der   gegebenen   Belastung   P   stets    fQr   sich  gesondert   za  betrachte 
alao   den  Schub  H^   genau    wie    bei    dem  entsprechenden  analvtucW  j 
Verfahren,  auf  Grund  der  Beziehmig  zu  beetiaunen: 

0  =  ff^^+P^,     oder     p=^^=  N^s^' 

Bo  dafs  alBO  der  Nenner  —  ^^    der  im  Zustand    ^  =  —  1    e? 
Änderung  der  Länge  der  BogenacliBe  entspricht^  wahrend  der  ^ikri|j 
die    dorch    die  Belastung  P  an   und  för  aich^    also  unter  der  V015 
Setzung  S-==Of  eraeugte  Änderung  dieser  Länge  darstellt. 


L  Der  Kreisbogenträger  mit  Kämpfergelemken. 

Wir  betrachten^  Abb.  1,  den  Kreisbogenträger  mit  Kampf ergelenki 
im  Zustande  H  =^  1^  setzen  also  Torans^  dafs  der  im  Übrigen  tSHij; 
unbelastete  Bogen  einen  inneren^  wagerechten  Scheitelschub  II=^\  m 
tragen  habe. 

Indem  wir,  Abb.  la^  auf  der  Geraden  O^A^  fQr  jeden  Pnnkt  s^ 
Hebelarm  p  lotrecht  als  BelaEtungshöhe  auftragen^  erhalten  wir  tu  is 
Kurre  BÄ^  eine  zeichnerische  Darstellung  der  dem  Zustande  S^l 
entsprechenden  inneren  Momente  p^  und  indem  wir  diese  Kurve  p  di 
Belastuugslinje  der  geraden  Strecke  O^Ä^  auffassen  und  diese  Kiifbjv 
Abb.  Ibj  durch  ein  Seilpolygon  verbinden,  erhalten  wir,  Abk  Ib^  d» 
zeichnerische  Darstellung  der  elastischen  Durchbiegung  B  des  Bogce- 
trägers  bei  Erfüllung  der  durch  die  Symmetrie  geforderten  Bedingiui| 

^  =  0  für  den  Scheitel. 

äs 

Der  Inhalt  O^^Ä^B^^  ^  F  dieser  j^- Linie  stellt  ©in  Mafs  dar  fm 
die  dem  Znstande  JEf  =  ±  1  enteprechende  Änderung  der  Bogenachs^o- 

länge  und  kann  mithin  angesehen  werden  als  der^  ein  för  aUemal  feslr 
stehende,  Nennerwert  des  durch  irgendwelche  Belastung  jP^  q  ersanglM 
Bogenschubes  H.  B 

Um  letzteren  für  irgendwelche  Belastung  P  zu  bestimmeii,  brau^P 
man  daher  für  den  Einzelfall  lediglich  den  zugehörigen  Zählerw^^w 
ermitteln.  ^^^| 

Sei  beispielsweise,  Abb.  2^  der  Bogen  belastet  durch  die  im  Bogen- 
punkt  D  angreifendej  behebig  gerichtete  Einzelkraft  P,  so  denke  man 
sich  die  Belastung  ergänzt  zur  punktiert  angegebenen,  symmetrischem 
Belastung,  wobei  also  der  Schub  Hj  in  Vergleich  zur  Wirkung 
einzigen  Last  P,  sich  verdoppeln  würde,  und  betrachte  für  diesen 
dachten  symmetrischen  Bela#tungslall  ledighch  die  Sonderwirkung 


i 
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Belastung^   nicht   etwa   auch   zugleich   die  ja   bereits  bekannte^    nach 
Ahih.  1  bereits  ermittelte,  Sonderwirkung  von  H. 

Tragt  man  also,   Abb.  2a,   unter  der  Voraussetzung  H  =  0,   die 

iiureren  Biegungsmomente  |)  auf  der  gerade  gestreckten  Bogenstrecke  O^A^ 

waJT,  am  einfachsten,  indem  man  die  Hebelarme  a  der  Einzelkraft  P  in 

Setzng  auf  die  rechts  von  D  gelegenen  Bogenpunkte  auf  der  Geraden 

-&-^4^  auffangt  und  durch  den  äufsersten  Punkt  Ä^  die  Wagerechte  O^Ä^ 

säGÜitj  und   betrachtet  den  Linienzug  BDA^  oder  p  als  Belastung  der 

Stanecke    0^^,   so   erhält   man,   Abb.  2b,   durch  Verbindung   der  Be- 

lAfiri^uiigskrafbe  p  durch  ein  Seilpolygon  die  Darstellung  der  zugehörigen 

«tlcusrÜBchen   Durchbiegung  z  und  also  im  Inhalt  O^^B^A^=^  F^  dieser 

se  -  J^Ture  den  gesuchten  Zählerwert,  so  dafs  also  der  von  einer  einzigen 

JBixi^elkraft  P  erzeugte  Schub  B.  bestimmt  ist  durch: 

2H       Fl 
P  ~  F* 

IL  Der  Kreisbogenträger  mit  eingemauerten,  undrehbaren 
und  unversohiebbaren  Kämpfern. 

Ein  Bogentrs^er   mit   eingemauerten  Kämpfern   ist  statisch  drei- 

^-^^    unbestimmt.    Es  bedarf  daher  zur  Feststellung  der  durch  irgend- 

^^ehe  Belastung  im  Bogen  erzeugten  Kräfte  einer  dreifachen  Angabe 

^  ^Bezug  auf  die  Kräfteverteilung,  und  nehmen  wir  die  drei  im  Scheitel 

^^«   symmetrisch  geformten  Bogens  erzeugten  Kräfte,  nämlich  die  Quer- 

^^^^ft   Qq,   die  Längskraft  K^  und  das  Moment  Jf^,   als  die  drei  Be- 

'^^^Bmungsgrölsen  der  Kräfteverteilung  an. 

Die  durch  irgendwelche  Belastung  P,  g  erzeugte  Querkraft  Q^ 
^^i^ui,  wie  später  näher  gezeigt  wird,  für  sich  durch  Betrachtung  des 
^^tsprechenden  antisymmetrischen  Belastungsfalles  gefunden  werden, 
^^^Irend  der  erzeugte  Schub  H^  und  das  Scheitehnoment  M^  am  ein- 
^^^^liBten  durch  Betrachtung  des  symmetrischen  Belastungsfalles,  in 
^Ichem  Q^  verschwindet,  ermittelt  werden  kann. 

Wir  betrachten,  Abb.  3,  zunächst  den  unbelasteten  Bogen  im  Zu- 
^^^^de   des    Scheitelschubes  H  oder  B.  =  \^  wie  solcher  Zustand  bei- 
^•^^^Isweise   durch   gleichmäfsige  Wärmeänderung   thatsächlich   herbei- 
^^^^ffehrt  werden  kann. 

^  In   diesem   Zustande   B.   hat   der   Bogen,   abgesehen   von   diesem 

^|^5^«ren  Scheitelschub  j?,  auch  gleichzeitig  ein  zu  B.  zugehöriges,  von 
^Tj       erzeugtes    inneres    Scheitelmoment  M  zu   tragen,    welches   seinem 
^^^luten   Werte   nach   mit  H  wächst  und  abnimmt  und  mithin  aus- 
^^^^rfckt  werden  kann  durch: 

13* 
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Der  Hebelanu  h  kann  leicht  zeichnerisch  bestimmt  werdeit 
Strecken  wir,  Abb.  3  a,  den  Bogen  OA  in  die  Greirade  04  du 
tragen  auf  dieser  Geraden  die  Hebelartne  c  der  Kraft  H  in  Besaiif 
die  Bogenpnnfcte  als  die  dem  Schöbe  H  entsprechende  Homafc!^ 
belaatong  c  au^  ao  mufs  der  Flächeninhalt  des  Rechtecks  OBB^Am 
dem  Inhalt  der  MDmentenbelastungBflUche  OAC  sein,  wenn  dieB^I 
dea  Rechteckes  den  Hebelarm  h  des  you  H  erzeugten  Scbeiialinomadia 
Jf  =--  Hh  darstellt, 

Denn  fassen  wir  die  Momentenfläche  OAC  auf  aU  BelMbu^ 
fläche,  ao  würden  wir^  durch  Zeichnung  des  entsprechenden  SeilpolTgont 
die  dem  Werte  H  =^  H^  31  ^  0  entsprechende  elastische  Durchbiegnngj 
dee  Bogenträgere  erhalten  nnd  die  letzte,  am  Kämpfer  gelegene  ^ 
diesea   Seilpolygons   würde    mit   ihrer  Richtung    der    elastischen  Y^ 

drehimg  ^—  daselbst  entsprechen. 

Verbänden  wir  aber   ein    zweites  Mal  die  Belastung  der  Hölel] 
durch    ein   Seilpolygon,    so    würde    die    letzte    Seite    die    dem  W«jfe 
Horizontalscbub  =  0,  Moment  ^  A  entsprechende  elastiachi*  Verdrehim| 

j-  des  Kämpferpunktes  darstellen. 

Da  nun,  nach  der  Voranseetzung,  die  Kämpferp  unkte  midrehbif 
sind,  so  mufe  die  Geaamtwirkung  der  Kräfte  M  und  N  die  elastii^ 

Kämpferrerdrehung  j-  =^^  ergeben,  d,  h.  es  muis  sein: 

A.0^  =  Fläche  OAC. 

Man  kann  daher  die  Länge  h  durch  eehr  einfache  zeichnerische  Am- 
fiihrungeUj  z.  B.  durch  Zurückführen  des  Flächeninhaltes  OA  C  auf  d» 
Grundlinie  OA  als  Basis  auffinden. 

Indem  man  nun  die  Belaatungalinie  OC  der  Abb<  3  a  auf  ik 
Wagerechte  BBj^  beziehtj  also  die  Belastung  *;--/*=&  betrachtet  umd 
dieae  Belaatimgakräfte  h  durch  ein  SeUpolygon  verbindet^  findet  man, 
Abb.  3  b,  die  Linie  der  elastischen  Durchbiegung   0  bei    Erfiillung  iea 

ÜB 

notwendigen   Bedingung  ^  =  0  im  Scheitel  wie  am  Kämpfer. 

Der  Inhalt  0^^|I>  =  Traber  dieser  j?- Linie  stellt  ein  Mab  d^  & 
die  durch  den  Zustand  H  erzeugte  Änderung  der  Bogenachseiilingr 
und  kann  daher  als  der  allgemeine^  ein  für  allemal  giltige,  Nennenrert 
genommen  werden  für  jeden  durch  irgendwelche  Belastung  P,  q  ... 
erzeugten  Scheiteischub  H^, 

Um  beispielsweise  die  Wirkungen  Hy^,  M^  einer  einzigen,  heliebif  ^ 
gerichteten  Kraft  P,  Abb,  4^  zu  ermitteln^  denken  wir  un8  die  Bebistimg 
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ergänzt  znr   punktiert  angegebenen  symmetrischen  Belastong  mit  den 
Werben  2fli,  2Mq, 

Indem  wir,  Abb.  4a;   den  Bogen  geradestrecken  und  die  Bogen- 

Jbälften  OÄ   lediglich   unter  Wirkung   der  Einzellast  P  und   des,   der 

symmetrischen   Belastung   P  zugehörigen ,   von   den   Lasten  P,   unter 

Voxaussetzung  ff  =  0,  an  sich  erzeugten  Scheitelmomentes  Pa  betrachten, 

tx^agen  wir   in  Abb.  4  a   das   statische  Moment   der  Einzelkraft  P  in 

SesEug  auf  jeden   Punkt   der  Bogenstrecke  EÄ  auf,   indem   wir   den 

;Sel>elarm  Ä  als  Belastungshöhe  annehmen. 

Ziehen   wir  hier  wiederum  die  Wi^erechte  BB^  der  Bedingung 
gemälB: 

Rechteck    O^f^^J.  =>  Momentenfläche   EÄC,  so   erhalten   wir   in 

der    Höhe  OB  =  a  des  Rechteckes  den  Hebelarm  a  des  Momentes  Pa. 

Nehmen  wir  nun  die  Lasthöhe  (2  —  a  an,  beziehen  also  auch  hier 

iw^eder  die  Belastungslinie  OEC  auf  die  Wagerechte  BB^,  so  erhalten 

Abb.  4b,   durch  Zeichnung  des   entsprechenden,   die  notwendige 


Bedingung  j-  =  0   in   0  wie   in  Ä   erföllenden  Seilpolygons  die   zu- 

gelioiige  jgr-Linie  mit  dem  Inhalt  JP^,  als  Zählerwert  des  von  P  er- 
sengten  Schubes,  und  wir  haben,  als  Wirkung  einer  einzigen  Kraft  P, 
üe  erzeugten  Scheitelkrilfte  Hq,  M^  bestimmt  mit  den  Werten: 


2^0  =  p5, 


2Jfo  =  P{a-Ä^). 

Sei,  Abb.  5,  die  Kräfteverteilung  zu  ermitteln  fiir  die  lotrecht 
^^keaden,  durch  die  Belastimgshöhen  p^  auf  der  linken,  p^  auf  der 
'"^Iten  Seite  dargestellten  Lasten,  so  denke  man  sich,  zur  Bestimmung 
^^^  erzeugten  Scheitelwerte  paarer  Ordnung  die  Belastung  ergänzt  zur 
^J^metrischen  Belastung  p  =  l>i  +  i>2 ,  welche  wir  fiir  die  rechte  Bogen- 
^^Ifle  durch  den  Belastungszug  C^B^y  mit  unterer  Begrenzung  durch 
^  Bogen  OAy  dargestellt  haben. 

Indem  man,  Abb.  5a  und.  5b,  diese  Belastungskräfte  p  verbindet 
^"^Utjh  eine  wi^erechte  Kraft  K,  erhalt  man  in  den  Seilpolygonhöhen  A, 
^^  Bezug  auf  die  wi^erechte  Ä*- Linie  der  Abb.  5  a,  ein  Mafs  für  das 
^^*^tißche  Moment  Kd  der,  von  C  ab  bis  zum  betreffenden  Bogenpunkte 
^^^hlten,  Belastung  p  in  Bezug  auf  diesen  Bogenpunkt. 

Streckt  man,  Abb.  5  c,   wiederum   den  Bogen,   trägt  die  Höhen  d 

^^    Momentlasthöhen   auf,   bestimmt   auch  hier  wiederum    die  Wage- 

^"^^^iKte  BB^   nach   der  Bedingung  a  ,  0A==  Inhalt  OCAy   bezieht  die 

^omentenlinie   OC  auf  diese  Wagerechte  BB^y   indem   man  also  die 


^ 
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Lasthöhen  q  ^=  d  —  a  annimmt^  und  yerbindet^  Abb.  5dy  diese  Kiiftei ' 
durch   ein  Seilpolygon^   so   erhält   man  aach   hier   wiedenun  au  jü  ^ 
Inhalt  OAD^F^  der  z -Linie  den  Zählerwert  des  eizengten  Sdnih«^ ' 
und   als  Wirkung   der   durch  die  gegebene  Belastungskurve  BCCfi^ 
der  Abb.  5  dargestellten  Lasten  erhalten  wir  die  Scheitelwerte  H^,  |^  ^ 
mit  den  Werten: 


2M,  =  K{a-h^] 


Um  fQr  eine  einzige^  wandernde^  lotrechte  Last  JP  die  EinflüÜBli&ie 
des  Scheitelschubes  H^  zu  bestimmen  ^  kann  man  die  zur  Lage  x  n- 
gehörige  Momentenbelastung  stets  in  einfacher  Weise,  Abb.  6  und  6i 
durch  entsprechende  Verschiebung  der  Orundlinie  O^A^i,  auf  wdck 
die  Hebelarme  von  P  zu  beziehen  sind,  erhalten. 

In  Abb.  6  c  und  6d  fahrten  wir  die  Bestimmung,  f&r  den  Htofi 
wert  der  Scheitellage,  je?  =  0,  des  Näheren  aus,  wobei  also  wieder  ik 
Werte  gelten: 

2H,  =  P^;      2M,  =  P[a-h^}, 

WO  jP,  h  die  ein  för  allemal  festgestellten  Werte  der  Abb.  Ib,  la  dv- 
stellen. 

Bestimmt  man  Hq  für  verschiedene  Stellungen  x  der  lotredita 
Einzelkraft  P,  so  erhält  man,  Abb.  6  b,  die  EinfluDslinie  H^  fOr  wandenide^ 
lotrechte  Einzellast  P. 

Ist  das  Trägheitsmoment  J  nicht,  wie  wir  bisher  YOrausseUen, 
unveränderlich,  sondern  vielmehr  entweder  sprungweise  oder  auch  stetig 
veränderlich,   so  hat  man  überall  die  Momentenbelastnng  im  Vezlialti- 

nis  y  zu  nehmen,   wo  C  einen  bestimmten,   unveränderlichen,  /  aber 

den  jeweiligen  Wert  des  Trägheitsmomentes  bedeutet. 

Wäre  beispielsweise,  wie  Abb.  7  andeutet^  in  den  Bogenpnnkten  D 
ein  imstetiger  Sprung  des  Trägheitsmomentes  vorhanden,  so  2war  dali 
auf  den  Eämpferstrecken  D^  das  Trägheitsmoment  /^  den  f&n£GMhe& 
Wert  des  Trägheitsmomentes  Zq  der  Scheitelstrecke  DO  erhielte,  lo 
wären  die  Momentenbelastungen  bezüglich  der  Punkte  der  Kampfer 
strecke  nur  mit  dem  fünften  Teile  in  Vergleich  zur  Scheitelstrecke  in 
Betracht  zu  ziehen. 

Zur  Bestimmung  des  Nennerwertes  Fe  und  des  Hebelarmes  k^ 
würden  die  Abb.  3  c  und  3  d  an  die  Stelle  der  betreffenden,  für  an- 
veränderlichen  Querschnitt  giltigen  Abb.  3  a  und  3  b  treten. 
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^  Sei  beispielsweise  die  Wirkung  einer  lotrechten  Scheitellast^  Abb.  7, 

^»u  betrachten,  so  würden  die  Abb.  6  c  und  6d  durch  die  entsprechenden 

Abb.  7  a  und  7  b  zu  ersetzen  sein. 
^  An  Stelle  der  Kurve  OC  der  Abb.  6  c  würde  die  gebrochene  Linie 

OI/D^C  treten,  Abb.  7  a,  und  die  durchlaufende  Wagerechte  BB^  der 
Abb.  6  a  würde  durch  den  gebrochenen,  wagerechten  Zug  BD  —  BB^ 

OB 
der    Abb.    7  a    zu    ersetzen    sein,    wobei    ÄB^  =  "~6~'    ^^^    Fläche 

OBDDB,A  -  OUB'G'A  ist. 

Die  durch  P  erzeugten  Kräfte   H^j  Mq  sind   auch  hier   gegeben 

^    durch: 


2M,^p(a,-K^' 


Vergleicht  man  die  Ergebnisse,  so  findet  man,  dafs  bei  dem  hier 
angenommenen  sprungweisen  Wachsen  des  Trägheitsmomentes  Hq  gröfser, 
Mq  kleiner  ausfällt,  als  bei  unveränderlichem  Querschnitt. 

Zur  vollständigen  Klarstellung  der  Krilfteverteilung  würde  im  all- 
gemeinen noch  die  Bestimmung  der  im  Scheitel  erzeugten  dritten 
Kraft  Qq  erforderlich  werden. 

Um  diese  zu  bestimmen,  betrachtet  man  am  einfachsten  den  anti- 
symmetrischen Belastungsfall,  indem  man  also  alle  gegebenen  Belastungs- 
kräfte noch  einmal  auf  der  entgegengesetzten  Bogenseite  in  symmetrisch 
liegenden  Linien,  aber  mit  entgegengesetztem,  antisymmetrisch  gerichtetem 
Sinn  wirken  läTst. 

Alsdann  verschwinden  alle  Scheitelwerte  paarer  Ordnung,  H^,  Mq 
und  insbesondere  auch  die  elastische  Scheiteldurchbiegung  Zq,  während 
die  Scheitelwerte  unpaarer  Ordnung,  insbesondere  also  die  Scheitelquer- 
krafb  Q^,  sich  verdoppeln,  und  man  bestimmt  den  Wert  Qq  eben  auf 
Ghrund  der  Bedingung  des  Yerschwindens  von  si  im  Scheitelpunkt. 

Versteht  man  unter  0^  die  von  Qq  allein,   unter  jSp  aber  die  von 

der  jeweiligen  Belastung  P,  im  antisymmetrischen  Belastungsfall,  allein 

für  sich  erzeugte  verhältnismäTsige  Scheiteldurchbiegung  jet,  so  ist  also 

die  Bedingung  zu  erfüllen: 

-ir^         ^        ,        0«        ^p         Zähler 
0  =  ..P+.,<2o    oder    f  =  _£-  =  ^^_- 

und  für  die  gegebene,  nicht  zur  Antisymmetrie  er^inzte,  einfache  Be- 
lastimg P  gilt  der  halbe  Wert  dieses  für  Antisymmetrie  giltigen 
Wertes  Öo- 
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Auch  bei  diesen  Betrachtongen  empfiehlt  es  sich  der 
halber  im  allgemeinen,  die  Wirkungen  ftLr  sich  gesondert  zu  ] 
die  Zähler-  und  Nennerwerte  ftlr  sich  zu  ermitteln. 

Wir  tragen  daher,  Abb.  8  und  8a,  f&r  den  Zustand  Q  =  -.  i , 
Hebelarm  p  der  Einzelkraft  Q,  in  Bezug  auf  die  Bogenponkte  i 
Bogenseite,  als  Belastungshöhe  des  geradegestreckten  Bogens  O^A  \ 
und  verbinden,  Abb.  8  b,  diese  Bekstungskrafte  p  durch  ein  Seilpolyn 

und  erhalten,   bei  ErfcQlung  der  notwendigen  Bedingung  j^«0 

undrehbaren    Kämpfer,    die    Darstellung    der    zugehörigen 
Durchbiegung  z  und  daher  in  der  Länge  O^^  C  ^=  L  den,  ein  f&r  i 
mal   feststehenden,   Nennerwert   des   von   irgendwelcher  Belastong 
zeugten  Scheitelschubes  Qq, 

Um  beispielsweise  die  Scheitelquerkraft  f&r  die  in  Abb.  3  gegeb 
Belastungen  p^  und  p^  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  den  Bell 
ergänzt  zum  antisymmetrischen  Belastungsfall,  indem  wir  also,  Abkj 
für   die   eine   rechte  Bogenhalfte  die  Belastung  1>  =A  —  ft 

Die   für   die   linke  Seite   gedacht,   genau  gleiche,   aber  an 
entgegengesetzt  wirkende  Belastung  — 1>  =  ft  —  ft   braucht  üb 
nicht  gezeichnet  zu  werden. 

Indem   wir   die  lotrecht  abwärtswirkenden  Belastungskxifte  |)  i 
rechten  Bogenseite,  Abb.  9  c,  durch  eine  wi^erechte  Kraft  ITTerbii 
erhalten    wir    durch    die   Höhen   d    der    Seilpolygonpunkte   über 
JT- Linie  die  inneren  Momente  Kd,  welche  diese  Belastung  p  f3r  i 
allein  erzeugt. 

Diese  Momente  d  wurden,   Abb.  9d,   auf  der  Geraden  O^Ä^j 
Belastungen   des   in  eine  Gerade  gestreckten  Bogens,    aufgetragene 
alsdann  durch  ein  Seilpolygon  verbunden. 

Aus  der  sich  hieraus  ergebenden,  die  notwendige  Bedingung  ^  »4 

am  Kämpfer  erfüllenden  Darstellung  der  zugehörigen  elastischen  ] 
biegung  0,  ergiebt  sich  der  Scheitelwert  k  als  Zähler  des  erzeugte 
Querschubes  Qq,  so  dafs  also  der  durch  die  gegebenen  Belastungen  pji 
der  Abb.  5  e^eugte  Schub  ^0 ,  seiner  absoluten  Gröfse  nach,  bestiimn 
ist  durch  das  Verhältnis: 
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Der  Spitzbogenträger  mit  ScMtelgelenk  nnd  spnmgweise 
veränderlicheiii  Trägheitsmoment. 

Von  Banrat  Adolf  Francke  in  Herzberg  a.  Harz. 
Mit  8  Fig.  auf  1  Tafel. 

Der,  an  beiden  Eämpfem  undrehbar  eingemauerte;  Bogenträger 
mit  Scbeitelgelenk;  Abb.  1^  ist  zweifach  statisch  unbestimmt^  daher  zur 
Bestimmung  der  von  irgend  welcher  Belastung  P,  p,  q  erzeugten 
Bogenkräfte  eine  zweifache  Angabe  erforderlich  ist^  und  wählen  wir 
als  Bestimmungsgröfsen  die  im  Scheitel  erzeugte  wagerechte  Schub- 
kraft rj,  sowie  die  daselbst  erzeugte  lotrechte  Schubkraft  {;. 

Wir  setzen  allgemein  den  f&r  praktische  Fälle  meist  in  Betracht 
kommenden  und  jedenfalls  wichtigsten  Fall  einer  symmetrischen  Aus- 
bildung des  Bogenträgers  voraus  und  erhalten  unter  dieser  Annahme 
den  Wert  der  durch  irgend  welche  Belastung  P  erzeugten  wagerechten 
Scheitelkraft  rj  am  einfachsten  durch  die  Betrachtung  des  symmetrischen 
Belastungsfalles^  in  welchem  wir  uns  also  alle  gegebenen  Belastungen  P 
noch  einmal  symmetrisch  auf  der  entgegengesetzten  Bogenseite  wirkend 
denken.  Alsdann  wird  5  =  0,  während  die  wagerechte  Schubkraft  sich 
verdoppelt  auf  den  Wert  2iy,  welcher  auf  Grund  der  allgemeinen  Bedingung 
der  Symmetrie,  dafs  die  wagerechte  Verschiebung  des  Scheitelpunktes 
verschwindet,  bestimmt  werden  kann. 

Die  Bestimmungsgleichung  für  r^  nimmt  daher  stets  die  Form  an: 

o       1.     I    T>i.         A        j  2  ^p         Zähler 

2,.A,  +  PÄ.  =  0    oder:    j=  — =  jj_- 

wenn,  hp  die  durch  P  an  und  fQr  sich,  im  Zustande  iy  =  0,  g  =  0,  also 
am  freien  einseitig  eingemauerten  Bogenbalken,  veranlaTste  wagerechte 
Verschiebung  des  Kopfes,  Scheitels,  bedeutet,  während  der  Nenner, 
—  Ä^,  die  im  Zustande  rj  =  —  1  veranlafste  wagerechte  Verschiebung 
des  Kopfes  bedeutet,  Abb.  1*. 

Es  empfiehlt  sich,  der  Übersichtlichkeit  unä  Einfachheit  halber, 
den  Wert  des  Nenners  ein  für  alle  Mal  festzustellen,  den  Wert  des  je 
zugehörigen  Zählers  aber  ebenfalls  für  sich,  also  unter  der  Voraus- 
setzung rj  =  0,  festzustellen. 

Die  zugehörige,  durch  irgend  welche  Belastung  P  erzeugte  lot- 
rechte Scheitelkraft  g  aber  bestimmt  man  am  einfachsten  durch  Be- 
trachtung des  antisymmetrischen  Belastungsfalles,  indem  man  also  die 
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gegebene  Belastung  P  noch  einmal  auf  der  entgegengesetzten  Träger- 
hälfte in  symmetrischer  Lage  aber  mit  nicht  symmetrischem  ^  sondern 
umgekehrtem  Richtungssinn  wirken  laXst.  In  diesem  Falle  der  Anti- 
symmetrie  verschwindet  iy,  während  g  sich  verdoppelt  und  der  Wert 
der  erzeugten  lotrechten  Schubkraft  allgemein  zu  bestimmen  ist  auf 
GFrund  der  Bedingung,  dafs  die  lotrechte  Verschiebung  v  des  Scheitel- 
punktes =  0  ist. 

Man  erhält  daraus  die  allgemeine  Bestimmungsgleichung  fär  g: 

oc       ,    T>  A        j  2t         ^P  Zähler 

.         2tvc+Pvp  =  0     oder     ^  =  _  =  jj^_, 

wenn  Vp  die  durch  P=  1,  —v^  die  durch  g  =  —  1,  Abb.  P,  veran- 
lafste  lotrechte  Verschiebung  des  Scheitelpunktes  bedeutet. 

Auch  hier  empfiehlt  es  sich  der  Einfachheit  halber,  die  Zähler- 
und Nennerwerte  stets  für  sich  zu  berechnen. 

Um  nun  zunächst  den  allgemeinen  Nennerwert  des  durch  irgend 
welche  Belastung  erzeugten,  wagerechten  Schubes  tj  ein  für  allemal 
festzusetzen,  betrachten  wir  den  Bogen,  Abb.  1%  im  Belastungszustand 
ri  =  -l. 

In  demselben  gilt  fOr  die   lotrecht  zum  Bogen,  also  in  Richtung 
des  Halbmessers  zu  messende  elastische  Durchbiegung  0,  die  Differential- 
gleichung: 
^        ^  EI  d^z        .    ,        . 

-^j^  =  smA-8mo. 

Insbesondere  gelten  daher  fiir  die  Strecke  I  des  Trägheitsmomentes  J^, 
also  für  Winkelwerte  oj  von  o  =  y  bis  o  =  y^  die  Gleichungen: 

EI,  dz  ,    /  \    •     < 

^  j^  =  COS  o  —  COS  y  +  (CD  —  y)  sm  A 

EL                                            f            V               ,    (»  —  y)*  sin  X 
—^z    =  sm  o  —  sm  y  —  (oj  —  y)  COS  y  +  ^= '-- 

EI                                            f            >.     .             (» —  y)*  cos  y    ,    (»  —  y)»  sin  Z 
_^  w  =  COS  y  —  COS  OJ  —  (cd  —  y)  sm  y  —  ^^ ^ +  ^^ '^ 

Für  CD  =  y^ ,  dem  Punkte  der  sprungweisen  Abnahme  des  Trägheits- 
momentes /j  auf  den  Wert  J,  gelten  mithin  die  Gleichungen: 

EL    dz  ,   ,  X   .    , 

^  ^  Vd^  ^^^®^i""^^®^  +(yi~y)smA 

EI^                •              •            /          \           .  (ri  —  y)'8inX 
*  =  -^ %    =  8m yi  - smy  - (yi-y)cosy+ ^ 

EL                                             f           >.    .           (yi— y)'coßy  ,  (y,  —  y)*8inX 
X  =^-^Wy^  =cosy  — cosyi-(yi— y)smy  — ^^^^ '^ '-^r— ^ 
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Wird  $  =   ^  T^   *  gesetzt,   so  gelten  mithin  für   die  Strecke   des 

Trägheitsmomentes   /,,  also  für  Werte  cd  =  y^   bis  co  =  A  die  Gleich- 

nngen: 

EL                                            f             X     .              (od  —  y)'  sin  l 
—^w  =  cos  y  —  cos  CD  —  (©  —  y)  sm  y  —  ^ -~ 

EL             .                .             /             X               ,    (cd  —  y)*  sin  1 
—^z  =  Sin  CD  —  sm  y  —  (cd  —  y)  COS  y  +  ^^ '^ 

-i{9)(cD-yi)  +  ^}' 

Weil  nun  die  wagerechte  elastische  Bewegong  des  Scheitelpunktes 
A  =  M;sinJl  +  i?cosA  ist,  so  erhalt  man  durch  Einsetzung  des  Wertes 
iD  =  A  in  die  obigen  beiden  Gleichungen  und  Bildung  des  Ausdruckes 

3  V  ^  =  -—^  { «7  +  jET  cotang  X }  den  allgemeinen  Ausdruck  des  Nenner- 
wertes N^  des  von  irgend  welcher  Belastung  erzeugten  wagerechten 
Scheitelschubes  17  mit  dem  Werte: 

iprenn  G  die  allgemeine  Funktion  bedeutet: 

G  =cosy  +^sinA  —  /Jsiny  —  Y  (cos  y  —  cos  Jl) 
—  cotang  A  (sin  y  +  ß  cos  y) 


AS  A2 


G^i  =  cos  yi  +  y  sin  A  —  /Ji  sin  y^  —  y  (cos  y^  —  cos  A) 
—  cotang  A  (sin  y^  +  /J^  cos  yj. 

Sind,  Abb.  2,  mehrere  Sprünge  des  Trägheitsmomentes  vorhanden,  ist 
I    =«    *  y   *,   ig  =   *  T"   %  so  gilt  die  allgemeine  Formel: 

wobei   also   Gg  aus   G  durch  Vertauschung  von  y  mit  yg,   /J    mit  /J, 
hervorgeht. 

Wären  aber  beliebig  viele  Sprünge  \  •  •  i„  vorhanden,   so  würde 
die  Formel  gelten: 

^,-(1 -0(1 -».)• -(1-00  + i„ö„. 

Um  aber  den  allgemeinen  Nennerwert  des  im  Scheitel  erzeugten, 
lotrechten  Schubes  vorweg  ein  für  allemal  festzustellen,  betrachten  wir. 
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Abb.  V*,  eine   Bogenlänge   im   Zustande  17=^0,   {;»  — 1^  wob^  Jie 
Momentengleichnng  gilt: 

Eld^z 

—r  j— i  =  cos  (D  —  cos  A  • 

r*  da* 

Insbesondere  gelten  daher  ftlr  die  Strecke  des  TriLgheitsmoment«  J^, 
also  für  Werte  <o  von  ©  =  y  bis  y^  die  Gleichungen: 

EL  dz        .  f  \        ,        . 

-^■^^  ^^^  -  {^  -  7)  ^^^>^-  ^"^V , 

EL                                              f            V     .             (od  —  y)'  cos  X 
—^  z    =  COS  y  —  cos  o  —  ((D  —  y)  sin  y  —  ^^ ^ , 

EL              f            >.               ,      .               .              (od  —  y)'8iny       (w  —  yi'coii 
-^w    =(q}  — y)cosy  +  siny-^sino  — ^ ^ —  ^ ^~ 

Und  indem  wir  in  genau  analoger  Weise,  wie  im   vorigen  Falle,  d 
Gleichungen  für  die  Strecke  des  Trägheitsmomentes  I^  bilden: 

EL^           ,            V               ,      .                             (od  —  y)«  Bin  y        (cd  —  7)*coil 
— ,-w?  n=  (a,  —  y)  cosy  +  smy  —  sm©  —  ^ ^^ ^  —  ^ ~ — 

fy(«>-ri)' 


-^1^^^-^  +  *(a,-y,)  +  x), 


EL^                                           f            V     .              (od  —  y)'  cos  I 
— !  z  =  COS  y  —  COS  (D  —  (oi  —  y)  sm  y  —  ^ ^ 

"-»{9>(ö-yi)  +  *}> 
erhalten  wir  für  o  ==  A  aus  dem  Werte: 

den  allgemeinen  Ausdruck  des  Nenners  JV^: 

JV{=(l-t)C  +  tCi, 
wenn  C  die  allgemeine  Fimktion  darstellt: 

C=cosy  — /Jsiny  — ^  cosA  +  cotangx!^  cosX  — sinyfl  — ^j  — i^co 
Gl  =  cos  y^  —  /Jj  sin  y  —  ^  cos  A 


+ 


cotang Aj-g^  cos  A  —  sin  y^  ( 1  —  -^0  —  A  cos y^  r 


Sind,   wie   z.  B.  in  Abb.  2^    mehrere   Sprünge   tj,  t,    des    Tragi 
momentes  vorhanden,  so  gilt  der  Nennerwert: 

JVj=(l-i,)(l-t,)C  +  »,(l-i,)C,  +  ^C7, 

wobei  also  0,  aus  C  durch  Y ertauschung  von  y  mit  y,,  /3  mit  /l,  hervor 
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Eine  loiarechte  Einzelkraft  P=l  erzeugt  den  wagerechten  Scheitel- 
liub  ri  mit  dem  Werte,  Abb.  3: 

^^renn  B  die  allgemeine  Funktion  darstellt: 


B  = 


C08(3  +  ßsmß  -  C08o(l  -  ^-  «Bin«       ^.^^^ 


sinX  2 


cosft  +ftBinft  -cosa^l  -—j-aBina        pSamy, 
^1  ""  5mX  2 

^wobei  die  Bedingung  besteht,   dafs  P  auf  der  Scheitelstrecke   steht, 
also  ßi>  dc  ist. 

Ist  ßi  <  a,  so  lautet  die  Formel: 

2vN,  =  il-i)B    oder    2,,  =  ^^-^i^^^  • 

Sind,  Abb.  4,  mehrere  Sprünge  i^,  i,,  %  des  Trägheitsmomentes 
vorhanden,  so  gilt  der  Wert: 

2i,Jr,  =  (l-i^)(l-i,)(l-i,)J?+i,(l-i,)(l-H)JB.+s(l-g^+»,A, 

wenn  P  auf  der  Scheitelstrecke  steht. 

Steht  P  nicht  auf  der  Scheitelstrecke,  sondern  z.  B.  auf  der 
Strecke  des  Trägheitsmomentes  J,,  so  fallen  im  Zähler  die  Werte 
B^,  B^  aus,  weil  cc>  ß^  und  cc>  ß^  ist,  so  dalis  also  die  Formel  gilt: 

(1  -  f,)(l  -  t,)(l  -  i,)B  +  h(i  ~  t,)(l  -  i,)B, 


2n 


(1  -  f,)(l  -  t,)(l  -  i^)G  +  H(l  ~  t,)(l   -  t,)ö,   +  f,(l  -  t3)ö,  +t3Ö, 


Die  Formeln  werden  am  einfachsten  abgeleitet  aus  der  Betrach- 
tung des,  Abb.  3,  punktiert  angegebenen  symmetrischen  Belastungs- 
falles, fdr  welchen  die  Momentengleichung  gilt: 

p-,^— I  =  2i7(sin  (ö  — •  sin  A)  +  cos  gj  —  cos  d,    +  cos  6  —  cos  o, 

welche  Gleichung  fOr  die  Strecken  bis  co  =  d  bei  dem  Komma  abzu- 
brechen ist,  während  für  die  Strecken  Ton  o  =  *  bis  oi  =  il  die  Ge- 
samtformel gilt  und  man  hat  also,  weil  der  Nenner  von  rj  bereits  für 
sich  festgestellt  wurde,  lediglich  die  Wirkung  von  P  an  und  für  sich 
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zu  betrachten^  mithin  zur  Feststellung  des  Zählers  lediglich  di 
Gleichung 

^-s  j— i  =  cos  o  —  cos  0 ,    +  cos  (o  —  cos  0 

und  ihre  Integrale  zu  betrachten  und  bestimmt  also  diesen  Zähler  ai 
Grund  des  sich  aus  denselben  ergebenden  Wertes  von  w^  +  ^i  cotang 
Zur  Berechnung  aber  des  durch  eine  lotrechte  Einzelkraft  P  e 
zeugten  Scheitelschubes  gP  mit  lotrechter  Richtung^  betrachtet  ma 
Abb.  5^  am  zweckmäßigsten  den  punktiert  angegebenen^  antisymm 
trischen  Zustand^  für  welchen  die  Differentialgleichung  gilt: 

p-sj—f  =  2g(cos  A  —  coscd)  +  cos©  —  cosd,     +  cosd  —  cos©, 

aus  deren  Integralen,  auf  Grund  der  Bedingung^  lotrechte  Gesam 
Verschiebung  des  Scheitels  =  £r^  sin  A  —  u;^  cos  A  =  0  oder,  nach  Teiluii 
mit  sin  A  £r^  —  w^  cotang  A  =  0  der  Wert  folgt: 

wenn  D  die  allgemeine  Funktion  darstellt: 


ginp  —  ßcoB^ -|- acosce  —  sinafl  —  — -)        -, 

D ^^ > fZ-£-cosd 

BinX  2 

+  cotangA[ ^^ '-  +  ^  smyj, 

sin  Pj  —  ^j  COB  ßi  -l-  <i^  <^B  a  —  sin  a  (1  —  — )        «2 

A  = iSÜ ^-^-^cos* 

+  cotangAp'^(<'|-''n$Bin,j. 

Bei  Ergänzung  der  in  Abb.  6  dargestellten  Belastimg  einer  wag 
rechten  Einzelkraft  S  =  1  zur  punktiert  angegebenen,  symmetrische 
Belastung  gilt  die  Momentengleichung: 

— ,-  ^— ,  =  2iy(sin  o  —  sin  A)  +  sin  d  —  sin  oi ,     +  sin  o  —  sin  d , 

aus  deren  Integralen  der  Ausdruck  des  Ton  einer  einzigen  wagerecht« 
Kraft  S  =  1  erzeugten  wagerechten  Scheitelschubes  rj  hergeleit 
werden  kann  mit  dem  Werte: 


Von  A.  Fraxcke. 
renn  F  die  allgemeine  Funktion  darstellt  : 

Binj?  — jJco8(J  +  aco8a+  (^  — l)8ina 

F  = r-^ ^ f- +^P   T^sind 

BinX  '6 

AS 

+  yfcotangAsind  —  cosy}, 

8iiift  —  ft  cos  jJ,  +  OC08«  +  (^  -  l)  Bin«       /^s  _    «n 

f;  = ^, ^ '- +  iL!i28inA 

^  sinl  '6 

+  -^  { cotang  il  •  sin  dl  —  cos  yi }  • 

Ist  a>  ß^j  greift  /S  anf  der  Strecke  des  Trägheitsmoments  I^  an^ 
80  gilt  der  Wert: 

2i,2^,«(l-.i)F    oder    2i,  »  ^^  i\- ^j^^,^^  ■ 

™d,  Abb.  7,  mehrere  Sprünge  i  des  Trägheitsmomentes  vorhanden, 
ö   gilt  der  Wert: 

2riN^^{l^i,){l-^i,)F+i,(l-i,)F,  +  i,F,, 

ob^i  im  Zahler,  also  auf  der  rechten  Seite,  F^  fortzulassen  ist,  wenn 

^  ß^  ist,  also  S  auf  der  Strecke  des  Trägheitsmomentes  /,  angreift. 

^ird,  Abb.  8,  die  wagerechte  Einzelbelastung  S»  1  ergänzt  zur 

^tisymmetrischen    Belastung,    so    ist    der    wagerechte    Scheitelschub 

=  O,  während  der  lotrechte  Scheitelschub  f  sich  verdoppelt.     Dem- 

tQäfs  gilt  die  Momentengleichung: 

^-j  j-j  =  2g(cos  A  —  cos  ©)  +  sin  d  —  sin  Gj,     +  sin  oj  —  sin  d , 

deren  Integralen  der  durch  eine  Einzelkraft  S  erzeugte  lotrechte 
eitelschub   t,    abgeleitet   werden    kann    auf  Grund    der   Bedingung 
t«;  cotang  A  =  0  für  o  =  A  mit  dem  Werte: 

i   K  die  allgemeine  Funktion  darstellt: 

^,  C08  a  (l --)  +  «8ina  —  ßsinß  —  cosp 

K  =4-smd  + ^ ^-^ ^, 

2  '  8inX 

—  cotang  A  p   "7  "  ^  sin  d  —  y  cos  yj , 

ö«  cos  a  ( 1 —  I  4-  a  sin  a  —  6,  sin  ß,  —  cos  ß. 

K,  =  ^Bm8  + 5^ ^-L .  ''      " 

^         2  '  sini 

-  cotang  aI>^^  ^     ^  smd  -  ^-^-^  J  * 
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Ist  u>  ßiy  BO  gilt  die  Formel: 

und  sind  beliebig  viele  Sprünge  des  Trägheitsmomentes,  Abb. 
Torhanden,  so  gilt  die  allgemeinere  Formel: 

mit  der  Bedingung,  dals  im  Zahler,  also  auf  der   rechten  Seite, 
Wert  K^,  Kl  fortzulassen  wäre,  wenn  S  nicht  auf  der  Mitteb 
steht,  a  >  /Jj,  «  >  ft  ist. 

Für  positive  Werte  beziehen  sich  die  hier  gegebenen  Fo 
sämtlich  auf  den  hier  gezeichneten  Fall  des  flachen  Spitzbogenfa 
bei  welchem  die  Mittelpunkte  MM^,  unterhalb  der  Schlu&selme, 
unterhalb  der  durch  die  Kämpferpunkte  gezogenen  Wagerechten  1 

Für  y  =  0  beziehen  sich  dieselben  auf  den  vollen  Spitzb 
bei  welchem  die  Mittelpunkte  MM^,  wie  beim  Halbkreise,  auf 
durch  die  Eämpferpunkte  gezogenen  Wagerechten  liegen. 

Für  negative  Werte  y  aber  wird  der  übervolle   Spitzbogenti 
betrachtet,  bei  welchem  die  Mittelpunkte  MM^  oberhalb  der  dnrcli  i 
Kämpferpunkte  gezogenen  Wagerechten  liegen. 

Für  A  =  90  fallen  in  allen  Fällen  die  Mittelpunkte  MMy^  zu 
und  alle  Formeln  beziehen  sich  auf  den  Kreisbogen  mit  Mit 


Znr  Theorie  der  doppelt  gestreckten  Eoppelknrve: 
Die  „Erümmimg^'  der  Enrre 
in  den  Punkten  mit  sechspnnktig  berührender  Ta 

Von  R.  Müller  in  Braunschweig. 

1.   In  einem  früheren  Aufsätze^)  haben  wir  die  Oesamtheit 
jenigen    Kurbelmechanismen    untersucht^    bei    denen    ein    bestifflink 
Punkt  K  der  Koppelebene  eine  Bahnkurve  x  beschreibt^  die  eine  i 
punktig  berührende  Tangente  g  besitzt.    Im  vorliegenden  Falle 
sich  die  Kurve  x  der  Geraden  g  so   innig  an^  dals  beide  ein  end 
Stück  mit  einander  gemein  zu  haben  scheinen,  und  wir  sagen 
der  Mechanismus  bewirke  eine  sechspunktige  Oeradßhnmg  desPonkteil 

1)  Die  Koppelkurve  mit  sechspunktig   berührender  Tangente.    Diese  Zei 
Schrift  46.  Bd.,  S.  330. 
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auf  der  Geraden  g.  Vom  Standpunkte  der  Praxis  betrachtet,  wird  die 
erreichte  GeradfÖhrung  für  umso  vollkommener  gelten,  je  gröfser  die 
Anschlufsstrecke  ist,  längs  welcher  g  und  x  scheinbar  zusammenfallen. 
TJm  die  hier  vorliegenden  Verhältnisse  der  mathematischen  Behandlung 
zuj^nglich  zu  machen,  bedarf  es  zuvor  der  Einführung  eines  Mafses 
fär  die  jeweilige  Gröfse  der  Anschmiegung  der  Kurve  x  an  die  Gerade  g. 
Wir  folgen  dabei  einem  von  Herrn  Mehmke  gemachten  Vorschlage, 
der  den  Begrijff  der  Krümmung  einer  ebenen  Kurve  in  zweckmäfsiger 
Weise  verallgemeinert:  In  einem  gewöhnlichen  Kurvenpunkte,  in  welchem 
die  Tangente  mit  der  Kurve  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  ge- 
mein hat,  ist  der  Kontingenzwinkel  dyi  von  derselben  Ordnung  un- 
endlich klein,  wie  das  Bogenelement  de^  also  die  Krümmung  -^  eine 
endliche,  nicht  verschwindende  Gröfse.  Besitzt  dagegen  die  Kurve  an 
der  betrachteten  Stelle  eine  n- punktig  berührende  Tangente,  so  ist  rfft 
von  derselben  Ordnimg  unendlich  klein  wie  d^~^,  also  der  Quotient 
— ^^  endlich  und  von  Null  verschieden.    Dieser  Ausdruck  wird  von 

Herrn  Mehmke  als  Krümmung  n  —  l^''  Ordnung  bezeichnet;  er  liefert 
uns  das  gewünschte  Mafs  für  den  Grad  der  Annäherung  der  Kurve  an 
die  betreffende  singulare  Tangente. 

Wir  machen  hiervon  im  Folgenden  eine  Anwendung  auf  den- 
jenigen Sonderfall  der  sechspunktigen  Geradführung,  bei  welchem 
der  beschreibende  Punkt  K  auf  der  Koppelgeraden  selbst  liegt. 
Dann  ist  die  Kurve  x  in  Bezug  auf  das  feste  Glied  des  Gelenkvierecks 
symmetrisch  und  hat  demnach  zwei  sechspunktig  berührende  Tangenten; 
wir  haben  sie  deshalb  als  doppelt  gestreckte  Koppdhwrve  pj^  ^ 

bezeichnet.  K 

2.   Zuvor  beschäftigen   wir  uns   mit   einer   Um-  J 

formung  des  Ausdrucks   für  die  Krümmung  n  —  1^  /• 

Ordnung  för  den  gegenwärtig  vorliegenden  Fall,  dafs  /; 

die  betrachtete  Kurve  als  Bahn  eines  Punktes  bei  der  /  / 

komplanen  Bewegung   eines   starren   ebenen  Systems  /   ; 

erzeugt  wird.     Angenommen,  das  System  gelange  aus  '^^' 

der    Anfangslage    jS    in    die    unendlich    benachbarten  /  // 

Lagen  S',  S"  .  .  .   durch   aufeinander  folgende  Dreh-  //  ; 

ungen  von  der  Gröfse  dO",   d^  +  d^d"  . . .   beÄW.   um        //    j 
die  Pole  ^,  £l  . . .     Sind  K,  K'  . . ,  die  zugehörigen       // 
Lagen  eines  Systempunktes,  der  die  Bahnkurve  x  be-     << — 
schreibt,   so   bestimmen  die   Geraden  ^K  and  dK'  *^ 

den  Krümmungsmittelpimkt  K  von  x  an  der  Stelle  K  (Fig.  1).  Sei 
nun    ?ßCl  «=-  d5,    der    Kontingenzwinkel    der    Polbahn    bei    £l  =  dt, 

ZeitMhrifl  f.  Mathematik  a.  Physik.  48.B«nd.   1908.  2.  Heft.  14 
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^ir=^ür'  =  r,  Dir'  =  r  +  rfr,  Z.O$jr— 9»  nnd  der  Winkd,  ^1 
Di^'  mit  dem  folgenden  Element  der  Polbahn  bildeiy  »  9>  +  (ff,  fa^  1 
KK'  »  (/tf,  Z.  $KD  »  rffi  nnd  Z-^iTD  »  dv^  dann  ist  die Kitem^  1 
der  Kurve  x  im  Punkte  K 

«.-if- 

Dabei  ist 

(1)  d6  =  rrf^ 

nnd  dii^dv  —  d».    Ans  dem  Dreieck  ^EiK*^  folgt  aber 

(2)  rfv  =  —  sin  ^, 
also  wird 

df, 

nnd 

g        d<  rin  y  —  rd9' 

Bezeichnen  wir  noch  mit  y^  den  Dorchmeaaer  des  Wendekraia 
der  Svstemlage  .9,  so  ist  bekanntlich 

mithin  ergiebt  sich 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  der  Punkt  JT  liege   aof  dem  WendekreiK, 

es  sei  also 

VO^  r  =  jfi  sin  f>. 

Dann  wird  fi^  « 0«  und  die  Kurre  x  hat  an  der  betrachteten 
Stelle  eine  Krümmung  zweiter  Ordnung  fi^  die  gleich  ist  dem  Kontin- 
genzwinkeL  dividiert  durch  das  Quadrat  des  Bogenelements  dö.  Da  im 
vorliegenden  Fall  die  Geraden  ^K  und  C  JT  parallel  aindy  so  haben  wir 
als  Kontingenzwinkel  den  Winkel  d^ß  einzuf&hien,  doi  die  Oerade  0£' 
mit  der  darauf  folgenden  Normale  von  x  einschliefst.  W^en  d^  =  ft^  •  rftf 
wird  aber  für  die  Punkte  des  Wendekreises  d'n  »  dR^  •  dö,  wobei  tffi^ 
das  Inkrement  von  fi^  f&r  die  unmittelbar  folgende  Syatemlage  S'  be- 
deutet    Demnach  ist 

Nun  folgt  aus  Gleichung  •^4-  mit  Rücksicht  anf  (5) 
«^Äj  -  ^  ydp^  sin  f  ^  j^  cos  f  rff»  —  Jr); 
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^m .  handelt  sich  also  zunächst  um  die  Bestimmung  der  Werte  von  dy^y 
My   und   dr.    Betrachten  wir   das  Element   ds   der   Polbahn   —  was 
iminer  erlaubt  ist  —  als  konstant^  so  finden  wir  aus  (3) 


(6)  dy. 


dt* 


Femer  ergiebt  sich  aus  dem  Dreieck  ^ClK' 

q>  +  dq>  +  dr  =  9>  —  rfÖ»  +  dv 
oder  nach  (2) 

(7)  d9>  =  ^  sin  9>  -  (d»  +  dt). 

Für  jeden  Punkt  des  Wendekreises  ist  aber  ds  sin  9?  =  rdd;  und 
dann  geht  Gleichung  (7)  über  in 

(8)  d9>=-dr; 

es  wird  also 

,               dsdt 
y^coB  ipdip  =- ^   cos  9. 

Endlich  folgt  aus  dem  Dreieck  ^ClK' 

r  +  dr  =  r  cos  dv  —  ds  cos  ((p  +  dq>  +  dt) 


d.  L 

(9) 

dr^  —  ds  cos  95 

wir  erhalten  daher 

rf«.  =  M- 

-d(y*    8m9>+      '^^       ^cos9>| 

und  nach  (1) 

^=M- 

dad^d^    .          ,   d8(dt^dt)            \ 

Die  weitere  Umgestaltung  dieses  Ausdrucks  knüpft  sich  an  die 
Einführung  gewisser  Punkte,  die  wir  bei  früherer  Gelegenheit  als 
Wendepole  höherer  Ordnung  bezeichnet  haben.^)  Unter  Wendepol  im 
gewöhnlichen  Sinne  —  Wendepol  erster  Ordnung  —  versteht  man 
bekanntlich  den  Punkt  W^  der  Systemlage  S,  in  welchem  der  durch  ^ 
gehende  Wendekreis  die  Polbahnnormale  zum  zweiten  Mal  schneidet; 
es  ist  also  ^TTj  =  y^.  Jede  der  00^  Systemkurven  a,  deren  Hüllbahn- 
kurven gerade  Linien  sind,  berührt  die  betreffende  Gerade  augenblick- 
lich  in  demjenigen  Punkte,   dessen  Normale  durch  ^  geht,  und  der 

1)  Beiträge  zur  Theorie  des  ebenen  Gelenkvierecks.  Diese  Zeitschrift  42.  Bd. 
Seite  260. 
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zugehörige  Krümmungsmittelpunkt  von  a  ist  der  Fnfspunkt  des  von  Wi 
auf  die  Normale  gefällten  Lotes.    Dieses  Lot  ist  aber  die  Normale  der 
Evolute  a^  von  a,  oder  die  Tangente  der  Evolute  o^  von  a^  —  der 
zweiten  Evolute  von  a.    Ziehen  wir  in  ihrem  Berührungspunkte  mit  o, 
wieder  die  Normale,   so  schneiden  sich  für  alle  Kurven  a  die  so  er- 
haltenen   Normalen    ihrer    zweiten    Evoluten    in    einem    bestimmten 
Punkte  W2,  dem  zweiten  Wendepol  der  Systemlage  S.    Es  gehen  femer 
die  entsprechenden  Normalen  der  dritten  Evoluten  durch  einen  dritten 
Wendepol    W^   u.  s.  w.     Durch   Angabe   des   Pols   $   und   der  n  —  Ä 
Wendepole    W^,  TF", . . .  Wn—i  ist  die  Bewegung  des  Systems  ffir  r^ 
unendlich  benachbarte  Lagen  bestimmt.  —  Bezeichnen  wir  aUgemei^r: 
mit  Xi,  y^  die  rechtwinkligen  Koordinaten  von  TF'j  für  ^  als  Anfang^^ 
pimkt,  die  Polbahntangente  in  der  Richtung  von  ^  nach  £l  als  positiv — ^ 
ic- Achse  und  ^W^  als  positive  y- Achse,  so  ist  zunächst^) 

und 

/-^x  dsidd"  —  dr) 

(11)  y« a».    ^ 

folglich  geht  die  Gleichung  für  ^  über  in 

(12)  SL  =  yiCOBy  — ^>8iny  . 

Hier  bedeutet  der  Zähler  die  Entfemimg  des  Punktes  W^  von  ^  -^ 
die  in  demselben  Sinne  positiv  gerechnet  wird,  wie  die  Entfernung  ^^^ 
Punktes  W^  von  derselben  Geraden. 

3,  Wir  setzen  weiter  voraus,  der  auf  dem  Wendekreise  heg^^^ 
Punkt  K  sei  insbesondere  der  Ball  sehe  Punkt  der  Systemlage  S^ 
bestehe  also  neben  (5)  noch  die  Gleichung 

(13)  y,  cos  ip  —  x^aimp  =»0. 

In  diesem  Falle  wird  auch  Ä,  =  0;  die  Kurve  x  hat  in  K  ^^^^ 
vierpunktig  berührende  Tangente  und  eine  Krümmung  dritter  Ordnc^^^ 

*         de  dy^   '  dy^ 

Jetzt  ergiebt  sich  aus  (12)  unter  Berücksichtigung  von  (13) 
d^.  1  fdv,  dx.    .  /        .  ,  \  dw] 


1)  Vergl.  vorige  Note. 
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Nun  folgt  aus  (8)  und  (6) 

dip        ärdd"^  ^ 
dyl  ""  dsd^d-  ' 

nach  (3)  und  (11)  ist  aber 

dsdt 

also  wird  nach  (10) 

(14)  p.^yi^zyi. 

Auf  Ghrond  firüherer  Darlegungen^)  ist  femer 
and 
wir  erhalten  demnach  fElr  i  =  2 

"';^1^3«>8  9>  +  (y8~yi)siny}. 

Schlie&lich  ist  nach  (1),  (6)  und  (10) 

(17)  !^  =  _-!L 
öaithin  ergiebt  sich 

(18)  Ä  =  ^*  ~-^- ""  ^  "^»--^^ . 

Dabei  wird  durch  den  Zähler  die  Entfernung  des  Punktes  W^  von 
^^  Oeraden  K  W^  dargestellt,  gerechnet  in  der  Richtung  von  ^  nach  K, 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  dem  singulären  Fall,  dafs  aufser  den 
Eichungen  (5)  und  (13)  noch  die  Bedingung 

^  ^)  (j/i  —  %)  sin  9>  —  a:^  cos  9>  =  0 

^'^^Ut  sei.  Dann  ist  W^W^  senkrecht  auf  ^TT^,  und  der  Schnitt- 
^^*^^kt  K  i3eider  Geraden  beschreibt  momentan  eine  Bahnstelle  mit 
jT^^unktig  berührender  Tangente,  also  mit  einer  Krümmimg  vierter 
^dnung 

-_ ^*~  dy,    'dyV 

1)  Desgl.  S.  260,  Gleichungen  (7). 
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In  analoger  Weiae  wie  vorhin  finden  wir  aus  (18) 

oder  nach  (14),  (15)  und  (16) 

=;^^  { (»4  -  y«)  cos  V  -  («4- «i)  sin  g> } 

"T^r  (y*  ^^^  SP  -  «4  sin  q)) 

und  folglich 

(20)  ft^  =  _J^^l»r;*>!L3L. 

Ist  auch 

(21)  y^  cos  9  —  a;^  sin  9>  =  0, 

liegt  also  der  Piuikt  W^  auf  der  Geraden  ^W^,  so  hat  die  Kurrei 
mit  der  Geraden  W^K  an  der  mit  K  bezeichneten  Stelle  sechs  unend- 
lich benachbarte  Punkte  gemein;  sie  besitast  demnach  in  Z  eioe 
Krümmung  fünfter  Ordnung,  für  die  sich  auf  ganz  demselben  Wep 
wie  bisher  der  Wert  ergiebt: 

(22)  Ä  =     (yi-y5)8ipy  — ^gcogy 

Und  überhaupt:  Beschreibt  in  der  Systemlage  8  der  BaUsche  PwMJL 
eilte  Bahnstelle  mit  n-punktig  berührender  Tangente  (n  >  4)y  so  liegm 
von  den  Wendepolen  W^,  TF, . . .  Wn-2  die  Punkte  mit  geradem  häa 
auf  einer  durch  ^  gehenden  Geraden,  die  Punkte  mit  ungeradem  Inda 
auf  einer  dazu  senkrechten  Geraden,  die  jene  in  K  schneidet^  und  dam 
liat  die  Bahnkurve  x  in  K  eine  Krümmung  n  —  1^  Ordnung,  derm 
absoluter  Wert  gleich  ist  detn  Abstände  des  Punktes  Wn  —  i  van  der  Gt- 
radefi  KWn-z,  dividiert  durch  die  n"  Potenz  der  Strecke  ^K. 

4.  Anwendung  auf  die  doppelt  gestreckte  KoppeOcwrve,  um  den  zur 
Erzeugung  einer  doppelt  gestreckten  Eoppelkurve  erforderlichen  Eurbd- 
mechanismus  zu  konstruieren^  zeichnen  wir  über  der  beliebig  gei^Lhlten 
Strecke  AB^c  das  gleichseitige  Dreieck  AB^,  verbinden  ^  mit 
einem  beliebigen  Punkte  ^  von  AB  und  tragen  in  ^  das  Dreifache 
des  Winkels  J?^^  nach  derselben  Seite  an  ^^  an;  die  so  erhaltene 
Gerade  schneide  -4^  und  5^  bezw.  in  A  und  B  (Fig.  2).     Wir  fiUen 
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ÜBmer  Ton  ^  auf  A  B  ein  Lot^  tragen  den  Winkel,  den  dieses  mit  $$ 
'^bildet,  in  $  nach  der  entgegengesetzten  Seite  an  $^  an  und  be- 
stimmen den  Schnittpunkt  K  der  so  gefundenen  Geraden  mit  AB. 
Dann  wird  durch  das  Viereck  ABJB^  ein  Eurbelmechanismus  dar- 
gestellt, bei  welchem  der  Punkt  K  der  Eoppelgeraden  AB  augenblicklich 
eine  Bahnstelle  mit 
»echspunktig  beruh-  ^**  *•  ^ 

render  Tangente 
durchschreitet. 

Wir  stellen  uns 
nunmehr  die  Auf- 
gabe, für  die  Bahn- 
kurve X  des  Punktes 
K   nach    Gleichung 

(22)  die  Krümmung  fünfter  Ordnung  zu  berechnen.  Dies  erfordert 
zunächst  die  Ermittelung  der  Koordinaten  r,  q>  des  Punktes  K  und 
der  Gröfsen  y^y  x^,  y^  für  die  betrachtete  Lage  der  Koppelebene. 

Die  Polbahntangente  und  die  Gerade  ^§  bilden  bekanntlich  bezw. 
mit  ^A  und  ^B  nach  entgegengesetzten  Seiten  gleiche  Winkel.  Setzen 
wir  also  Z-5^^  =  a,  so  ist  für  den  Punkt  A  l,(p  =  a,  mithin  für  K 
jLfp^  150®  —  a  und  r  =  y^  sin  y  =  y^  sin  (30®  -f  a).  —  Zur  Bestimmung 
von  y^  benutzen  wir  Gleichung  (4);  aus  dieser  folgt 


iTo*^ 


(23) 


Vx 


sin  9 


Nun  kennen  wir  für  den  Punkt  A  die  Werte  von  r,  tp  und  Ä^,  denn 
es  ist  r  =  c,  9  =  a  und  der  Krümmungsradius  der  zugehörigen  Bahn- 
kurve 

^  sin  (60«  +  a)  sin  (60<>-~4tt) 


^A 


sin  (60®  —  a)  ein  (60*  +  4  a) 


Da  aber  in  Fig.  1   der  Krümmungsmittelpunkt  K  nicht  zwischen 
^  und  Ky  sondern  auf  der  Verlängerung  von  ^K  liegt,  so  setzen  wir 

in  (23)  Äi  =  —  -jT  und  finden  somit 

CBinGO^sinda 


(24) 


Vi 


sin  a  sin  (a  +  eO**)  sin  (4a  —  60«) 


Die  Berechnung  von  x^y  y^  stützt  sich  auf  den  Umstand,  dafs  bei 
der  speziellen  Bewegung,  welche  die  Koppelebene  eines  Kurbel- 
mechanismus ausführt,  stets  zwei  Systempunkte  —  im  vorliegenden 
Falle  A  und  B  —  vorhanden  sind,  welche  Bahnkurven  von  konstanter 
Krümmung  erzeugen.    Wir  beschranken  uns  darauf^  den  Gang  dieser 
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i»cvjM  langwierigen  Rechnuiig  kurz  zn  skizzier^a:  Beschreibt  in  Fwil 
^T  Punkt  K  einen  Kreis  am  K,  so  yerBchwmden  die  samüidien  ü- ' 
li^.:fxng»ii  4er  zugehörigen  Krfinunnng  fi^  nach  y^.  Es  ergiebt  a^  | 
4L^'>  zutidist  för  die  erste  Ableitung  des  Ausdracks  (4)  die  Gkich» 

z:,  rjfin^  ^  y^  cos  ^  ^  - -j^j  -  2 -^  (y^  sin  9 -r)*a 


Xon  ist  nach  (6),  (7)  und  (9) 


Tind 


dtp 


d9*     flinf 
rf*ä^*  "7" 


r/r  d»* 


oder  nach  (3),  (10)  imd  (11) 


dq) 


Vi 


=  —  ^^  Sin  cp  +  -^ 


gyi  —  y« 


yi«t 


and 


-7 —  =  ^.-  cos  flp: 


daher  geht  (25)  über  in 

(26)  r  (x^  sin  9)  —  yg  cos  y)  =  Sy^  cos  ^  (jf^  sin  ^  —  r). 

Um    weiter   auszudrücken,   dafs   auch  -^— ^  =  0   ist,    differenzieren 

wir  die  eben  erhaltene  Gleichung  wieder  nach  y^  und  ersetzen  die  Ab- 
leitungen von  .r^  und  y,  durch  die  aus  den  Formeln  (16)  und  (15)  sidi 
ergebenden  Werte.  Dadurch  entsteht  eine  Gleichung,  in  der  aober  im 
Gröfsen  r,  sing^,  cosg>,  y^,  x^,  y^  auch  noch  x^  und  y,  in  der  Ver- 
bindung rgoosg^  +  (yj  —  yi)sin9>  auftreten.  Durch  fortgesetzte  Difc 
rentiation  bilden  wir  ebenso  die  Gleichungen 


dy\ 


und 


dy\ 


i  =  0- 


davon  enthält  die  erste  ein  Glied  mit  dem  Faktor  d?4sin9>  —  y^cosf, 
und  in  der  zweiten  kommen  noch  die  Koordinaten  des  fOnften  Wende- 
|ioIh  hinzu  in  der  Verbindung  d\Qos^  +  {y^^  —  y^sin^). 

Die   Polarkoordinaten    der  Punkte  A  und  B  müssen  jeder  dieser 
\\\      '  n   genügen.     Setzen   wir   nun   in  (26)    zuerst  r  =»  c,  9  =  c, 
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■anf  r  =  c,  y  =  a  +  60®,  so  erhalten  wir  zwei  Gleichungen^  aus  denen 
r  x^  und  y^  berechnen  können.     Ebenso  liefert 

si  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  x^  und  y^  u.  s.  f.,  und  wir  ge- 
gen  somit   schliefslich   zu    den   gesuchten  Werten   von   x^  und  y^. 

Wir  erhalten  nunmehr  die  Krümmung  der  Kurve  x  im  Punkte  K, 
em  wir  die  gefundenen  Werte  in  Gleichung  (22)  einsetzen.    Ohne  uns 

Zwischenrechnungen  aufzuhalten,  beschränken  wir  uns  auf  die  Mit- 
ung  des  Resultates;  es  ergiebt  sich 

>.        ft 80  C08  Qg  cos  2a  8iii(80<*  —  a)  8in(30<>  -f  2«)  sin  (30^  —  2«) 

*  ""  c*  yS  8m*(30»  +  a)  ' 

leichnen.wir  noch  mit  A  den  Winkel,  den  ^^  mit  dem  von  ^  auf 
^   gefällten  Lote  einschliefst,    so  wird  a  =  A  —  30®;   setzen  wir  also 
Abkürzung 

)     L  «  sin  A  sin(A  +  15®)  sin  (A  -  15®)  sin  (A  +  45®)  sin  (A  -  45®) 

sin  (A  +  60®)  sin  (A  -  60®)  sin  (A  +  75®)  sin  (A  -  75®), 

folgt 

^       1/3  c«  sin*  X 

5.  Lassen  wir  bei  imbeschränkt  veränderlichem  c  den  Winkel  A 
*  Werte  zwischen  0®  und  90®  durchlaufen,  so  liefert  die  in  Fig.  2 
*gefQhrte  Konstruktion  die  Gesamtheit  aller  Kurbelmechanismen, 
lebe  doppelt  gestreckte  Koppelkurven  x  erzeugen,  und  zwar  jeden 
^glichen  Mechanismus  einmal,  während  jede  der  oo^  Kurven  x  drei- 
^1  erhalten  wird.  Wir  haben  nämlich  bei  früherer  Gelegenheit^) 
^igt,  dafs  die  Kurven  x,  x\  x",  die  bei  beliebig  gewählten  Koppel- 
^cken  zu  den  Winkeln  «,  a  =  a  —  60®  und  a"  =  60®  —  a  gehören, 
-Bnder  ähnlich  sind.  Setzen  wir  aber  in  dem  mit  L  bezeichneten 
Qdruck  (28)  an  SteUe  von  A  die  Werte  A' =  «' +  30®  =  A  -  60® 
i  X"  =  a"  +  30®  =  120®  -  A,  so  bleibt  sein  absoluter  Wert  unge- 
lert.  Dasselbe  gilt  also  nach  Gleichung  (29)  auch  von  der  Krüm- 
tig  Ä5,  wenn  wir  über  die  Längen  c,  c\  c"  der  zugehörigen 
tiipelstrecken  passend  verfügen;  bedeutet  nämlich  e  eine  beliebig  an- 

i^ommene   Strecke,    so   haben   wir   zu    setzen    c=^-r—T-,    c'  =  ^-/, 
'  8in  A '  8in  X  ' 

1)  Die  Koppelkarve  mit  sechspunktig  berührender  Tangente  a.  a.  0.  S.  334. 
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c"  »  -Arr,.     In  diesem  Falle  sind  also  die  Kurven  »,  x,  x"  mäii^\ 
•in  A  ^1 

einander  ähnlich,  sondern  kongruent. 

Um    nnn    die   yorliegenden    Mechanismen     hinsichtlich   der  Tq|I 

kommenheit  der  jeweilig  erreichten  Geradf&hmng  Torgleichen  xakü^l 

wollen   wir   zunächst   aus   den  oo'  Karren  x    eine    ein&ch  unadi^' 

Schar  herausgreifen,   die  zwei  Bedingnngen  genügen  möge:  Ehq^ 

nämlich   keine   zwei  Kurven   der  Schar  einander   ahnlich  sein,  min 

soll  zu  jeder  der  Schar  nicht  angehörenden  KarYe  k  eine  dazu  ihdi^ 

Kurve    der   Schar   existieren.     Nach    dem  Vorhergehenden   wird  Ik 

nicht    erreicht,    wenn    wir   für    einen    bestimmten    Wert   Ton  e  fa 

Winkel  X  alle   möglichen  Werte  annehmen   lassen;    wir   mÜJBm  li^ 

mehr  jedem  Wert  von  A  ak  Koppelstrecke  die  Lange  c  «  -4-t  zoor^ 

wobei  e  eine  beliebig  aber  fest  gewählte  Strecke  bezeichnet  Di  im. 
mehr  zu  den  Winkehi  X,  A'  =  A  -  60*>  nnd  A"  —  120»  —  A  drei  Emli 
mechanismen  gehören,  welche  dieselbe  Kurre  x  erzengen,  so  abh 
wir  bereits  die  sämtlichen  Kurven  der  Schar,  wenn  wir  den  WinUi 
nur  ein  Drittel  des  angegebenen  Intervalls^  etwa  aUe  Werte  zmäm 
60®  und  90*^  durchlaufen  lassen. 

Die  Formel  (29)  für  die  Krümmung  fünfter  Ordnung  verwiodi 
sich  gegenwärtig  in 

«  640       ^ 


yie" 


Da  die  Strecke  e  für  alle  Kurven  der  Schar  konstant  bleibt^  so  st 
Ar,  dem  Ausdruck  L  proportional  und  die  betreffende  GeradfQlimj 
also  umso  vollkommener,  je  kleiner  der  absolute  Wert  von  L  wird 
In  dem  betrachteten  Intervall  verschwindet  nun  £  för  X  ^Gff  joi 
X  «  75®.  In  beiden  Fällen  artet  aber  der  zugehörige  Eurbelmeduui 
nius  in  einen  Schubkurbebnechanismus  aus,  und  der  mit  K  bezeidmeh 
Punkt  beschreibt  überhaupt  nicht  mehr  eine  krumme  Linie,  sonda 
bewegt  sich  genau  in  einer  Geraden.^)  Wir  können  hieraus  schlieba 
dafs  bei  einer  eigentlichen  sechspunktigen  GeradfÜhrong  die  Krümmunj 
St,,  der  Kurve  x  einen  besonders  kleinen  Wert  annehmen  wird  wem 
sich  der  Winkel  A  von  60®  oder  von  75®  nur  wenig  unt^vcheidet  - 
Um  ferner  die  Werte  von  X  zu  bestimmen,  für  welche  der  absoht 
Wort  von  L  ein  Maximum  erreicht,  bringen  wir  den  Ausdruck  (K 
auf  die  Form 

L  -  j  Jg  (128  sin»  A  -  288  sin'  A  +  216  sin*  A  -  58  ein»  A  +  3  sin  l) 
1)  Desgl.  S.  337  Fig.  3  und  5. 
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tmd  bilden 

dl      ^• 
Dum  eigiebt  sich 

cosA  {3(2BinA)«  -  21(2sinA)«  +  45(28inA)*  -  29(2sin  A)«  +  2}  =  0 

oder 

co5A{(28inl)«~l}{3(28inA)«-18(2sinA)*  +  27(28inA)«~2}  =  0. 

Hier  verBchwindet  der  erste  Faktor  für  A  =  90®;  dies  entspricht  dem 
zaerst  Ton  Tschebischeff  behandelten  Mechanismus^  bei  welchem 
A^  »B.B  ist,  die  Seiten  AB^  AB  und  A^  sich  yerhalten  wie  1:3:4 
und  der  Ponktf  in  der  Mitte  von  AB  liegt. ^)  Der  letzten  Gleichung 
wijnd  femer  genügt,  wenn  (2  sin  A)*  —  1  =  0,  d.  h.  A  =  ±  30®  ist. 
Dieser  Fall  ist  aber  Ton  dem  eben  betrachteten  nicht  wesentlich  ver- 
sdiieden;  er  liefert  genau  dieselbe  Kurve  x,  die  gegenwärtig  nur  durch 
^nen  anderen  Eurbelmechanismus  erzeugt  wird.  Setzen  wir  endlich 
den  dritten  Faktor  gleich  Null,  so  finden  wir  für  A  —  angenähert  — 
die  Werte  +  68® 2',  +  8®  2',  +  51®  58',  die  wiederum  ein  und  dieselbe 
Kurve  %  definieren.  Die  Krümmung  erreicht  also  im  betrachteten 
Interrall  zweimal  ein  Maximum,  nämlich  für  A  =  68®2'  und  für  A  =  90®. 
Uöi  Ton  den  Veränderungen  der  Krümmung  Ä5  bei  variablem  A  ein 
Bild  zu  geben,  sind  in  der  folgenden  Tabelle  zu  einer  Reihe  von  Werten 
dea  Winkels  A  die  zugehörigen  Werte  von  L  bis  auf  fünf  Dezimal- 
rtellen  bereclmet  worden: 

^160®        65®  68®  2'  70®         75®     82|®  90® 

Li    0   -0,00175    -0,00213    -0,00195     0    0,00510    ji^  =  0,00781 

1^  AwiMhme  A  =  90®  entspricht  demnach  der  hei  weitem  ungünstigste 
^oB  der  sechspunktigen  Geradführung  durch  eine  doppelt  gestreckte 
^oppeOcurve. 

Braunschweig,  31.  Dezember  1901. 


1)  DeBgl.  Fig.  7. 
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Znr  Lehre  Ton  der  Momentanbewegimg  eines  starren elNM] 
Systems:  Eine  Eigenscliaft  der  Bnrmestersclieii  Pgikti| 

Von  R.  Mülles  in  Bnumschweig. 

In  jeder  Lage  eines  komplan  bewegten  starren  ebenen  Syn^l 
giebt  e8  bekanntlich  vier  Punkte,  welche  augenblicklich  Baluihfa 
mit  fünfpnnktig  berührendem  ErfimmangskreiB  durchschreiten;  wir  Übt' 
sie  frQher  als  die  Barmesterschen  Punkte  der  betreffenden  S]nl» 
läge  bezeichnet.  \)  Im  Folgenden  beschäftigen  wir  uns  insbesondo«  li 
solchen  Svstemlagen,  bei  denen  jedem  dieser  Paukte  ein  «ec^jnnUi 
berührender  Krümmungskreis  zukommt. 

Der  momentane  Bewegungszustand  des  Systems  sei  für  sedu  «- 
endlich  benachbarte  Lagen  definiert  durch  Angabe  des  Pols  ^  und  1q 
Rückkehrpole  V^,  V„  V„  V^.«)  Wir  beseichnen  mit  |,  und  ^ft 
rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  V,  fflr  ^  als  Anfai^ipiib 
und  die  Polbahntangente  als  §-Achse;  dabei  ist  also  S^  =>  0,  weil  A 
Polbahnnormale  durch  V^  geht.  Hinsichtlich  der  Vorzeichen  wdia 
wir  festsetzen,  dafs  die  negative  i^-Achse  den  Punkt  ^^  enthalten  u 
durch  eine  Drehung  um  ftO^  entgegengesetzt  dem  Sinne  des  Uhneigs 
mit  der  positiven  S- Achse  zusammenfallen  mog^.  Ist  A  die  aap 
blickliche  Lage  eines  Systempunkts^  r  seine  Entfernung  von  f  und  i 
der  Winkel,  den  die  Gerade  ^Ä  mit  der  positiven  $- Achse  bildet,! 
hat  die  Bahnkurve  dieses  Punktes  an  der  mit  A  bezeichneten  Std 
einen  vierpunktig  berührenden  Krümmungskreis^  wenn  r  und  f  d 
Gleichung  der  Kreispunktkurve  genügen  *) 

(1)  r  (i^j  cos  9  —  I2  8^^  ^)  +  ^Vi  ^8  9>  sin  ^  =»  O . 
Im  Falle  fünfpunktiger  Berührung  mufs  überdies 

(2)  r*  [I3  cos  9>  +  (1^3  -  rj^)  sin  9?] 

+  ^Vi  I  '^^1  cos^  q)  +  4 Jj  cos  y  sin  9>  +  (irj^  —  3iyJ  sin' 9?]  +  SiyJ  sin^» » 
sein,  und  soll  der  Krümmungskreis  sogar  sechs  unendlich  benachbi 

1)  Über  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  durch  fünf  nnend 
bonuchbarto  Lagen,  diese  Zeitschrift  37.  Bd.  S.  129. 

2)  Beitrage  zur  Theorie  des  ebenen  Gelenkvierecks.    Daselbst  42.  Bd.  S. : 
8)  Ebenda  S.  265. 
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Ptmkte  mit  der  Bahnkurve  gemein  haben^  so  tritt  zu  diesen  Gleichungen 
noch  die  neue  Bedingung 

(3)  r*  (5^  sin  y  —  1^4  cos  tp) 

+  %l(2ls  +  101,)  cos«  y  -  (3%  -  16%  +  12%)  cosy  sincp  +  (ög,  -  6|,)  sin^] 

^'^[(~"2%  +  6%)co8V+206,cos*9)siny+(6%+12%)cosysin*y+12Sgsin*y]=0. 

Aus  (1)  und  (2)  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  r  zur  Be- 
«timmung  der  Burmesterschen  Punkte  Jf/,  Jf//,  Jf///,  Miv  die 
(Heichong 

(4)  §tanV+S,(2%-3%)tan»y+(5U-3iyJ+3%%+3i7i%-3iy|)tanV 

+  3(%6,  +  %|,  -  2%|,)tany  +  %(%  -  3%)  =  0. 

Ebenso  folgt  aus  (1)  und  (3) 

(5)  12g;tanV  +  3|,(5%S3  -  2%6,  -  6%5,)tanV 

+  (9i?!l4  -  lö'Ji^ls  ~  9^i%6,  +  42%%6,  ~  36iyJ|,  +  20SI)  tan«<)p 
^(-^^i?4  +  3i?xi?,i?,-12%i?J  +  12i,J%  +  2i?|  +  2%|,l3+12%6|-14^^ 
+  6% (4%!,  -  iJil,  -  7%6,)tan,.  -  2i?|(%  -  3%)  =  0. 

Aus   (4)   und   (5)   erhalten  wir  durch  Elimination  von  tanqp  die 
Bedingung,  welcher  die  Gh-ölsen  %;  S2;  %  •  •  •  ^4  genügen  müssen,  wenn 
^  der  betrachteten  Systemlage  einem  der  vier  Punkte  Mi  ein^sechs- 
punktig  berührender  Krümmungskreis  entspricht.     Soll  dies  bei  zweien 
^cr  Punkte  Mi  der  Fall  sein,  so  gelangen  wir  zu  zwei  Bedingungen, 
^dem  wir  ausdrücken,  dafs  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  zwei  gemein- 
**öie  Wurzeln  besitzen  müssen,  u.  s.  w.     Wird  endlich  gefordert,  dafs 
ll^er  der   vier   Punkte   Mi   augenblicklich   eine  Bahnstelle   mit  sechs- 
P^uiktig  berührendem  Krümmungskreise  durchlaufen  soll,  so  mufs  jede 
Wurzel  von  (4)  auch  der  Gleichung  (5)  genügen,  diese  mufs  also  über- 
gehen in 

[litan*y  +  |,(2%-3iyi)tan>+...+i?,(i?,-3iy0](126,tan9)-2ijj)=O. 

^*ch  Ausführung  der  Multiplikation  ergeben  sich  hieraus  durch  Ver- 
gleichung  mit  (5)  die  Bedingungen 

(6)      3i,J,  =  26,(4%-3,,,) 

<^^)       9,j«i,,  -  5(6,jfi,,  -  Qr,,rt\  +  3,,%%  +  12,,||  -  8%g|). 

®^n  soviel  und  folglich  dieselben  Bedtagungen  würden  wir  aber  er- 
^'W  haben,  wenn  wir  nur  verlangt  hätten,  dafs  drei  der  vier  Punkte 
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Mi  die  erwähnte  Eigenschaft  besitzen  sollten.  Wir  dürfen  daher 
schliefsen:  Wenn  in  einer  Systemlose  drei  der  Burmesterschen  Punkte 
sechspunktig  berührende  Krümmungskreise  haben,  so  gut  dasselbe  fwttcendig 
auch  vom  vierten  dieser  Punkte, 

Denken  wir  uns  an  SteUe  der  Rückkehrpole  V^ ...  V^  die  Wende- 
pole Wi  . . .  W^  gegeben,  ersetzen  also  die  it,  rii  durch  die  Koordinaten 
Xi^  yi  mittels  der  Formeln^) 

^-        ^  ^8=     4a;,-  x^  ^4=     10a;,-   bx^+  x^^ 

so  bleiben  die  Oleichungen  (6)  bis  (8),  wie  auch  (4),  ihrer  Form  nach 
YöUig  ungeändert.    Es  ist  dies  selbstverständlich,  denn  wenn  z.  B.  d^^ 
Punkt  Ml  in  sechs  aufeinander  folgenden  Systemlagen  auf  einem  Erei^^ 
bleibt,  dessen  Mittelpunkt  wir  mit  M/  bezeichnen  wollen,  so  befind^^^ 
sich  bei  der  umgekehrten  Bewegung,  die  bekanntlich  die  ursprünglich^^ 
Wendepole  zu  Rückkehrpolen  hat,   sechs  Lagen  des  Punktes  M/  9m:^ 
einem  Kjreise  um  üf/. 

Die  vier  Punkte  Mi . . .  Mjv  liegen  auf  einem  Kegelschnitt,  der  S-J^ 
^  die  Gerade  ?ß  W  berührt.»)  Ist  Gleichung  (6)  erfüllt,  so  bilden  dj5-« 
Achsen  dieses  Kegelschnitts,  wie  wir  nur  beiläufig  erwähnen  woUe^*^ 
mit  der  Poltangente  Winkel  von  45®. 

Anwendung  o^f  das  Gelenkmereck?)  Bei  der  speziellen  Bewegun^^ 
welche  die  Koppelebene  eines  Gelenkvierecks  ausführt,  fallen  beständi  ^ 
Rwei  der  Burmesterschen  Punkte  mit  den  Endpunkten  der  KoppelÄ-' 
Btrecke  zusammen.  Beschreibt  also  in  einer  bestimmten  Koppella^^ 
oiner  der  beiden  andern  Punkte  Mi  ausnahmsweise  eine  Bahnstelle  mt  ^ 
■^chspunktig  berührendem  Krümmungskreis,  so  gilt  dies  auch  voi*^ 
letzten  dieser  Punkte.  Derartige  Koppellagen  sind  demnach  blofc  eine^^ 
Bedingung  unterworfen,  d.  h.  die  Bedingungsgleichungen  (7)  und  (8  ^ 
Mnd  im  vorliegenden  Falle  ohne  weiteres  erfüllt,  sobald  Gleichung  (6jl^ 
besteht,  die  wir  jetzt  in  der  auf  die  Wendepole  bezüglichen  For 
w^rfiiben  woUen: 
(»^^>  3y,a;3  =  2a;,(4y,-3yi). 

l'i*  Oröfsen  y^,  a;,,  y,,  x^  sind  für  die  gegenwärtig  behandelte  Be- 
^k^(|^iilg    bei   früherer  Gelegenheit  berechnet  worden.*)     Verstehen  wir 

1"^  Kbenda  S.  251. 

t>  Cber  die  Bewegung  u.  s.  w.  a.  a.  0.  S.  147, 

^'  ^**tgl.  Konstruktion  der  Burmesterschen  Punkte  für  ein  ebenes  Gelenk- 

*••«  Zeitschrift  37.  Bd.  S.  213. 
^  MliAge  u.  8.  w.  a.  a.  0.  S.  269. 
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nämlich  unter  ^BBÄ  ein  Oelenkriereck  mit  dem  festen  Glied  AB  nnd 
bezeichnen  f&r  eine  bestimmte  Koppellage  mit  ^  den  Pol,  d.  h.  den 
Sehnittponkt  der  Geraden  AÄ  und  BB,  mit  ^  den  Schnittpunkt  von 
AB  und   AB,   endlich   mit   a^   6,   c^   b  die  Eotangenten  der  Winkel 

«,  ßj  y,  d,  welche  bez.  die  Glieder  B^B,  A^,  AB,  AB  mit  der  Geraden 

^^  bilden,  so  ist 

^8  =  (c ^b)« (^ "*"  ^  ■"^•"*^  —  abc  — 5abb  —  acb— beb). 

(Den  Wert  von  y^  haben  wir  nicht  angegeben,  da  dieser  im  Folgenden 
nicht  weiter  in  Betracht  kommt.)  Gleichung  (10)  geht  nunmehr 
über  in 

(0  +  l.)(cb  - 1)  -  (c  +  r>)iah  - 1)  =  0  \ 

oder  /^^^ 

cot  (a  +  |8)  -  cot  (y  +  d)  =  0  /       \  ""n, 

(U)  a  +  ß  =  y  +  d})  / ^^i»   \ 

D»  wir   offenbar   zu    sanz    derselben         /  V'--, 

ffleidbiimg    gelangt    wären,    wenn   wir        /  \        ^"^^^^^n 

^B   als    beweglich    und    irgend    ein     a'^  6 — — ^^ 

**idere8     Glied     als     fest     angesehen 

'^tien,  so  folgt  der  Satz:  Bringt  man  die  Glieder  eines  Gdenkvierecks 
**  me  Lage,  die  der  Gleichung  (11)  genügt,  so  beschreibt  bei  der 
^owmtanbewegung,  die  irgend  eines  der  vier  Glieder  in  Bessug  auf  das 
^^Oemherliegende  ausfahrt,  jeder  der  Burmesterschen  Punkte  eine  Bahn- 
^W2e  mä  sechspunktig  berührendem  Krümmungskreis. 

Gleichung  (11)  ist  naturgemäfs  auch  erfüllt,  wenn  einer  der 
ßurmester sehen  Punkte  eine  Bahnstelle  mit  sechspunktig  berührender 
Tangente  durchläuft.  Diese  Bemerkung  gestattet  bei  dem  früher  von 
^*^^  behandelten  Problem  der  sechspunktigen  Geradführung  eine  wesent- 
uche  Vereinfachung  der  Rechnung.*) 

Braunschweig,  18.  Januar  1902. 

1)  Oder  tt-|-^»>y-|-^+  ^^^  ^  ^^^  ^^^^  ^^^  dasselbe  hinauskommt. 

2)  Beiträge  u.  s.  w.  a.  a.  0.  S.  260. 
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Über  einige  Kurven,  die  mit  der  Theorie  des  ebenen 
Gelenkvierecks  im  Zusammenhang  stehen. 

Von  R.  Müller  in  Brannschweig. 

Die  nachfolgenden  Mitteilungen  bilden  im  wesentlichen  eine  ver- 
kürzte Wiedergabe  eines  Aufsatzes  in  der  Festschrifl  zur  Feier  des 
siebzigsten  Geburtstages  von  Richard  Dedekind  (Braunschweig  1901). 
Einzelne  Partien  sind  unverändert  abgedruckt,  und  nur  der  zweite  Ab- 
schnitt ist  durch  Zusätze  vermehrt  worden. 

1.  Bei  der  Untersuchung  der  Formänderungen,  die  bei  einem  vor- 
gelegten Eurbelmechanismus  hinsichtlich  der  Gestalt  der  Eoppelkur^^ 
eintreten,  wenn  man  den  beschreibenden  Punkt  in  der  Koppelebeii® 
beliebig  verlegt,  erlangen  drei  bestimmte  Kurven  dieser*  Ebene  eüsx^ 
ausschlaggebende  Bedeutung,  nämlich  die  Polkwrve  p,  die  Übergang^" 
kurve  q  —  d.  i.  der  Ort  der  Systempunkte,  welche  Eoppelkurven  rfx^' 
einem  Selbstberührungspunkte  erzeugen  —  und  der  Ort  u  der  Bcdlscb^^ 
Punkte,  also  derjenigen  Systempunkte,  deren  Bahnen  einen  PlachpuM-fe 
(ündulationspunkt)  besitzen.  Denn  jede  Eoppelkurve  hat  im  »1^ 
gemeinen  drei  endliche  Doppelpunkte;  davon  geht  jedesmal  einer  ^ 
eine  Spitze  über,  falls  der  beschreibende  Punkt  auf  p  liegt,  und  ^» 
Stelle  dieser  Spitze  tritt  ein  isolierter  oder  ein  Knotenpunkt^  wenn  4^ 
Systempunkt  in  der  nächsten  Umgebung  des  vorigen,  aber  aufserhalb 
auf  der  einen  oder  der  entgegengesetzten  Seite  von  p  gewählt  wir^^ 
In  analoger  Weise  teilt  die  Kurve  q  die  Koppelebene  in  zwei  Gebiet^" 
so  dafs  den  Punkten  des  einen  Koppelkurven  mit  drei  reellen  Dopp^ 
punkten,  denen  des  anderen  solche  mit  einem  reellen  und  zwei  ko^ 
jugiert  imaginären  Doppelpunkten  zukommen.^)  Nimmt  man  endlic^^ 
in  der  Nähe  von  m,  aber  auf  entgegengesetzten  Seiten  dieser  Kur?'  " 
zwei  Systempunkte  an,  so  unterscheiden  sich  ihre  Bahnkurven  dadun^ 
von  einander,  dals  die  eine  zwei  (reelle)  Inflexionspunkte  mehr  besitz* 
als  die  andere.*)  Durch  die  Kurven  p,  q,  u  wird  die  Koppelebene  st- 
eine Anzahl  von  Feldern  zerlegt,  und  dann  ist  klar,  dab  alle  Ponk^' 


1)  Über  die  Doppelpunkte  d&  Koppelkurve,  diese   Zeitechr.  Bd.  34,  188" 

S.  303  und  372,   sowie  Bd.  36,   1891,  S.  69.  —  Über  die  Gestaltuiig  der  Koppe==^ 
kurven  für  besondere  Fälle  des  Kurbelgetriebes,  daselbst  Bd.  86,  1891,  S.  11. 

2)  Über  die  angenäherte  Geradführung  mit  Hülfe  eines  ebenen  Qelenl^g 
Vierecks,  diese  Zeitschrift  Bd.  43,  1898,  S.  36.  —  Allievi,  Cinematica  della  biel^^ 
piana,  Napoli  1896,  p.  69. 
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desselben    Feldes    Eoppelkorven    beschreiben,     die    hinsichtlich    ihrer 
singolaren  Punkte  denselben  Charakter  aufweisen. 

Die  Eurren  p  und  u  sind  für  jeden  vorgelegten  Eurbelmechanismus 
leicht  zn  konstruieren,  indem  man  die  Bewegung  umkehrt,   also  bei 
festgehaltener  Eoppelebene  für  beliebig  viele  Lagen  des  ursprünglich 
festen  Gliedes  die  Pole  und  die  Ballschen  Punkte  ermittelt.^)     Man 
erhalt  sie  femer  als  die  beiden  Einhüllenden  aller  in  der  Eoppelebene 
liegenden  Ereise,  die   im   Verlauf  der  Bewegung  der   Reihe  nach  zu 
Wendekreisen  werden.     Bezüglich   der   Eurve  p   liegen   für   spezielle 
Faie   des  Eurbelmechanismus   auch   bereits   einige  analytische  Unter- 
suchungen vor*);  wir  vervollständigen  sie  im  ersten   Abschnitt  dieses 
Aufsatzes,  indem  wir  vor  allem  den  allgemeinen  Fall  ins  Auge  fassen. 
im  zweiten  Abschnitt  wenden  wir  uns  zu  der  bisher  überhaupt  noch 
nicht  behandelten  Eurve  u,  beschränken  uns  aber  in  der  Hauptsache 
auf  zwei  besonders  einfache  Fälle  des  Gelenkvierecks.     Dabei  wollen 
wiir    u    zur  Abkürzung    des  Ausdrucks    als    die   Fku^ptmktku/rve    der 
Koppelebene  bezeichnen. 

Von  der  Übergangskurve  q  kennen  wir  bisher  zwar  eine  Reihe 
geometrischer  Eigenschaften,  doch  fehlt  es  noch  an  einem  Verfahren, 
um.  diese  Eurve,  analog  wie  p  und  u,  ihrer  Definition  entsprechend 
pnixktweise  zu  konstruieren.  Diese  Lücke  soll  im  dritten  Abschnitt 
ttos^efUlt  werden,  indem  gezeigt  wird,  wie  man  für  jede  Eoppellage 
die  Systempunkte  findet,  die  augenblicklich  einen  Selbstberührungs- 
punkt  ihrer  Bahn  durchschreiten. 

L  Die  Polkurve  p. 

2.  Wir  verstehen  unter  ^BBÄ  ein  beliebiges  Gelenkviereck  mit 
dena  festen  Glied  AB,  unter  ^  den  Pol  der  augenblicklich  betrachteten 
Koppellage  ÄB^  also  den  Schnittpunkt  der  Geraden  A  J.  und  B-B,  und 
wteen  A^  =  a,  B-B  =  b,  AB  =  c,  AB  =  d,  Ä^  =  r,  jB^  =  s.  Liegt, 
wie  in  Fig.  1^  der  Punkt  ?ß  auf  den  Verlängerungen  von  A-4  und  BB 
^^  Ä  und  B  hinaus,  so  ist 

^COS^A^b-  (^^^)(5.p^  ^3      -, 

^'idenifalls  ist  das  Vorzeichen  einer  der  Strecken  r  und  s,   oder  von 

1)  Bezüglich  der  Eonstroktion  des  Balischen  Pnnktes  vergl.  Beiti^e  znr 
**^rie  des  ebenen  Gelenkvierecks,  diese  Zeitschr.  Bd.  42,  1897,  S.  259. 

2)  Roberts,  On  the  motion  of  a  plane  under  certain  conditions,  Proceedings 
^e  London   Mathematical   Society   vol.  HE  p.  312;   On   the   pedals  of  conic 

"^^^OM,  daselbst  p.  94. 

^titiehrm  f.  MathemAtik  a.  Physik.  48.  Band.  1902.  2.  Heft.  15 
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beiden  zugleich,  in  das  entgegengesetzte  xii  Terwandeln.  Für  da  H 
jeder  Oberhaupt  mo^chen  Koppellage  gilt  demnach  immer  ebe  ^ 
vier  Oleichnngen: 

(1)  a6(r*  +  ij»--c»;--(a«  +  6*  +  c»--d«)r«-a«(r"-5*  +  c^--6r(-'^+«*+(»J 

(2)  a6(r*  +  «*-0  +  (ö*  +  ft*  +  ^-^»'«-ö«(^-«*  +  «^  +  M-'^+«*+«V 

(3)  ab(r^  +  s*-(^  +  {a^  +  b^  +  c'-(P)rs  +  a8(r'-s'  +  if)-hr{--f^+fif, 

(4)  a6(r*  +  «*-c«)-(a*  +  6*  +  c*-d«)nr  +  a«(r»  — 5*  +  ^  +  6n-»^+**+(^. 

Multiplizieren  wir  (1)  mit  (4),  (2)  mit  (3)  und  hierauf  im 
beiden  Produkte  mit  einander,  so  erhalten  wir  ala  CRekhufig  der  ti 
kurve  p 

Bezeichnen  wir  femer  mit  x  und  y  die  rechtwinkligen  Eoordinafts 
von  $  fUr  A  als  Anfangspunkt^  AB  als  positive  ^-Achse,  so  wiri 

r«  =  x«  +  y«,    5»=(c  — ar)«  +  y*, 

r«  +  s*  -  c*  =  2(x^  +  y*  —  car), 

r«  -  s«  +  c*  =  2ca:, 

-  r«  +  s«  +  c«  =  2c  (c  —  ar), 

und  wir  erkennen  sofort^  dafs  p  im  allgemeinen  ew 
KtJirve  achter  Ordnung  ist  Sie  ist  natorgemäls  «y» 
metrisch  in  Bezug  auf  die  Gerade  ^f  . 

Durch  Yertauschung  ron  c  nnd  d  verwandelt  md 

(5)  in  die  Gleichung  der  Polknrve  ftlr  die  umgekehrti 

B     Bewegung,  d.  h.  der  Polbahn  x  in  der  Ebene  des  fesla 

Gliedes  d, 

3.    Um  zunächst  die  Beziehungen  der  Polkurre  zu  den  imaginärei 

KreispunJcten  zu  ermitteln,  bestimmen  wir  ihre  Schnittpunkte  mit  den 

Geradenpaar 

(x  -  my  +  y'  -  0, 

wo  m   vorläufig  jeden  beliebigen  Wert  haben  kann;    wir    setzen  ab 
in  (5) 

r*  =  m  {2x  —  m),    5*  =  (m  —  c)  {2x  —  m  —  c). 

Hierdurch  ergiebt  sich  eine  Gleichung  sechsten  Grades  in  x,  und  zwi 
bekommt  das  Glied  mit  x^  den  Faktor 

64c*[(a2-ft8)w-a»cp. 
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IHeser  verschwindet  nur  för 


m  = 


a'c 


a*--6* 


und  dann  geht  der  Faktor  von  a:*  über  in 


-128a*6V 


(o«  —  by 


Wir  schliefsen  daraus,  dafs  die  Polkurve  die  imaginären  Kreis- 
punkte  im  allgemeinen  eu  Spitzen  hat  Die  zugehörigen  Tangenten 
flclineiden  sich  auf  AB  im  Fokalzentrum  F  von  p  mit  der  Abszisse 

AF  =  -t-^ '    Da  hiemach  BF  =  -^i — ^  ist,  so  teilt  das  Fokahen- 

irum  die  Koppelstrecke  AB  aufsen  im  Verhältnis  a* :  6*. 

Für  c^  d  werden  die  imaginären  Kreispunkte  zu  Selbstberührungs- 
punkten  der  Kurve  p\  für  a  =  &  behalten  sie  den  Charakter  von 
Spitzen,  aber  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  Tangente. 

4.  Aufser  den  imaginären  Kreispunkten  besitzt  die  Polkurve  noch 
vier  unendlich  ferne  Punkte.  Konstruieren  wir  für  den  in  Fig.  1  dar- 
gestellten Kurbelmechanismus  die  Kurve  p  in  der  Weise,  dafs  wir  das 
Olied  AB  festhalten  und  für  verschiedene  Lagen  von  AB  die  Pole  er- 
mitteln, so  ergeben  sich  die  unendlich  fernen  Punkte  von  p  aus  den 
Lagen  von  AB,  bei  denen  A^  II  B£  ist.    Um  sie  zu  finden,  zeichnen 


« 


wir  über  AB  das  Dreieck  ABWt  mit  den  Seiten  -4.9Ji  =  a  +  &, 
£3»  =  d  (Fig.  2),  sowie  das  Dreieck  AB^  mit  den  Seiten  ^5R  =  a-6, 
B^  =  d  (Fig.  3).  Verstehen  wir  in  beiden  Figuren  unter  $  den 
Schnittpunkt  von  AB  imd  AB  und  machen  auf  AB  die  Strecke  A@ 
entgegengesetzt  gleich  B^,  so  gehen  durch  den  Punkt  ®  jedesmal 
zwei  Asymptoten  von  p^  die  eine  bezw.  parallel  zu  A^  oder  ^91,  die 
andere  symmetrisch  dazu  in  Bezug  auf  AB,    Dann  ist 

A%        B^  ^       b 

16* 
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d.  h.  die  Asymptoten  teilen  die  Koppelstrecke  AB  innen  und  om/soi  m 
Verhältnis  h :  a. 

Die  beiden  durch  Fig  2  bestimmten  Asymptoten  sind  reell,  sohap 
das  Dreieck  ÄB^  möglich  ist,  d.  h.  filr 

(I)  a  +  b<c  +  d. 

Ebenso  ergiebt  sich  aus  Fig.  3  für  die  Existenz  de«  rmbt 
Asymptotenpaares  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 

(H)  |a-6|>|c-rf|. 

Die  Figuren  2  und  3  liefern  gleichzeitig  die  Asymptoten  der  PA 
bahn  :r;  die  Kurven  p  und  n  besitzen  demnach  immer  gleidi  vä. 
(reelle)  Asymptoten. 

Die    soeben    gefundenen    Realitatsbedingon^en     stehen    mit  der 
üblichen    Einteilung    der    Eurbelmechanismen    in    unmittelbarem  Zu- 
sammenhang.     Man    spricht    bekanntlich    von    einem    Doppelhubd-. 
Schwingkurbel-    oder    Doppelschwingmechanismus,    je     nachdem   tos 
beiden  Armen  a  und  6,  oder  nur  von  einem,  oder  von  keinem  Am 
volle  Umdrehungen  in  der  Ebene  des  festen  Gliedes  ansgefährt  werdet 
können.     Wir  unterscheiden  femer  Doppelschwingmechanismen  eiiter 
imd  zweiter  Art,  je  nachdem  die  zugehörigen  Eoppelkurven  aus  eiiteoi 
einzigen  geschlossenen  Zug  oder  aus  zwei  getrennten  Teilen  bestehen.^) 
Ist   bei   einem  Gelenkviereck   die  Summe   des   gröfsten   und  kleinsta 
Gliedes  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  anderen  Glieder,  so  erhalten 
wir   einen  Doppelkurbel-,   einen   Schwingkurbel-,    oder    einen   Doppd- 
schwingmechanismus  zweiter  Art,   je  nachdem  wir  das  kleinste  Glied, 
oder  eines  der  beiden  ihm  benachbarten  Glieder,  oder  das  gegenüW 
liegende  Glied  feststellen.     Ist  dagegen  die  Summe   des    gröfsten  mA 
kleinsten  Gliedes  gröfser  als  die  Summe  der  beiden  andern,  so  entsteht 
auf  alle  Fälle   ein  Doppelschwingmechanismus   erster  Art.     Der  singo- 
läre  Fall,  in  welchem  beide  Summen  einander  gleich  sind,  möge  vor- 
läufig ausgeschlossen  bleiben  (vergl.  Art.  7). 

Setzen  wir  nun  voraus,  es  liege  ein  Doppelkurbelmechanismus  vor, 
so  ist  d  das  kleinste  Glied,  also  entweder  die  Koppel  c,  oder  einer  der 
beiden  Arme,  etwa  a,  das  gröfste  imter  sämtlichen  Gliedern.  Im  ersten 
Falle  ist  nach  Voraussetzung  c  +  d  <ia  +  b  und  c  —  flE>|a  —  6|;die 
Bedingungen  (I)  und  (II)  sind  also  nicht  erfüllt,  d.  h.  die  Kurven  f 
und  7C  besitzen  überhaupt  keine  reellen  Asymptoten.  Zu  demselben 
Ergebnis  gelangen  wir  im  zweiten  Fall;  dann  ist  nämlich  nach  Yorsiu- 

1)  Die  Eoppelkurve  mit  sechspunktig  berührender  Tangente,  diese  ZeitBchr. 
46.  Bd.  1901,  S.  331. 
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setzimg  a  +  eJ  <  6  +  ü,  ako  a  —  h  <€  —  d  und  c  +  rf  <  o  +  i.    Machet 

wir  jetzt  das  Glied  -.4  B  fest  und  A  B  beweglich^  so  entsteht  ein  Doppel 

schwingmechanismus  zweiter  Art  mit  :i  als  Polfcujve  und  p  als  Pol 

bahn,  xmä  wir  erbalten  somit  den  Satz:  Bei  jedem  Doj^idkmhdmm^umi^ 

mus    umi   bei  jedent   Doppclschmnffmediamsmm   mmt&t  Art   sind  di 

Asf^j^sten  ron  Polkurve  und  Polbahn  sämtiich  tmaginät*  —  In  analogei 

Weise  ergiebt  sich :  Bei  jeikm  ScJiwinffhwbclmeehamBmus  haben  Polkiirm 

tsfid  Potbakn  pier  redle  Asymptoten;  dagegen  sind  im  Fallit  des  Doppel 

^ti^eingmechanismus  eräer  Art  immer  tmr  je  mvei  dieser  Asymptoten  reell 

5,   IHe  Endpunkte  A  und  B  der  Koppehtreeke  mid  BretmpunkU 

ts^d  m$giekh  üierfadm  Punkte  der  Polkurm.     Setzen   wir  namlieh  ii 

Oleichung  (5)  r*  =  0^  so  folgt 

v^OJi  den   beiden  Geraden  r*  =  0,  welche  die  imaginären  Ereispunlcti 
o3.it  A  verbinden,  berührt  also  jede  die  Kurve  p  in  einem  Punkte  dei 


Fig,  i. 


Flg.  B. 


^^^iaes  s*  =  J*  und  hat  in  A  mit  p  vier  zusammenfallende  Punktf 
g^iitiein.  Dafs  ji  in  J.  einen  Tierfachen  Punkt  besitzt,  ist  auch  geo- 
^'i^tiisch  unmittelbar  ersichtlich;  denn  bringen  wir  das  Glied  AB  Id 
^i^e  solche  Lage,  dafa  der  Punkt  B  in  die  Gerade  AB  failt^  so  ist  dei 
f^gehorige  Pol  identisch  mit  A,  Dann  ist  J.B  entweder  -=cH-ft,  wi« 
**i  Fig,  4^  oder  =  c  —  &,  wie  in  Fig.  5,  und  zu  Jeder  von  beiden  L^eii 
*^^B    Punktee  B   gehören  zwei  in  Bezug  auf  AB  symmetrische  hng^ 

*^    Gliedes  j4A  als  Tangenten  von  p  im  Punkte  A.  fl 

Damit   nun    Fig*   4    äberhaupt    möglich    und    demnach    das    em« 

Tangßntenpaar  reell  sei,  mufe 

tttt)  b  +  e<a  +  d 

•^in,  und  fär  Fig.  5  lautet  die  entsprechende  Bedingung 

(^  |6-c|<|a-d|, 

^hensö  ist  im  vierfachen  Ptmkte  B  dag  eine  Tangentenpaar  reell  füi 


:f40\     (V) 

^Äd  das  andere  für 
(VI) 


a+c<b+d 

\a-c\<\b-d[ 
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Beginnen  wir  wiederum  mit  dem  Falle  des  I)appdkuH)dmediamm^ 
so  ist  d  das  kleinste  Glied.  Ist  dann  die  Koppel  e  das  grolste  Gfi«, 
mithin  c  +  d<ia  +  b,  so  bestehen  zwischen  den  Strecken  a,  l, e, < 
jedenfalls  die  Ungleichungen 

b  +  c>  a  +  dy    c  —  b<a  —  d,    a  +  c>b  +  d     und     c  — a<i^i 

Andererseits  führt  die  Annahme^  dafs  einer  der  Arrae,  z.  B.  a  das  giSfa^ 
Glied  sei^  zu  den  Ungleichungen 

a  +  d<b  +  c,    a  —  d>\b^c\,    a  +  c<b+d    und    a^c<h^i^ 

den  Bedingungen  (IQ)  bis  (VI)  wird  also  in  beiden  FlUlen  nicht  ge- 
nügt,  d.  h.  die  Tangenten  der  Polkurve  in  A  und  B  sind  stmtA 
imaginär. 

Werden  dieselben  Überlegungen  auf  einen  Doppdachunmgmeämk 
mus  zweiter  Art  angewendet^  so  zeigt  sich;  dafs  dann  die  Polkmrett 
jedem  der  Koppder^punUe  vier  reelle  Tangenten  hat.  Diese  Kam 
wird  aber  durch  Umkehrung  der  Bewegung  zur  Polbahn  eines  Doppd- 
kurbelmechanismus,  d.  h.  bei  jedem  Doppelkurbelmechanismus  sind  ik 
Tangenten  der  PolbaJm  in  den  Endpunkten  des  festen  Gliedes  sämtlid  nü 

Durch  wiederholte  Benutzung  derselben  Schlnisweise  ergiebt  siek 
femer:  Bei  jedem  Schwingkurbelmechanismus  haben  Polhirve  und  td- 
bahn  im  Endpunkte  des  gröfseren  Armes  (der  Schwinge)  vier  redky  m 
Endpunkte  des  kleinerefi  Armes  (der  Kurbel)  vier  imaginäre  Tamgakk. 
Bei  jedem  Doppelschwingmecho/nismus  erster  Art  besitzen  beide  funn 
in  jedem  ihrer  vierfachen  Punkte  zwei  reale  und  jstoei  konjugiert  mm- 
ginäre  Tangenten. 

6.  Weitere  Doppelpunkte  der  Polkurve.  Aus  Oleichnng  (5)  folgt, 
dafs  p  die  Schnittpunkte  der  Kurven 

a^b\r^  +  s^-  c«)«  +  (a«  +  b^  +  c^^  (?)V5*  -  a^s\r^  -  s*  +  c»)» 
_  62^(_  r^  +  s^  +  cy  =  0 
und 

(a2  +  b^  +  c^-  d^)(r^  +  s'  -  c«)  +  (r«  -  s^  +  c«)(-  r»  +  ««  -|.  c*)  =  0 

oder 

(6)  4a'b\x'  +  y^  -  cxf  +  (a*  +  ft«  +  c«  -  cP)»(a;»  +  y«)  [(c  -xy  +  f\ 

-  Aa^c'x'Kc  -  xy  +  yT  -  U'c\c  -  x)\x^  +  yt)  =  o 
und 

(7)  (a»  +  h^  +  c^  -  d^){x^  +  y«  -  ex)  +  2c'x{c  -  rt)  =  0 

zu   Doppelpunkten   hat.      Gleichung   (6)    stellt    eine    zirkuläre   Kurre 
vierter  Ordnung  dar  mit  Doppelpunkten  in  A  und  B^  (7)  einen  Kegel- 
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LHMhnitt  mit  der  Hauptachse  AB]   beide  Eurven  schneiden  sich  aufser 

BkIII  J.   und  B  noch   in   zwei   Punktpaareu  Cj,  D^  und  C^,  2),,  deren 

j^des  in  Bezug  auf  AB  symmetrisch  ist.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

a»  +  ft>  +  (^  -  d«  =  nS 
90  ist  nach  (7) 

n^{x^  +  y^  —  ex)  =  —  2(?x{c  —  x) 
n\x^  +  y»)  ==  -  cx\2c{c  -  a;)  -  n«] 

w«[(c  -xy  +  y^=^-  c{c  -  x){2cx  -  n>), 

^'  und  dann  geht  Gleichung  (6),  unter  Weglassung  des  Faktors  c*a;(c  — x), 
nach  einfacher  Rechnung  über  in 

^  [2c(n«  -  2a«)x  +  n\n^  -  2c*)]  •  [2c(n*  -  26*)(c  -  a?)  +  n*(n«  -  2c*)]  =  0. 
*    Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Doppelpunkte  C^  und  D^  von  p 

__   (a«4-6«  +  c«-d')(o«  +  fe*  — c'--<^') 
^i~  2c(a«  — 6«-c»  +  d«) 

und  für  die  Doppelpunkte  C^  und  D^ 

(a«  +  6«  +  c«~d«)(q«  +  &«~c«  — d«) 

Damit  sind  aber  noch  nicht  sämtliche  Doppelpunkte  von  p  er- 
mittelt. Multiplizieren  wir  nämlich  in  Art.  2  zunächst  Gleichung  (1) 
mit  (2)  und  (3)  mit  (4),  so  finden  wir  die  Gleichung  von  p  in  der 
Form 

[a^b\r^  +  5«  -  c^y  -  nVs*  +  ah\r^  -s'+  c*)*  -  6 V(-  r*  +  5«  +  c«)»]« 

-  46*5*[n*r*(-  r*  +  s*  +  c*)  +  a\r^  +  s*  -  c«)(r*  -  s*  +  c*)]*  =  0, 

und  hiemach  sind  Doppelpunkte  von  p  auch  die  Schnittpunkte  der 
Kurven 

a'b\r'  +  s*  -  c*)*  -  nVs*  +  a«s«(r«  -s^  +  c^  -  6V(-  r*  +  s«  +  c*)*  =  0 

und 

nV(-  r«  +  5*  +  c«)  +  a\r'  +  s*  -  c*)(r*  -  5*  +  c*)  =  0. 

Bedienen  wir  uns  wieder  rechtwinkliger  Koordinaten,  so  erkennen  wir, 
dafs  die  erste  Gleichung  eine  zirkuläre  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
Doppelpunkten  in  A  und  J5,  die  zweite  eine  zirkuläre  Kurve  dritter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  in  A  und  einem  einfachen  Punkte 
in  B  darstellt;  wir  erhalten  demnach,  von  A,  B  und  den  imaginären 
Kreispunkten  abgesehen,  wieder  vier  Schnittpunkte,  die  in  Bezug  auf 
AB  paarweise  symmetrisch  liegen.    Die  Elimination  von  rr*  +  y'  zwischen 
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beiden  Eorvengleichungen  liefert  f&r  die  Abszissen  dieser  Schmt^o^  | 
die  Gleichung 

[2c(n«  -  2a«)a;  +  n\n^  -  2c»)]  •  [2(n> -  a«  -  V^x  -  c(n«  -  2i^]  •(), 

Der  erste  Faktor  giebt  gleich  Null  gesetzt  wieder  den  Wert  %^^ 
und  damit  die  bereits  bekannten  Doppelpunkte  C^  und  D^;  dagtp 
entspricht   dem   zweiten   Faktor   ein   neues    Paar    von   Doppelpunbii 

^«'  ^«  ^^*  _  (ca«-ft«+c'-d«) 

Da  jeder  der  vierfachen  Punkte  A  und  .B  für  sechs  Doppelpnnlfc 
zählt,  so  haben  wir  mit  Einschluls  der  imaginären  Ereispunkte  li 
jetzt  im  Ganzen  20  Doppelpunkte  der  Polkurve  ermittelt  Nun  beste 
eine  Kurve  achter  Ordnung  nie  mehr  als  21  Doppelpunkte;  diese  ZiU 
kann  aber  bei  der  Kurve  p  nicht  erreicht  werden^  weil  p  in  Bezog  nf 
AB  symmetrisch  ist.  Wir  kennen  demnach  bereits  samtliche  Doppd- 
punkte  von  p  und  gelangen  somit  zu  dem  Satz:  Die  Polhme  hi 
aufser  den  imaginären  Kreispunkten  und  den  vierfachen  Punktm  A 
und  B  im   allgemeinen  noch  sechs  (redle  oder  imaginäre)  DqppdptaHsk 

Fig.  6  zeigt  die  Kurve  p  nebst  ihren  Asymptoten  för  den  in  Fig.  1 
bis  5  dargestellten  Schwingkurbelmechanismus. 

7.  Ausartungen  der  Polkurve  in  speziellen  Fallen  des  Kurbdmedit 
nismus.  Wir  beginnen  mit  der  Betrachtung  des  ditrdisMageiidm 
Kurbelmechanismus f  setzen  also  voraus^  im  Gelenkviereck  ABjB^  sei 
die  Summe  zweier  Glieder  gleich  der  Summe  der  beiden  anderai 
Dabei  haben  wir  zu  unterscheiden^  ob  die  gleidien  Summen  Ton  je 
zwei  gegenüberliegenden  oder  von  je  zwei  benachbarten  Gliedern  ge- 
bildet werden. 

I.  Ist  a  +  6-c  +  d,  also  a>  +  6«  +  c>- d*  =  2(— a6  +  ac +  5c), 
so  gehen  die  Gleichungen  (1)  bis  (4)  über  in 

{r  +  s  +  c)l{br^  +  as*-abc)-{a  +  b)rs+b(a--c)r  +  a(h  —  c)s]^Q 
(-  r  +  s  +  c)[{br^  +  as^  -  abc)  +  (a  +  b)rs  -  b(a  —  c)r  +  a(b  —  c)s]  =  0 

u.  s.  w. 

Bilden  wir  nun  wieder  die  Gleichung  der  Polkurve  durch  Multiplikatic« 
dieser  vier  Gleichungen,  so  wird  das  Produkt 

die  Polhurve  zerfäRt  also  in  die  doppelt  zählende  Gerade  AB  und  am 
Kurve  seclister  Ordnung  p.    Diese   hat  wiederum  Spitzen  in  den  ina- 
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gbaren  Sjreispunkten  und  aaTserdem  zwei  unendlich  ferne  Punkte^  die 
durch  Fig.  3  bestimmt  sind.    Die  Punkte  Ä  und  B  sind  Doppelpunkte 


Fig.  6. 


^öü  p.  Jiß  zugehörigen  Tangenten  liefert  Fig.  4.     Überdies  schneidet 
J?  ^e  Gerade  AB  noch  in  zwei  Punkten,  den  beiden  Polen  der  Durch- 


L 
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Bclilagslage.^)    Aufser  A  und  B  und  den  imaginären  EreispunktenWiul 
die  Polkurve  noch  die  sechs  mit  Cj  bis  D,  bezeichneten  Doppc]]iii|^| 

IL  Sei  femer  die  Summe  zweier  benachbarten  Glieder  gläd  j^  1 
Summe  der  beiden  anderen^  z.  B.  a  +  d  =^  b  +  c.     Dann  wird  der  A»  | 
druck  a^  +  b^  +  c^  —  cP  =  2{ab  +  ac  —  bc),  und  dieser  Wert  gdii  j 
dem   unter  I   gefundenen  hervor  durch  Yertauschnng  von  6  mit  -l  1 
Nun  enthält  die  Gleichung  (5)  der  Polkurve  die  Gliedlänge  d  überinqt  1 
nur  in  der  Verbindung  a*  +  ft*  +  c*  —  (?   und    im    übrigen  nur  gcnj^ 
Potenzen  von  ft;  wir  schlief sen  hieraus,  dafs  in  den  beiden  mit  I  ij  ' 
n   bezeichneten   Fällen  die  Gleichungen   der  Polkurve  sich  nur  diad  I 
die  entgegengesetzten  Vorzeichen  der  Gliedlänge  6  unterscheiden  weria 
Der  Fall  II  bedarf  demnach  keiner  besonderen  Untersuchung. 

8.  Wenn  im  Falle  1  a  =  d  und  6  =  c  ist,  so  erhalten  wir  eiui 
gleichschmkligen  Kurbdmecfianismus  (Fig.  7),  und  Gleichung  (1)  ft^ 
wandelt  sich  in 

(r  +  s  +  ft)(-  r  +  s  +  b)(as  -br  —  ab)  =  0, 

mithin   spaltet  sich  die  Polkurve  in  die  vierfach  zählende  Gerade  il 
imd  eine  Kurve  vierter  Ordnung  p  mit  der*  Gleichung 

{as  —  br  —  ab){—  as  —  br  —  ab)(as  +  br  —  a6)(— as  +  6r  — o6)=ö 

oder 

(8)  [ah^  -  b\r  +  a)^[ah'  -  b\r  -  a)«]  =  0. 

Setzen   wir  s*  =  6*  +  r*  —  26rcosy,  wobei  tp  den  Winkel  Bi^ 
bedeutet,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  von  p  in  der  Form 

(9)  r  =  -izz^,  cos  q>  ±  -,-y., 

^'x>^  ^'  ^'  P  ^^  ®"^®  Pascalsche  Kurve.') 
In  der  That,  machen  wir  in  FigJ 
auf -45  die  Strecke  -4Ao  =  A®4=fl 
und  bezeichnen  mit  ^  den  vierten 
harmonischen  Punkt  zu  B,  \,  A^ 
mit  ^  den  vierten  harmoniscbai 
Punkt   zu   B,   A®,   A,   mit   D   den   Mittelpunkt   von    ^0^7   ^  ^ 


^^0  = 


2a& 


^5ß«  = 


2ah 


folglich     ^0 


D5ßo  =  -D^o-ä^^^; 


2a«ft 


und 


1)  Vergl.  Burmester  Kinematik  I,  S.  113,  sowie  Fig.  834. 

2)  Roberts  a.  a.  0.  p.  94.   . 
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wir   erhalten   daher  j>,    indem    wir   über  A€)    als   Durchmesser    den 

Kreis   f  beschreiben   und   auf  den   durch   A    gehenden   Strahlen   von 

i^ien  Schnittpunkten  mit   t  aus  die  Strecke  O^  beiderseits  abtragen. 

Der   Punkt  Ä  ist  ein  Doppelpunkt  von  p.     Wie  sich  aus  Fig.  4 

ergiebt,  gehen  seine  Tangenten  durch  die  Schnittpunkte  des  um  Ä  mit 


Pig.  8. 


"^  Radius  a  beschriebenen  Kreises  und  der  Geraden  I,  die  in  B  auf 
"^  senkrecht  steht.  Die  imaginären  Kreispunkte  sind  wiederum 
P*t^en  von  |);  die  zugehörigen  Tangenten  schneiden  sich  im  Mittel- 
•^Vt  F  von  f,  denn  dieser  teüt  AB  im  Verhältnis  a^ :  bK  (Art.  3). 
^^  Kurve  p  ist  hiemach  von  der  vierten  Klasse.  Durch  jeden  der 
^Äginären  Bjreispunkte  geht  folglich  nur  noch  je  eine  Tangente,  und 
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diese   Tangenten   treffen   sich    in   B,    Für    s*  =  0   folgt   nämlich  a 

Gleichung  (8) 

{f  -  a«)«  =  0, 

A  h.  die  Geraden  5*  =  0  sind  Tangenten  von  p.    (Art.  5). 

9,  Ist  a  =  6  und  c  =  d,  so  geht  Gleichung  (1)  über  in 

a{r  ^  s-\-  c)(r  —  5  —  c)(r  +  s  +  a)  =  0; 

die  Polkurve   zerfällt   also   in   die   vierfach  zählende  Gerade  AB,  d 
doppelt  zählende  unendlich  ferne  Gerade  und  die  Kurve 

(10)      (r  +  s  +  a)(r  -  s  +  a)(-  r  +  s  +  a)(-  r  -  5  +  a)  =  0, 

d.  h.  einen  Kegelschnitt  p,  der  Ä  und  B  zu  Brennpunkten  und  d 
Gliedlänge  a  zur  EUtuptachse  hat.  Das  Gelenkviereck  AB^^  liefe 
gegenwärtig  einen  ZwiUingskurbdmechanismus,  der  in  jeder  der  beid 
Durchschlagslagen  in  einen  ParaUdJourbdmechanismus  übergehen  kanr 
Zu  weiteren  Sonderfällen  gelangen  wir  durch  die  Annahme^ 
dem  betrachteten  Gelenkviereck  seien  zwei  benachbarte  Glieder^  z. 
b  und  dy  unendlich  grofs.  Diese  Sonderfälle  sind  zuerst  von  Robe  3 
behandelt  worden*),  und  wir  erhalten  die  betreffenden  Resultate  oJ 
weiteres  aus  den  vorstehend  entwickelten  allgemeinen  Formeln  • 
Artikel  2  bis  6,  indem  wir  dort  6  =  oo,  d  =  oo  und  d  —  b  gl^ 
einer  endlichen  Strecke  setzen. 

II.  Die  Flachpunktknrve  u. 

10.  Wir  gehen  wiederum  von  einem  beliebigen  Kurbelmechanisni 
aus  mit  den  Gliedern  A-4  =  a,  BS  =  6,  AB  =  c,  AB  =  d.  (Fig.  ! 
Für  die  Koppellage  AB,  die  AB  in  $  schneidet,  sei  ?p  der  Pol,  t  c 
gemeinsame  Tangente  von  Polbahn  und  Polkurve,  W  der  Wendep 
und  K  der  Ballsche  Punkt,  also  Lt^A  =  L  -B^Ö,  ^PTT-Lt  ui 
WK  ±  ^K  Wir  setzen  ^^  =  ä,  L  B^^  -=  cc,  L  A^^  = 
L  ^^A  ="  y,  L  ^$A  ==  d,  t^K  =  %]  dann  dienen  zur  Bestimmung  dl 
Punkte  W  und  K  die  an  andrer  Stelle  abgeleiteten  Gleichungen 

(11)  ^w^h^-^^-i^ 

V  '  r  am  t*  BIT!  R  fllTl  fA 


sin  a  sin ß  sin(^  —  y) 
/i  o\  i.  **^  a  tan  Ä 

(12)  t««»Z  =  -— bST"- 


1)  Burmester  Kinematik  I  S.  302. 

2)  A.  a.  0.  S.  312  und  314.    Vergl.  auch  „Über  die  Gestaltung  der  Kopp- 
kurven etc."  a.  a.  0.  S.  15. 
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Bezeiclmen  wir  die  Strecken  Ä^  und  B^  wie  bisher  bezw.  mit 
r  und  s  und  femer  ÄK  mit  r',  BK  mit  s'y  so  folgt  aus  dem 
Dreieck  A'iiK 

^  Fig.  9. 

r'«  =  r«  +  ^jr«- 

2r -^Jr  cos  Ot-a). 
Nun  ist 

(13)  r  =  Ä-j-^, 

^     ^  Bin  (/J  +  y) 

imd     ^J!:=  ?ßTr-  sinz; 

schreiben    wir    also    zur 

Abkürzung  f&r  tana,  tan/S, 

tany,  tan  8  bezw.  x,X,  iiyV, 
80  finden  wir  mit  Bück- 
acht  auf  (11)   und  (12) 

(14)  r' 

tmd  analog 

(15\  ,' « =  Ä«  i*'(i  +  »')(»  +  »')'(tV 


(1  +  ^)V-,)V1'  +  »«) 


+  0 


Ans  der  Figur  ergiebt  sich  weiter 


a  =A 


sin  ((J  +  y)  sin  (/J  +  ») 


,        sin  7  Bin  (^  —  a) 

~       8in(a  +  y)8in(^  +  y) 


6  =Ä 


rf   =Ä 


sin  a  sin  (i  —  y) 
sin  (o  +  y)  sin  (a  +  *) 

sin  4  sin  (^  —  a) 
sin(a  +  »)8in(|J  +  *)' 


lat  also 


Cl6) 


Die  Elimination   von  h,  x,  k,  (i,  v  zwischen  (14),  (15)  und  den 
**■    Oleichungen  (16)  würde  zu  einer  Gleichung  zwischen  o,  ü»,  c,  d,  r' 
**    «'  fahren,  d.  L  zur  Gleichung  der  Flachputiktkurve  u. 
■Aus  Gleichung  (13)  folgt 

«^itluB  ist  nach  (14)  und  (16) 


a»  VC't'^'  +  O 
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und  analog 

Die  Gröfsen  x\  A*,  /t*,  v*  können  durch  eine  einfache  trigonometrische 
Rechnung;  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen  wollen,  durch  a,  ft,  c,  r,  ^ 
ausgedrückt  werden;   die   beiden   letzten  Gleichungen  geben  uns  dem — 
nach   eine  Beziehung   zwischen  den  Punkten  (r,  s)  der  Polkurve  und. 
den   entsprechenden  Punkten  (r\  s')  der  Flachpunktkurve.     Besondersa^ 
einfach  gestaltet  sich  dieser  Zusammenhang  bei  den  speziellen  Kurbel — ^ 
mechanismen,  zu  denen  wir  nunmehr  übergehen. 

11.  Der  gleidischenklige  Kurbdmechanismus,    Wir  kehren  zu  deic:^^ 
in  Fig.  7  dargestellten  Gelenkviereck  zurück,  setzen  also  voraus,  es  s^^j 
AB=A-4.  =  a  und  ÄB  =  BB  =  b.    Dann  ist  y  =  a,  ä^ß,  mithin  naclÄrt 
Gleichung  (12)  ^  =  180«  -  a,  d.  h.  L  B^K  =  180«  -  (a  +  ß),   Zieh^» 
wir  daher  ^®  ||  AB  bis  AB,  so  ist  LB^K=^L®^B.    Gleichung (lH. ) 
verwandelt  sich  gegenwärtig  in 

folglich  wird 

der  Punkt  K  liegt  also  symmetrisch  zu  ®  in  Bezug  auf  B^.    HieX'^*''*^ 
folgt  weiter,  dafs  die  Dreiecke  B^K  und  BAS^  einander  ähnlich  »i*^  ' 

demnach  ist 

BK  _  B]^ 
B*   ^  Bä' 

Setzen   wir  nun  wieder  5^  =  5,  BK  =  s'  und  überdies  L^BA^"^       * 
L  KBA  =  -ö"',  so  finden  wir,  dafs  entsprechende  Punkte  $  und  K   ^^ 
Kurven  p  und  u  durch   die  Gleichungen  mit  einander  verknüpft  ^^^-^ 

(19)  s'  =  %,    ^'  =  2^. 

Betrachten  wir  endlich  die  Strecken  B^  und  BK  bezw.  als  die  g'^^ 
metrischen  Bilder  der  komplexen  GrÖfsen 

z  ^  X  ■\-  iy  =  se*'^,    jgr'  =  a?'  +  iy  =  s'^^\ 

so  können  wir  das  soeben  erhaltene  Resultat  auch  in  folgender  We^^^ 
aussprechen:  Die  Flachpunktkurve  u  entstellt  aus  der  Polkurve  p  dw^^^^ 
konforme  Ahhildwng  der  Koppelebene  quf  sich  selbst  mittelst  der  Funk^^^ 
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Die  Eigenschaften  der  Eaire  u  ergeben  sich  hiemach  ans  den  in  Art.  8 
ermittelten  Eigenschaften  der  Knrye^.  —  Spalten  wir  die  letzte  Gleichung  in 

(20)  x^-y^^hx' 
und 

(21)  2xy  =  by' 

und  bezeichnen  mit  E  die  ursprüngliche;  mit  E'  die  transformierte 
Koppelebene,  so  erhalten  wir  zwischen  E'  und  E  die  folgende  ein- 
yierdeutige  Beziehung:  Einem  reellen  Punkt.e  C\x',  y')  von  E'  ent- 
sprechen in  E  zwei  reelle  Punkte  C,  C^  und  zwei  konjugiert  imaginäre 
(7,,  C,,  nämlich  die  vier  Schnittpunkte  der  durch  die  Gleichungen  (20) 
und  (21)  dargestellten  Hyperbeln;  sind  s',  d''  die  Polarkoordinaten  von 

C\  so  folgt  fittr  C  und  Q  s  =  «^  ^V^';  d  =  y,  -Ö-j  =  sr  +  y  und  für 
P»,  C;5,  =  s,  =  »y6?,  ^,  =  1  +  ^',  ^^_^  +  ^.  Ist  C  unendlich 
fem,  so  wird  C^  identisch  mit  C  (s  =  oo,  ^  =  —j;  ebenso  vereinigen 
«ich  Cj  und  C^  zu  einem  reellen  unendlich  fernen  Punkte  f -d-,  =  ^  +  — V 

^m  Punkte  Ä  der  Ebene  E'  ist  in  E  ein  Punktquadrupel  zugeordnet, 

|*®Bsen  einer  Punkt  mit  Ä  zusammenfällt;   dagegen  sind  B  und   die 

^'^^^gmaren  Ereispunkte  /  und  J  drei  selbstentsprechende  Punkte  von 

^     und  E  insofern,  als  fär  jeden  dieser  Punkte  das  ganze  zugeordnete 

'^'^^^drupel  mit  ihm  identisch  ist.  —  Einer  in  E'  beliebig  angenommenen 

^J^en  g'  entspricht  in  E  eine  Hyperbel  g]  den  acht  Schnittpunkten 

^^  g  und  p  sind  also  in  E'  ebenso  viele  Schnittpunkte  von  g'  und  u 

^^geordnet,  d.  h.  die  Kurve  u  ist  von  der  achten  Ordnung.     Geht  aber 

^  ^    durch  einen  der  drei  Punkte  J?,  7,  J,  so  zerfällt  g  in  zwei  Geraden, 

^^    sich  in   demselben  Punkte    schneiden.     Es    entsprechen  z.  B.    der 

^^Taden  C'I  die  Geraden  CI  und  C.I,  von  denen  die  eine  den  Punkt 

i>    die  andere  den  Pimkt  Cj  enthält.    Nun  zählt  der  Punkt  /  doppelt 

^^^ter  den  Schnittpunkten  von  p  mit  (77  und  6\7;  folglich  hat  u  mit 

^  -^  in  7  vier  zusammenfallende  Punkte  gemein,  d.  h.  die  imaginären 

^^^ispunkte   sind  vierfaclie   Punkte   von   u.     Da   femer  p   in   7  eine 

^Pitae  mit  der  Tangente  77"  besitzt,  so  fallen  die  vier  Tangenten  von 

^    in  I  mit  der  Geraden  nach  dem  Punkte  F'  zusammen,  der  in  E' 

^^tu  Fokalzentrum  F  von  p  zugeordnet  ist. 

Die  Gerade  BI  entspricht  sich  selbst  bei  der  Transformation  von 
^   in  E';   der  Punkt  B  ist  folglich  ein  Brennpunkt  von  u  von  der  be- 
•^nderen  Beschaffenheit,  dafs  jede  der  Geraden,  die  ihn  mit  einem  der 
*^^den  imaginären  Kjeispunkte  verbindet,  aufserdem  noch  vier  zusammen- 
tuende Punkte  mit  w  gemein  hat. 
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Die  Gerade  I  der  Fig.  8  schneidet  p  in  yier  Punkten,  die  paar- 
weise in  Bezug  auf  B  symmetrisch  liegen.  Jedem  dieser  Paare  ent- 
spricht ein  Doppelpunkt  von  u  auf  der  Geraden  AB.  Ein  dritter 
Doppelpunkt  von  u  ist  der  Punkt  A,  den  E  und  E'  entsprechend  ge- 
mein haben.  —  Da  die  Abbildung,  die  ^  in  u  überfahrt,  eine  konforme 
ist,  so  folgt  weiter,  dafs  die  Tangenten  in  je  zwei  entsprechenden 
Punkten  von  p  und  u  mit  den  von  B  nach  diesen  Pimkten  gehenden 
Strahlen  gleiche  Winkel  bilden.  Die  Kurven  p  und  u  berühren  sich 
daher  in  ihrem  gemeinsamen  Doppelpunkte  A. 

Um  noch  die  Krümmung  in  entsprechenden  Kurren- 
punkten  zu  untersuchen,  bezeichnen  wir  zunächst  ganz 
allgemein    mit    k   und   k'    irgend    zwei    entsprechende 
Kurven   von  E  und  E',   mit  P,  Q,  R   drei  unendlich 
benachbarte  Punkte  von  k,  mit  P',  Q',  B'  die  zugeord- 
neten Punkte  von  k'  und   setzen  BP  =  8,  BP'  =  5', 
LPBA=»,  LP'BA=r,  LQBP  =  d^,  LQ'BP'^d^\^ 
PQ^dö,    P'Q'^dö^    LQB,    PQ^dt,    LQ'B'^ 
P'Q'=^dt\   LPQB^o),  LP'Q'B^m'.     (Fig.  10.^ 
Nach  dem  Vorigen  bildet  das  Kurvenelement  P'  Q'  loh:.^ 
BP'  denselben  Winkel  wie  PQ  mit  J?P,  und  das  Analoge  gilt  ro-^^^ 
den  Elementen  Q'B'  und  QB-^  mithin  ist  dz'  —  d#'  =  dr  —  d^.   Au^; 
(19)  folgt  aber  d^'  =  2d^,  also  wird 

dx'  =  rfr  +  dd. 
Femer  ergiebt  sich  aus  den  Dreiecken  BPQ  und  BP'Q' 

sino) 
und 

Binoo 

Nun  ist  (o'  +  d^'  =  o  +  d^,  also  (o'  =>  <o  —  dd;  hieraus  folgt 

dö'  =  2-d<y. 

8 

Verstehen  wir  jetzt  unter  q  und  q'  bezw.  die  Krünmiungsra^^^ 
von  k  und  Ä'  in  P  und  P',  so  erhalten  wir 

und 

^         dx'        ^  8  '  dx  +  d^  "  ^  8  '  1    ,    sincD  ~  ^^ 


(22)  ^  + 


'\-  dO-  *     i    I    ^"*®  *  +  ^8Üi» 


6     8  -\'  ^sino) 
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"M>ei  bedeutet  cd  den  Winkel,  den  die  Tangente  von  i  in  P  mit  BP 

QBehliefst.   —  Wir  wenden  die  gefundene  Formel   an   auf  den   sich 

'^ÜMit  entsprechenden  Punkt  A  der  Kurven  p  und  u.     Für  r  >=  o  und 

|B^  »  -  folgt  aus  Gleichung  (9) 
^  =.       ^^       ^     ^    ■ 

le  beiden  Krümmungsmittelpunkte  des  Punktes  Ä  von  p  liegen  daher 

'^nf  der  Geraden  I.     Demnach  wird  qsuho  =^b,  und  da  auch  s  =  6  ist, 

^^'4>  geht  Gleichung  (22)  über  in  (>'  =  (>,  d.  h.  die  Kurven  p  und  u  oshu- 

^  Barett  einander  in  ihrem  gemeinsamen  Doppelpunkte  A.     Dieser   zahlt 

iIbo  achtfach  unter  den  32  Schnittpunkten  von  p  und  u,  und  dasselbe 

gilt  von  jedem  der  imaginären  Kreispunkte.    Die  übrigen  acht  Schnitt- 

.'^punkte  sind  in  Fig.  8  imaginär. 

^'  12.    Der  Ztvülingskurbelmechanismus.     In  Fig.  11  ist  ABBÄ  ein 

'  Antiparallelogranmi,  also  AA  =  BJB  =  a,  AB  =  AB  =  c.     Unter  Bei- 

>l»elialtung  der  in  Fig.  9  angewendeten  Bezeichnungen  wird  t  identisch 

=^iiut  ^^  und  /8  =  —  a,  y  =  —  d;  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  gehen 

■i  daher  über  in 

^  ^        2  sin«« 

und 

.  tan*a 

L' 

Verstehen  wir  also  unter  @  den  Schnittpunkt  von  WK  und  Sß^, 
so  folgt 

^©  =  *TFtan,  =  ^, 

.  und  hieraus  ergiebt  sich  für  die  Konstruktion  des  Balischen  Punktes 
K  die  Regel:  Man  ziehe  durch  ^  zu  JBB  eine  Parallele,  die  ^B  in  Z, 
^A  in  9t  schneidet,  errichte  in  9t  zu  AA  ein  Lot  imd  bestimme  seinen 
Schnittpunkt  @  mit  ^^;  dann  ist  K  der  FuTspunkt  des  Lotes  von  @ 
auf  ^£.  Bedeutet  nämlich  %  den  Schnittpunkt  von  ^^  und  AB, 
so  ist 


L       /  ocn&       ^^        &%t8aia       ^Xcot^tana 

tan  L  2^$  --^ ^ atom..- 


tan*a 


also  L  2^^  =  jr.  —  Die  Gerade  SßK  geht  auch   durch   den  Schnitt- 
punkt von  JBA  mit  der  Parallelen  durch  ^  zu  ^A. 

Aus  den  Kreisvierecken  A9iB%  und  ÜK®%  folgt 
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mithin  ist  auch^iR^S  ein  Kreisviereck,  also  L^-^^=/--fi^23l«f.I||' 
Ebenso  ist  L'^BK  =  L  Ä^K-,  die  Dreiecke  JL^JST  und  pJti^ 
demnach  einander  ähnlich,  und  es  ist 

ÄK ^sinLÄ^K       Biii£  JL^jK: 


Man  erhält  daher  den  Punkt  K  auf  andere  Weise  anch  dadmeL,  4^1 

man  den  Winkel  A^B  durch  die  Gerade  ^ß   im  Verhalfaiis  ^  ^1 

und  den  Winkel  K^B  in  -4  an  -4^  autragt. 

Es   ist   femer   L  ÄK2  ^  L^KB  =^  L  A'^B.      Hieraus  f olgt  öi 
dritte   Konstruktion  von  K:   Man   ziehe  Afß    nnd    ^U  J_  $il,  «n«  1 


Fig.  u. 


w      >v 


\ 


5'  ^ 


\        \ 

\         \ 
\       % 

V  V 

\    \ 

V       \ 

\   \ 

•^  -  ^  _  v\ 


BU  und  ^SS_L^J?  und  fälle  von  ?ß  auf  U»  ein  Lot:  dieses  triffi 
USS  in  jK.  Da  nämlich  die  Punkte  ?ß,  S,  -4,  jST  ein  Kreisriereck 
büden,  so  ist  L  ÄK2  =  L  ^SS^  =  L  A^5  u.  s.  w. 

Wenn  in  der  Koppelebene  die  Polkurve  p  bereits  gezeichnet  vor- 
liegt, so  liefern  die  beiden  zuletzt  abgeleiteten  Konstruktionen  zu  jeim 
Punkte  ?ß  von  p  den  entsprechenden  Punkt  K  der  Flachpunkäcwve  « 
ohne  Benutzung  der  zugehörigen  Lage  des  Gliedes  AB.      Die  hiemadi 
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j^^wischen  den  Kurven  p  und  u  bestehende  Beziehung  fährt  uns  auch 
ifort  zur  Gleichung  von  u.    Es  ist  nämlich 

ÄK  _^K 

^K  _BK 

.  biglich 

ÄK        BK 

?ader  mit  Anwendung  der  früher  gebrauchten  Bezeichnungen 

Ans  den  Dreiecken  AKB  und  Ä^B  folgt  femer 

cos  L  AKB  =  "" '  "t  ""^ '  ~  ""' 
und 

cos/.^^^^^'+/;-^'. 

Nun  ist  aber  /.  ^JSTJB  =  2  •  /.  ^^JB,  also 

r^«  +  s^«  -  c«  _  (r*  +  8«  -  c«)«  __  . 
2r's'  2rV 

oder  nach  (23) 

(24)  r'8\2f^  +  2s«  —  c«)  —  r*5«  «  0 . 

Dabei  genügen  r  und  s  der  Gleichung  (10)  der  Polkurve  Py  die  wir 
auch  schreiben  können 

(f  _  s»)«  _  2a*(r>  +  s^  +  a*  =  0. 

Bringen  wir  mit  Hilfe  von  (23)  die  beiden  letzten  Gleichungen  auf  die 

Form  /-fv  s  -.« 

(^  _2(r'  +  «')p  +  c'-0 

und 

(»•'  -  OC-T-  2a»(»-'  +  O;-  +  «*  =  0, 

t9o  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  — 

4a« (a»  -  (?){r'  +  sy\{r'  -  sy  -  a«]  +  [c\r'  -  «0*  -  «*?-  0; 
mithin  lautet  die  vollständige  Gleichung  der  Flachpunktkurve 

(25)  { 4a«(a«  -  c«)(r '  +  sy[(r'  -  sy  -  a«]  +  [c«(r '  -  «O*  -  a*]* }  • 
{4a»(a»  -  (^(r'  -  s^K^'  +  O'  -  «T  +  [c*(r'  +  s')*  -  «'?)  =0, 

1)  Folgt  auch  ans  den  Gleichungen  (17)  und  (18). 

16* 
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oder,  wenn  zur  Abkürzung  r'*  +  s'*  =  F,   r'*  —  s'*  =  TT  gesetzt  wird, 
(26)  16a*(a»  -  c«)»  TP( TF«  -  2a>  F  -  a*) 

+  8a« (a>  -  c»)[c*TF«(2  F*  -  TF>)  -  aVF(4F«  -  3TF>)  -  2aVFr 
+  2aV(2F«-TF»)  +  a«TF«-a*<^F]  +  (c*TF«~2a*c»F+a»)«  =  0. 

Bezeichnen  wir  mit  0  den  Mittelpunkt  von  AB,  mit  a;'  und  y 
die  rechtwinkligen  Koordinaten   des  Punktes   JST  für   0  als   Anfangt' 

punkt  und  OÄ   als   positive  a:-Achse,   so   wird  r'«  =  (2^  —  ^')  +  If^ 
s'«  =  (f  +  a;')*  +  y'»,  also  F=  2(a;'»  +  y'«)  +  |\  TF  =  -  2ca:'.    Dui^^ 

Einfuhrung  dieser  Werte  verwandelt  sich  (26)  in  eine  GleichuX^ 
sechsten  Grades,  welche  nur  gerade  Potenzen  von  x'  und  y'  enthaJ 
und  zwar  ist  das  Glied  sechsten  Grades,  von  einem  konstanten  Fakt^^ 
abgesehen,  gleich  (rr'*  +  y'^*[(c*  —  a*)a;'«  —  a*y'*].  Die  Flachpunl^:: 
kurve  ist  also  eine  in  Bezug  auf  die  Koordinatenachsen  symmetriscC:^^ 
bmrhulare  Kwrve  sechster  Ordnung,    Ihre  Asymptoten 

(c>  -  a^)x'^  -  a'y'^  =  0 


Fig.  IS. 


B-iT« 


sind  identisch  mit  denen  eines  Kegelschnitts,  der  A  und  B  zu  Breo 
punkten  und  a  zur  Hauptachse  hat,  d.  h.  der  Polkurve  p.    In  Fig.  1  — 

welche  für  das  in  Fig.  %^- 
gezeichnete  Gelenkvierec^ 
die  Kurven  p  und  u  dj^ca 
stellt,  ist  c  >  a,  also  f  eiaca 
Hyperbel. 

Verstehen  wir  unter  ^R 
und  ^  die  Schnittpuntt^^ 
von  p  mit  dem  Halbkröxs 
über  dem  Durchmesser  A^y 
unter  K^  und  K^  die  ea*" 
sprechenden  Punkte  von  **' 
so  folgt  aus  der  dritfe^^ 
Konstruktion  des  Ballscheu  Punktes  sofort,  dafs  K^  und  K^  mit  ^^^ 
Fufspunkten  der  von  ^^  und  ^^  auf  AB  gefällten  Lote  zusammenfallt 
Nun  entsprechen  K^  und  K^  aber  auch  denjenigen  Punkten  von  p,  ^^ 
zu  ^1  und  ^2  in  Bezug  auf  AB  symmetrisch  liegen;  sie  sind  also  Dopg^ 
punkte,  von  u.  Die  Gerade  AB  schneidet  u  überdies  in  den  Punk*^ 
Kq  und  K^j  die  den  auf  ihr  liegenden  Scheiteln  ^^  und  ^^  von  p  e^^ 

sprechen.     Nach  (23)  ist 

AK,  _IA%\\ 
BK,       \B^J  ' 
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Weutet  demnach  Oo  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  Äy  B,  ^q, 
also  den  Erümmungsmittelpunkt  von  p  für  den  Scheitel  ^q,  so  ist  Kq 
der  Mittelpunkt  von  ^qDq. 

Setzen  wir  in  (25)  r'  =  0,  so  ergiebt  sich 

[(2a»  -  c»)s'»  ~  a^f  =  0. 

Von  den  beiden  Geraden,  die  den  Punkt  A  mit  den  imaginären  Ej-eis- 
ponkten  verbinden,  hat  folglich  jede  mit  u  vier  zusammenfallende 
Ponkte  gemein;  Ä  und  B  sind  also  singulare  Brennpunkte  von  u. 
knB  (26)  erkennen  wir  femer,  dalis  die  Kurve  u  zwei  Fokalzentra  hat, 
lie  in  gleichen  Abständen  von  0  auf  der  x-  oder  y-Achse  liegen,  je 
ladidem  c^a  ist.  —  Die  Kurven  p  imd  u  berühren  sich  nur  in  den 
inendlich  fernen  Punkten  von  p  und  schneiden  sich  überdies  in  acht 
imaginären)  Punkten;  setzen  wir  nämlich  in  (25)  r' —  s' ^  a,  also 
'  +  5'  =  2r'  —  a,  so  folgt 

ö'{2r'  -  ay  +  2a*(2a«  -  3c«)(2r'  -  a)«  +  a«(4c«  -  3a«)  =  0 . 

Wir  wollen  endlich  noch  zeigen,  dafs  die  zwischen  p  und  u  be- 
stehende Beziehung  abermals  mit  einer  konformen  Abbildung  der  Koppel- 
ebene  zusammenhängt.  Sind  x  und  y  die  Koordinaten  von  ^  für  das 
loletzt  benutzte  rechtwinklige  Koordinatensystem,  so  wird 

2r>  +  2s«-c«  =  4(a;»  +  y«), 

TUid  demnach  geht  Gleichung  (24)  über  in 

^rs'ix"  +  if)  =  rH\ 

Dann  ergiebt  sich  aber  aus  (23) 

4(a;*  +  y*)r'*  =  r* 
und 

4(a:«  +  y^s'«  =  s* 
oder 

und 

Sierans  folgt 

2a;'(a;«  +  y«)  =  a;(a;»  +  y*  +  l) 
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und 

also 

oder 

2{x  +  iy)(x'  +  tyO  -  (a?  +  »y)»  +  j- 

I>te  JEtiTüe  u  geJU  demnach  aus  der  PoUcurve  p  hervor,  tvem  ww  k  \ 
Kappelebene  mittels  der  komplexen  Funktion 

in  sich  transformieren. 

m.  Die  Übergangsknrve  q. 

13.  In  Fig.  13  ist  fiiBBÄ  wieder  ein  beliebiger  Eurbetmechsii^ 
mus;  für  die  gezeichnete  Eoppellage  AB  sollen  diejenigen  Punkte  dt 
Eoppelebene  bestimmt  werden,  die  augenblicklich  einra  Sdb^ 
berührungspunkt  ihrer  Bahn  durchschreiten. 

Angenommen;  der  Punkt  Q  genüge  der  gestellten  Aufgabe,  bo 
existiert  eine  zweite  Eoppellage  Ä'B',  f&r  die  er  sich  wieder  an  ds 
mit  Q  bezeichneten  Stelle  befindet;  es  ist  also  Z!^  AJBQ^  AA'Bfi. 
Die  Oeradenpaare  fiiA,  BB  und  AA',  BB'  schneiden  sich  bezw.  in  da 
Polen  ^  und  Sß'  der  betrachteten  Eoppellagen;  mithin  sind  ^Q  \ni 
^'Q  die  Normalen  der  Bahnkurve  des  Punktes  Q,  und  da  diese  Eiim 
in  Q  einen  Selbstberührungspunkt  haben  soll,  so  liegen  $,  ^'  ond  Q 
auf  einer  Geraden.  Die  sechs  Geraden  von  A  und  B  nach  ^  ^\  Q 
sind  entsprechende  Strahlen  zweier  Perspektiven  Strahlenbüschel,  \ai 
da  AQ  und  BQ  die  Winkel  $'A$  und  $'B$  halbieren,  so  ist  der 
vierte  harmonische  Strahl  zu  A^^  A$'  und  AQ  senkrecht  zn  AQ: 
ihm  entspricht  im  anderen  Büschel  das  Lot  in  B  zu  BQ,  und  dk 
beiden  Lote  schneiden  sich  auf  ^^'  im  vierten  harmonischen  Punkt 
D  zu  %  ^'  und  Q,  Die  Punkte  A^  B;  Q,  O  liegen  also  auf  einon 
Ereise^  dessen  Mittelpunkt  sich  auf  $$'  befindet.     Markieren  wir  mm 

1)  Die  vorhergehenden  Gleichungen  liefern  zunächst 

Hier  mnfs  aber  das  positive  Vorzeichen  gewählt  werden,  weil  in  Fig.  12  jeden 
Punkte  %  der  aufserhalb  des  Halbkreises  ^B  in  der  oberen  Halbebene  liegt,  dn 
Punkt  K  derselben  Halbebene  entspricht. 
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aaf  jedem  der  durch  A  und  B  gelegten  Ereise  die  beiden  Endpunkte 
des  nach  ^  gehenden  Durchmessers ,  so  erhalten  wir  bekanntlich  eine 
spezielle  Kurve  dritter  Ordnung  %  die  als  Fokalkurve  bezeichnet  wird. 
Diese  Kurve,  die  ^  zum  Fokalzentrum  und  A  und  B  zu  Grundpunkten 
hat^  ist  demnach  der  erste  geometrische  Ort  des  gesuchten  Punktes  Q, 
Aus  der  Gleichheit  der  Winkel  AQA'  und  BQB'  folgt  femer, 
dafs  LAQK^LBQ^  und  folgHch  LÄQB^Lf<QB  ist,  und  diese 
Beziehung  gilt  bekanntlich  für  alle  Punkte  der  Koppelebene,  die  sich 


Fig.  18. 


9  ^^^^^.^^^.^ 


-••  / 

/ 
/ 
/ 


f\ 


*^genblicklich  überhaupt  in  einem  Doppelpunkte  ihrer  Bahn  befinden. 
^^  Punkt  Q  liegt  daher  auf  einer  zweiten  Fokalkurve  f,  dem  Ort  der 
»rennpuntte  aller  Kegelschnitte,  welche  die  Seiten  des  Vierecks  fiiB BA 
^JUliren.  Die  Kurve  f  geht  durch  A,  B,  B,  A,  ^  und  durch  den 
^^hiuttpunkt  ^  von  AB  und  AB,  Ihr  Fokalzentrum  ist  der  Schnitt- 
P^kt  jF  der  den  Dreiecken  ^AB,  SßAB,  ^fiiA  und  ^BB  umge- 
*^*iriebenen  Kreise,  und  ihre  Mittellinie  geht  durch  die  Mittelpunkte 
*^  Strecken  AB,  BA  und  ^^.  Da  die  Punktpaare  (A,  B),  (B,  A\ 
V?}  §)  aus  jedem  Punkte  von  f,  also  auch  aus  ^,  durch  eine  symme- 
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trische  InTolution  projiziert  werden,  so  bildet  die  Tangente  von  /*  in  ^ 
mit  ^B  denselben  Winkel,  wie  ^A  mit  ^^;   sie  fällt  demnacb  t^" 
sammen  mit  der  Tangente  der  Polknrve  p. 

Die  Kurven  9  und  f  haben  aufser  ^,  A,  B  und  den  imaginar^^^ 
Kreispunkten  noch  vier  Pimkte  mit  einander  gemein;  für  jede  Kopp^^^ 
läge  giebt  es  also  im  allgemeinen  vier  Systempunkte,  die  sich  aMgenbli 
lieh  in  einem  SdbstheriihrungspwnkU  ihrer  Bahn  befinden.     In  Fig.  L 
schneiden   sich   q>   und  f  in  vier   reellen  Punkten   Q,  i2,  £>,  T.    Tim 
Bahnkurve  des  Punktes  Q  ist  in  der  Figur  angegeben. 

14.    Betrachten  wir  die  Koppel  AB   als   fest  und   zeichnen   di 
Strecke  AB  in  einer  Reihe  neuer  Lagen  A^B^,  A^B,--*,  so  erhalt 
wir    durch   Wiederholimg    der    eben    ausgeführten    Konstruktion    die 
Fokalkurven  q>^  und  ^^,  q>^  und  /*3  •  •  •  bezw.  mit  den  Schnittpunb 
Q^y  22^,  /S^,  T^;    Q,,  22,,  /S,,  Tg  •  •  •,   und   dann   ergiebt   sich   als 
dieser  sämtlichen  Punktquadrupel  die  Ubergangskurve  q. 

Da  die  Bahnkurve  des  Punktes  Q  in  ihrem  Selbstberührungspunkt^^^ 

zwei  unendlich  benachbarte  Doppelpunkte  besitzt^  so  geht  durch  Q  ancl: j. 

die  zu  f  unendlich  benachbarte  Kurve  der  Schar  /)  ^1,  /i  •  •  •    Die  KurvecnrÄ 
ff  fif  fi"  '  ^unhüllen  daher  einerseits  die  Übei^^angskurve  g,  anderer    ^ 
seits  die  Polkurve  p. 

Nach  früheren  Darlegungen^)  ist  q  eine  Kurve  zehnter  Ordnon^^ 
mit   Doppelpunkten   in   Ä    und   B   und    vierfachen   Punkten    in   de-:3ai 
imaginären  Kreispunkten.     Aufser  den  vier  eben  genannten  singulärocM 
Punkten  haben  die  Kurven  p  und  q  noch  36  Punkte,  darunter  12  B^3- 
rührungspunkte,  mit  einander  gemein.*)  —  Von  den  30  Schnittpunkten 
der  Kurven  q  und  f  entfallen  je  vier  auf  die  imaginären  Kreispunk:*® 
und  je  zwei  auf  A,  J?,  Qj  R,  S,  T,    Die  übrig  bleibenden  zehn  Schni**^^' 
punkte  sind  solche  Punkte  der  Koppelebene,   die  sich  augenblickÜ^^^ 
in  einem  gewöhnlichen  Knotenpunkte  ihrer  Bahn  befinden,   und  de^^^ 
Bahnkurven  in  ihrem  weiteren  Verlauf  noch  einen  SelbstberühruiJ^5^ 
punkt  aufweisen. 


1)  Über  die  Doppelpunkte  der  Koppelkurve  a.  a.  0.    S.  303  u.  372. 

2)  Beiträge  zur  Theorie  des  ebenen  Gelenkvierecks  a.  a.  0.    S.  271. 


i 
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Über  Zentralbewegimg. 

Von  J.  V.  Veeth  in  Dresden. 

Unter  den  Bewegungen  eines  Massenpunktes ^  die  so  erfolgen,  als 
^w^jrAe  derselbe  von  einem  festen  Punkte,  dem  sogenannten  Zentrum, 
angezogen  oder  abgestofisen,  kommen  besonders  zwei  Arten  in  der 
N&fcur  vor,  erstens  die  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne,  die 
"iviir  nach  dem  daraus  abgeleiteten  Anziehungsgesetz  die  Newton  sehe 
Be^vregnng  nennen  können,  zweitens  die  elastische  Schwingung  eines 
Moleküls  um  die  Gleichgewichtslage,  wobei  das  Molekül  eine  Ellipse 
beschreibt,  deren  Mittelpunkt  die  Gleichgewichtslage  ist,  während  die 
Anziehung  dem  Radiusvektor  proportional  ist.  Letztere  Bewegung 
nennt  man  die  harmonische. 

Diese  zwei  Bewegungsarten  zerchnen  sich  aber  nicht  nur  durch  ihr 

bevorzugtes  Vorkommen  in  der  Natur  vor  allen  möglichen  Arten  der 

Zentralbewegung  aus,  sondern  auch  durch  zahlreiche  rein  theoretische 

Eigenheiten.    Vor  allem  hat  J.  Bertrand  (Theoreme  relatif  au  mouve- 

ment  d'un  point  attir^  vers  un  centre  fixe,   Comptes  rendus  tome  77 

F^.  849)  nachgewiesen,    dafs    diese    beiden   Anziehungsgesetze   unter 

*llen  möglichen  nur  vom  Radiusvektor  abhängenden  die  einzigen  sind, 

^e   stets  eine  in  sich  zurücklaufende  Bahnkurve  ergeben,   wenn  man 

®uie  beliebige  Anfangslage   imd  eine  innerhalb  gewisser  Grenzen   be- 

*^®bige  AnÜEUigsgeschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  annimmt. 

Ein   kleiner  Teil   der   grofsen  Fülle  von  sonstigen  Eigenschaften 

^^^ser  beiden  Bewegungsarten  soll  im  folgenden  dargestellt  werden  als 

yesondere  Fälle  der  Eigenschaften  einer   allgemeineren  Bewegungsart, 

^^dem  wir  von  der  Form  der  Bahnkurve  ausgehen  und  eine  Bahnkurve 

^^t^rsuchen,  die  die  Newtonsche  und  harmonische  Bahnkurve  als  be- 

^^«^aere  FaUe  enthält. 

Sodann  werden  noch  einige  allgemeine  Gesetze  der  Zentralbewegung 
^^^     überhaupt  der  Bewegung  eines  Punktes  abgeleitet  und  auf  diese 
^He  angewendet  werden. 

I.  Form  der  Bahnkurve. 

Das  Zentrum  S  sei  der  Koordinatenanfangspunkt,  r  der  Radius- 
..  ^tor  des  Eurvenpunktes  P,  q)  die  Anomalie  in  Bezug  auf  eine  be- 


I 
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Setzt  man  dies  ein,  so  ergiebt  sich: 


\ 


Nachdem  so  die  lebendige  Elraft  als  Funktion  der  einzigen  Yariabelt^ 
dargestellt  ist,  erhält  man  die  abstofsende  Beschleunigung  ^alsDifferenti^^ 
quotient  von  L  in  Bezug  auf  r: 

^  (n  — 2)d/'V-^  _  (n— 1)(1  — Qc/Z-'r^**-^ 

Soll    also   unsere  Bahnkurve   durch   eine   vom  Zentrum  S  ausgehenG 

beschleunigende   Kraft    erzeugt   werden,    so   mufs    die   letztere   dieses 

zweigliedrigen  Wert  haben,  der  aufser  von  den  Konstanten  der  KurveiE= 

gleichung  und  df  nur  von  r  abhängt. 

Im  Falle  n  =»  1  verschwindet  das  zweite  Glied  und  man  erhält 

Newtonsche  Anziehungsgesetz: 

dr 

ff  —      pf.if 

da  ein  negativer  Wert  von  g  Anziehung  bedeutet. 

Im  Falle  n  =  2  verschwindet  das  erste  Olied  und  man  erhalt  &. 
harmonische  Anziehungsgesetz: 

(1  —  s*)df*r 


T 


ff 


P* 


das  allerdings  nur  für  «  <  1  eine  Anziehung  ergiebt.  Für  «  =  1  yrlrd 
^  =  0,  wie  wir  denn  schon  gesehen  haben,  dafs  in  diesem  Falle  ^^ 
Bewegung  geradlinig  wird;  für  «>  1,  wo  die  Kurve  eine  Hyperbel  ^^^ 
wird  g  positiv,  bedeutet  also  eine  Abstofsung.  Für  grofsere  W^^* 
von  n  besteht  imter  der  Annahme  e  <  1  die  Beschleunigung  aus  eit^^^. 
abstolsenden  und  aus  einem  anziehenden  Teile,  welch  letzterer 
wachsendem  r  schneller  zunimmt  als  der  erstere. 


g  wird  =  0  f ür  r=/).l/    ^yr-^^^-^,  was  also  den  Wendepun^*^ 

der  Kurve  entsprechen  muTs. 

Wenn  «  =»  1  ist,  wobei  die  Kurve  aus  n  sich  ins  Unendliche 
streckenden  Zweigen  besteht,  bleibt  nur  der  abstolsende  Teil  übrige 

g  =  -  


abgesehen  von  den  schon  vorher  betrachteten  Fallen  n  «  1  und  n  -• 
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II.  Die  dieser  Balmkiirve  entsprechende  Zentralkraft. 

Betrachtet  man  nun  irgend  eine  Kurve  obiger  Art  mit  den  be- 
Iiol)igen  Eonstanten  n,  p  und  b,  so  kann  sie  auf  unendlich  vielfältige 
Weise  als  Bahn  eines  von  Eräflien  bewegten  Massenpunktes  angesehen 
wox^en.  Wenn  aber  die  beschleunigende  Kraft  stets  in  Richtung  des 
RsMÜnsvektor  r  (oder  entgegengesetzt)  wirken  soll^  so  ist  die  von  r 
in  einem  Zeitteilchen  bestrichene  doppelte  Fläche  df  konstant. 
Uxi.t«r  Annahme  eines  beliebigen  Wertes  von  df  sind  dann  die 
Geschwindigkeiten  und  damit  auch  die  Beschleunigungen  filr  alle 
Pimkte  der  Kurve  bestimmt  und  können  als  Funktionen  einer  der 
Koordinaten  r  und  q)  des  Kurvenpunktes  dargestellt  werden. 

Um  die  Formeln  anschaulicher  zu  machen,  fassen  wir  das  Zeit- 
differential  als  Zeiteinheit  auf^  so  daCs  wir  die  entsprechenden  Differen- 
tiale dr,  d%  df  direkt  als  Geschwindigkeiten  bezeichnen  können. 

Zunächst  ist  durch  die  Gleichung  r^ ,  dq>  =  df  der  jeweilige  Wert 
der    Winkelgeschwindigkeit  bestimmt: 

df 


dq>  = 


r* 


Die  wirkliche  Geschwindigkeit  setzt  sich  an  jeder  Stelle  aus  zwei  auf 
einander  senkrechten  Komponenten  zusammen,  deren  eine,  die  rotierende, 

senkrecht  auf  r  steht  und  den  Wert  rd^p  =  —  hat,  während  die  andere, 
die  radiale,  die  Zunahme  dr  von  r  ist. 

Um  diese  letztere  auch  als  Funktion  von  df  und  den  Koordinaten 
des   Kurvenpunktes    auszudrücken,   hat  man .  nur  die  Kurvengleichung 

^iderseits  zu  differenzieren  und  dann  dq>  durch  -\  zu  ersetzen. 

Durch  kurze  Rechnung  ergiebt  sich: 

Die  lalbe  Summe  der  Quadrate  dieser  beiden  Geschwindigkeitskom- 
ponenten ist,  wenn  man  die  Masse  des  bewegten  Punktes  =  1  setzt, 
die  lebendige  Kraft  desselben: 

j        dp   ,     t'r^^-'sin'nyflf/-« 


Aus  der  Bahnkurve  folgt 

%vD?nq>  =»  1  —  cos^n^?  =  1  —  \     ~^  ) 


\ 
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Wir  betrachten  die  Kurve 

wo  n  eine  beliebige  ZaU^  p  eine  beliebige  Struicke  and  i  ein«  ^ 
Zahl  bedeutet. 

Für  ti  =  1  wird  diese  Gleichimg: 

P 


r  = 


l  +  ecoaqp' 


was  die  EegelBchnittsgleichtmg  mit  dem  Brennpunkt  S 
die  Newtonsche  Babnkuire.  p  ist  in  diesem  Falle  der  logi 
PHrameter^  f  die  numerische  Exzentmitat^  ^  =  0  ent^itd 
P^rihel 

f  <  1  giebt  eine  Ellipse,  c  =  1  eine  Parabel,  a  >  1  eine  H; 

Für  «  ^  2  wird  die  Gleichimg: 


r^  = 


1  -h  f  COiSqp 


d 


Dies  ist  ein  Kegelschnitt  mit  dem  Mittelpunkt  S,    also  für  f< 
68   eine  EÜipse   wird^   die   Kürre   der  harmonischen  Bewegtui 

kleine  Halbachse     ,       _    lieirt   in    der    KoordinatenaehBe,  di« 


Halbachse  ist 


die  lineare  Exzentrizität 


izität  =pyr^ 


Für  £  ^  \  stellt  die  Gleichung  zwei  zur  Achse  senkrechte  i 
dar,  für  £  >  1  eine  Hyperbel 

Um  für  gröfsere  ganzzahlige  Werte  tob  n  eine  Vorsfcelh 
der  Form  der  Bahnkurre  z\i  erhalten,  beachte  man^  dafs  ein  1 
wert   von   r  (Perihel)   eintritt,    so   oft  costty  -^  1    ist,   also 

n  Richtungen  qp  =^  0,  -^,   V'  ^    * 

Wenn  £  <  1  ist,  bleibt  r  stets  endlich  und  sein  Mazia 
(Aphel)  tritt  ein,  so  oft  cos  ntp  =  —  1  ist,  also  für  ep  =  ^,  — 

Weim   €  <l    ist^  stellt  also  die  Gleichung  eine  geseblossi 


Punkt  jS  umgebende  Linie  dar, 

gedrehten   Teilen    besteht,     Jed' 
wegung  vom  Perihel  zum  Aphel'^ 
Rückbewegung,     Für   negative 
Entsprechende   mit   sinngemä 
Maxima  von  r  unendlich  gr< 
etwas  komplizierter. 


kongruenten  nur  um 

Teile  besteht  aus  eil 
sjiiimetriscb  dazu  geh 
chene  Werte  von 

itmigj   für    B  =m* 

I  >  1  werden 
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IV.  Die  Geschwindigkeit. 


Die  Geschwindigkeit   an   irgend    einer    Stelle   unserer   Bahnkurve 
bierenden    Komponente    =  —    und    der    radialen 

Um    eine    bestimmte    Vorstellung    zu    erhalten^ 


bosteht    ans    der    rotierenden    Komponente    ^  —    und    der    radialen 
«f*"~*8innqpd/' 

nehmen  wir  an,  die  Koordinatenachse  sei  nach  rechts  gerichtet  und 
die  Bewegung  sei  entgegengesetzt  der  Uhrzeigerbewegung.  Die  resul- 
tieinende  Geschwindigkeit  bezeichnen  wir  mit  dr  nach  dem  Vorgange 
Ton  Föppl,  der  Streckengrofsen,  bei  denen  es  auiser  der  Länge  auch 
auf   die  Richtung  ankommt^  mit  deutschen  Buchstaben  bezeichnet. 

Um  dx  noch  auf  andere  Weise  in  Komponenten  zerlegen  zu 
können,  versuchen  wir  es  zunächst  durch  einen  einheitlichen  analytischen 
Ausdruck  darzustellen  und  zwar  als  komplexe  Zahl,  indem  wir  in 
Richtung  der  Koordinatenachse  verlaufende  Strecken  durch  reelle  Zahlen 
ausdrücken,  während  eine  um  den  Winkel  q>  im  entgegengesetzten 
Sinne  des  Uhrzeigers  gedrehte  Strecke  den  Faktor  c*>  erhalt.  Wir 
müssen   abo   die  radiale  Geschwindigkeitskomponente   mit  ffv   multi- 

plizieren  und  die  rotierende  noch  aufserdem  mit  e  ^  =^i,  dann  erhalten 
^'^  durch  Addition  beider  Ausdrücke  die  durch  eine  komplexe  Zahl 
i^Ach  Länge  und  Richtung  vollkommen  charakterisierte  Geschwindigkeit: 

r  p» 

Da  nun  ^  nach  der  Kurvengleichung  =  1  +  fcosn^  ist,  so  wird: 

^rtegt  man  dies  in  zwei  Glieder  entsprechend  den  zwei  Gliedern  in 
^^  Klammer,  so  erhält  man  zwei  neue  Komponenten  der  Geschwindig- 
keit, Die  erste  ist  proportional  r"~^  und  senkrecht  auf  r,  also  wieder 
^pn  rotierender  Richtung,  die  zweite  ist  an  Länge  «mal  so  grofs  als 
^®  erste  und  um  das  nfache  des  Winkels  9  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
^^€n  die  erste  gedreht. 

Bei   der   Newtonschen   Bewegung,   wo   n  =  1    ist,    wird   obiger 
^^^«druck: 

JI  '   ia.     df    ,     .        df 

P  P 
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Wir  betrachten  die  Eunre 

^  = ^! 

wo  n  eine  beliebige  Zahl,  p  eine  beliebige  Strecke  tmd  t  eh 
Zftkl  bedeutet. 

Für  H  =  1  wird  dieae  Gleichung: 

r  =  -  -^— ^ 

l  +  ^coe^ ' 

was  die  Kegelschnittsgleichimg  mit  dem  Brennpaiikt  S 
die  Newtonsohe  Bülmkurve.    p   tat  in    diesem   Falle   der  io| 
Parameter^    e    die    nnmerische    Exzentrizität,    ^  =  0    eot 
PeriheL 

ff  <  1  giebt  eine  Ellipse,  f  ^  1  eine  Parabel,  £  >  1 

Für  n  ^  2  wird  die  Gleichung: 

r* £l 

Diea  iöt  ein  Kegelschnitt  mit  dem  Mittelpunkt  S,   also  fflr 
es   eine  Ellipse  wird,   die    Kurve    der   harmonißchen   Bew^a 

kleine  Halbachse    ^  ^         liegt   in    der    KooriHaatenachse,   di 


yi  +  e 


Halbachse  ist  =  w^^^?  die  lineare  Exzentrizität   =  j?l/    _ 

Für  ff  =  1  stellt  die  Gleichung  zwei  smr  Achse  senkrechte 

dar,  für  ff  >  1  eine  Hyperbel.  f 

Um  für  grölsere    ganzzahlige  Werte  von  n  eine  Vorstell 

der  Form  der  Bahnkurve  zu  erhalten,  beachte  man^  daXs  ei 

wert    von   r   (Perihel)   eintritt,    so    oft   lob  nip  =  1    ist,    a 


1 


n  Richtungen  ^  ^  0,  —  ^  — ,  —  • 

Wenn    ff  <  1    ist,    bleibt   r    stets  endlich  und  sein   Maxi 
(Aphel)  tritt  ein,  so  oft  conn<p  =  —  1  ist^  also  ftir  ^  =  — ,  -^ 

Wenn   a  <  1    ist,   stellt  also  die  Gleichung  eine  geseUara 

Punkt  S  umgebende  Linie  dar^  dir?  rui-  i*  kongruenten   nur 

gedrehten   Teilen   besteht.     Jeder  ^Q^k  Teile    besteht    aus 
wegung  vom  Perihel  zum  Aphel  ^$3^^^K  Barometrisch  dazu 
Rückbewegung,     Für  negative    '^^^^^»chene  Werte   top 
Entsprechende   mit   sinngemäss  ung,    flir   «  s» 

Maxima  von  r  unendlich  grof  >  1  werden  - 

etwas  komplizierter. 
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^iililen  und  von  dort  ans  die  zwei  Strecken  nach  Lange  nnd  Richtung 

=^i  cdnanderftigen;  die  Summe  ist  also  Q{dXi  +  dtj). 

^.';      Analog  wird  die  Differenz  Q{dXi  —  dtj)  gebildet,  indem  wir  die  zweite 

:  arecke  in  entgegengesetzter  Richtung  nehmen  und  addieren. 

r        Durch  Ausführung   der   einfachen  Konstruktion  wird  sofort  klar^ 
.  tJk  die  vier  Linienteile: 

=^  Qdx^ ,  Q{dx^  -  rfr,),  Qdx, ,  Q{dx,  +  dx,) 

Hn    harmonisches   Strahlenbüschel    bilden^    das    die    durch   S  gelegte 
lerade  in  vier  harmonischen  Punkten  schneidet. 
*^         Der   erste   Linienteil  geht   durch  Pj,   der   dritte   durch  Pj,   der 
"^iweite  ist  derjenige  Linienteil^  der  zu  dem  ersten  addiert  werden  mufs^ 
am  den  dritten  zu  erhalten. 

Nun  entsteht  aber  aus  der  Geschwindigkeit  in  P^  diejenige  in  P^ 
'durch  Addition  einer  unendlichen  Zahl  von  Beschleunigungen^  die  alle 
^ durch  den  Punkt  S  gerichtet  sind;  die  Summe  derselben^  als  Linien- 
teile aufgefafst^  giebt  also  ebenfalls  einen  durch  S  gerichteten  Linien- 
^  teil^   daher   geht  der  zweite  Strahl  des  Strahlenbüschels  durch  S  und 
'  somit  endlich  der  vierte  durch  denjenigen  Punkt  T  der  durch  8  ge- 
legten Geraden^  der  durch  P^  und  P^  von  S  harmonisch  getrennt  liegt, 
d.  h.  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Polarkurve  des  Punktes  S  in 
Bezug  auf  die  Bahnkurve. 

Dreht  man  nun  diese  die  vier  harmonischen  Punkte  P^SP^T  ent- 
haltende Gerade  um  S  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel^  so  wird 
die  neue  Gerade  von  den  vier  harmonischen  Strahlen  wieder  in  vier 
harmonischen  Punkten  PiSPiT'  geschnitten.  Pi  und  Pi  sind  wieder 
Punkte  der  Bahnkurve^  T'  also  ein  T  unendlich  benachbarter  Punkt 
obiger  Polarkurve^  folglich  ist  der  vierte  Strahl  eine  Tangente  dieser 
Polarkurve.     Daraus  ergiebt  sich  der  allgemeine  Satz: 

'  yyBei  jeder  geschlossenen  ZentraJbewegung,  wo  nur  durch  das  Zentrum 

gerichtete  Beschleunigungen  wirken,  ist  die  Summe  der  als  Linienteile  auf- 

gefafsten  Oeschwindigkeiten  in  zwei  entgegengesetzten  Bahnpunkten  stets  eine 

Tangente  an  die  Polarkurve  des  Zentrums  8  in  Bezug  auf  die  Bahnkurve.'^ 

Für  den  Radiusvektor  B  der  Polarkurve  hat  man  die  Gleichung: 

A  _  Jl  — i- 
R-  r,       r/ 

Bei   der   von   uns  behandelten  Bahnkurve   r"  =  -ir—t— ist 

1  +  e  cos  nq> 

also  die  Gleichung  der  Polarkurve: 

-p  =  -  •  Vi  +  scosrnp  —  -  •  )/l  +  «cosn(g>  +  at). 

Zeitichrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  48.  Band.  1908.  2.  Heft.  1? 
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Die  Gescliwiiidigkeit  kaon  also  in    zwei  Komponenten  t^ 
die   beide   konstante  Länge  haben,    wäJirend    die  erite  gtetij 
auf  r,  die  zweite  steta  eenkreeht  auf  der  Ackse  itebt 
Bei  der  harmoniecheD  Bewegung  ist  n  =^  2  tmd  man 

Beide  Komponenten  Bind  also  proportional  r  und  liegen  i 
in  Beeug  auf  eine  auf  der  Äehse  errichtete  Setikrechte.  Im 
sind  aie  auTserdem  gleicli  lang  und  ergeben  als  Resnltaot^  m 
rechte  auf  der  Achse  von  konstanter  Länge  ^  wsä  imser^iy 
Resultaten  entaprieht^  wonach  in  diesem  Falle  die  Bahnknrrf 
Senkrechten  auf  der  Achse  besteht,  während  die  BescUean 
konstant  =  0  war.  ■ 

Diese  Resultate  für  die  Fälle  f*  =  1  und  n  =  2  laaseml 
durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  finden;  hier  sin« 
geleitet  worden  als  Spezialfälle  einer  allgemeitiereii  Bewegui^ 

Für  die  Summe  der  Geschwindigkeiten  in  zwei  entgegen] 
Punkten  der  Bahnkurve  läfst  sich  ein  für  alle  Zentralbef 
giltiger  Satz  ableiten,  wobei  wir  den  Begriif  der  Geschwindigl 
inhaltlich  erweitem  können,  indem  wir  jetzt  aufsar  der  Li 
Richtung  auch  noch  die  Gerade^  in  der  die  Bewegung  stattfij 
zum  Begriff  der  Geschwindigkeit  gehörig  ansehen.  JEinen  so 
Begrifl'  wollen  wir  nach  Grafsmaiin  einen  Linien  teil  oder  Stal 
und  dadurch  sjrmbolisch  darstellen^  dafs  wir  neben  die  dui 
deutschen  Buchstaben  bezeichnete  Strecke  einen  beliebigen  dur 
grofoen  lateinischen  Buchstaben  bezeichneten  Punkt  der  b^ 
Geraden  schreiben»  I 

Beiläufig  kann  man  nach  Grafsmanns  aUgemeiner  Deüm 
multiplikativen  Verknüpfung  zweier  Gröfsen  ( Ansdehnungslehre  t 
2.  Auflage  1878,  §  9  und  10)  diese  Verbindung  von  Paukt  und 
als  Produkt  ansehen,  ■ 

Betrachten  wir  also  nun  eine  ganz  beliebige  geschlossen 
kurve,  die  durch  vom  Punkte  S  ausgebende  Zentralkrgfte  irgend 
Art  entsteht,  wenn  diese  nur  stets  in  Richtung  des  Radii 
wirken,  so  legen  wir  irgend  eine  Gerade  durch  S  und  erhalten 
entgegengesetzte  Punkte  P^  und  P,  der  Bahnkurve  mit  den  Gesci 


keiten  dij  und  dXf^    Die  entj 
und  F^dx^. 

Femer  bilden  wir  die 
Punkte    X^j    und    P^    de| 


henden  Linienteile  heilseu 

ler  Lini enteile,  indem  "w 
^unkt    (j   der   betre2> 
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'Wen  lind  TO0  dort  aas  die  zwei  Strecken  nach  L^ge  nnd  Biehtuiig 

emanderfügen;  die  Siimine  ist  also  Q{dXi  +  dx\). 
Analog  wird  die  Diflferenz  Q(di:^  —  dv^)  gebildet,  indem  wir  die  zweite 
cke  in  eDtgegengeaetEter  Richtung  nelmaen  und  addieren. 
Durch  Ausliihrung   der   einfachen  Konstruktion  wird  sofort  klar, 
die  vier  Linienteile: 

Qdt, ,  Qidx,  -  dt^),  Qdx, ,  Qidx,  +  rfr,) 

harmonisches    Strahlenbtischel    bilden,    das    die    durch    S  gelegte 
rad©  in  vier  harmonischen  Pnnkten  schneidet. 

Der   erst©   Linienteil  geht   durch  P, ,   der   dritte   durch   Pj ,   der 
eite  ist  derjenige  Lmienteil,  der  zu  dem  ersten  addiert  werden  mufs, 

den  dritten  zu  erhalten. 

Nun  entsteht  aber  aus  der  Geschwindigkeit  in  P^  diejenige  in  P^ 
nrch  Addition  einer  unendlichen  Zahl  von  Beschleunigongen,  die  alle 
durch  den  Pnnkt  S  gerichtet  sind;  die  Summe  derBelben,  als  Linien- 
teile aufgefafst,  giebt  also  ehenfaU»  einen  durch  S  gerichteten  Linien- 
teil, daher  geht  der  zweite  Strahl  des  Strahlenbüschels  durch  S  und 
somit  endlich  der  vierte  durch  denjenigen  Punkt  T  der  durch  S  ge- 
legten  Geraden,  der  durch  P^  und  P^  von  S  hannonisch  getrennt  liegt, 
d-  li.  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Polarkurve  des  Punktee  S  in 
Bezug  auf  die  Bahnkurve, 

Dreht  man  nun  diese  die  vier  harmouischen  Punkte  P^SP^T  ent- 
haltende Gerade  um  j^  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel,  so  wird 
die  neue  Gerade  von  den  vier  harmonischen  Strahlen  wieder  in  vier 
harmonischen  Punkten  P^SPiT  geschnitten.  Pi  und  Pi  sind  wieder 
Pimkte  der  Bahnkurve,  P'  also  ein  T  nuendlich  benachbarter  Punkt 
obiger  Polarknrve,  folglieh  ifit  der  vierte  Strahl  eine  Tangente  dieser 
Polarknrve.     Daraus  ergieht  sich  der  allgemeine  Satzt 

,,Bei  jeder  gesddmsenen  ZmiroBmceßtmg,  wo  nur  durch  das  Zmtrum 
fferi^hMs  Beschknmigungmi  wirkm,  ist  die  Summe  der  als  LinimfeÜe,  imf- 
9^fafstm  Gesehwindig/ceitm  in  swei  mUiegmigeseiMkn  Bahnptmki^  stets  eine 
^^ßmgente  an  die  Polarkiirve  des  Zmtrums  S  in  Bemg  auf  die  Bahnicurve.'' 

Für  den  Radiusvektor  R  der  Polarkurve  hat  man  die  Gleichung: 


uvi    uci    uai  iuuiiisuucu    ucf? 


dx  —  ie'^ 


^^ 


lide  Komponenten  sind  also  proportional  r  und  lieg 
in  Bezug  auf  eine  auf  der  Achse  errichtete  Senkreelite, 
sind  sie  nufserdem  gleich  laug  und  ergeben  als  ReBulta 
rechte  auf  der  Achse  vou  kougtanter  Länge,  was  uu 
Kegultaten  entspricht,  wonach  in  diesem  Fall©  die  Bahn 
Senkrechten  auf  der  Achse  besteht,  während  die  Bei 
konstant  =  0  war,  ^— 

Diese  Resultate  für  die  Fälle  m  =  1  und  n  =-=  ^| 
dnrch  einfache  geometrische  Betrachtmigen  fiadan;  ii« 
geleitet  worden  als  Spezialfälle  einer  all  gerne  ine  tau  Hh 

Für  die  Summe  der  Geech windigkeiten  in  zwei  enl 
Punkten  der  Baimkurve  lälst  eich  ein  für  alle  Zenl 
giltiger  Satz  ableiten^  wohei  wir  den  Begriff  der  Gesch^ 
inhaltlich  erweitem  können,  indem  wir  jetzt  auTser  c 
Richtung  auch  noch  die  Gerade ^  in  der  die  Bewegung 
zum  Begriff  der  Geschwindigkeit  gehörig  ansehen.  Eine 
Begriff  wollen  wir  nach  Grafs  mann  einen  Linienteil  od« 
und  dadurch  symbolisch  darstellen,  dafs  wir  neben  di 
deutschen  Buchstaben  bezeichnete  Strecke  einen  beliebigi 
groisen  lateinischen  Buchstaben  b^eichneten  Punkt  da 
Geraden  schreiben.  ^| 

Beiläufig  kann  man  nach  Grafsmanns  allgemeiner 
multiplikativen  Verknüpfung  zweier  Gröisen  i  Ausdehnnngsl 
2,  Aufl^e  1878,  §  9  und  10}  diese  Verbindung  von  Punk 
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len  und  von  dort  ans  die  zwei  Strecken  nach  Länge  und  Richtung 
aderfiigen;  die  Suinme  ist  also  Q{dx^ -^^  dx^). 
Analog  wird  dieDiifer^äz  Qi^^h  ^  *^h)  gebildet,  indem  wir  die  zweite 
^  recke  in  entgegengesetzter  Richtung  nehmen  und  addieren. 

»Durch  Ausführung    der    einfachen  Koustruktion   wird   sofort  klar, 
die  vier  Linienteile: 
... 


Qdx,,  Q{dt^  -  dt,),  Qdx,,  Qidx,  +  dt,) 

durch    S   gelegte 


harmonisches    Strahle nbüschel    bilden,    das    die 

le  in  vier  harmonischen  Punkten  schneidet. 

Der   erste   Linienteil   geht   durch   P^,   der   dritte   durdi  Pj,   der 
eite  ist  derjenige  Linienteil^  der  zu  dem  ersten  addiert  werden  mufe, 

den  dritten  zu  erhalten. 

Nun  entsteht  aber  aus  der  Geschwindigkeit  in  P^  diejenige  in  P^ 
Inrch  Addition  einer  unendlichen  Zahl  von  Beschleunigangen^  die  alle 
iurch  den  Punkt  S  gerichtet  sind;  die  Summe  derselben^  als  Linien- 
sHe  aufgefafst^  giebt  also  ebenfalls  einen  durch  S  gerichteten  Linien- 
»ü,  daher  geht  der  zweite  Strahl  des  Strahlenbüschels  durch  S  und 
lomit  endlieh  der  vierte  durch  denjenigen  Punkt  T  der  durch  S  ge- 
egten  Geraden,  der  durch  P^  und  P^  von  S  harmonisch  getrennt  liegt, 
L  h-  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Polarkurve  des  Punktes  S  in 
Sezug  auf  die  Bahnkurve, 

k  Dreht  man  nun  diese  die  vier  harmonischen  Punkte  P,SP^T  ent- 
Wtende  Gerade  um  S  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel ^  so  wird 
lie  neue  Gerade  von  den  vier  harmonischen  Strahlen  wieder  in  vier 
larmonischen  Punkten  PiSPiT'  geschnitten.  Pi  und  P[  eind  wieder 
Ptmkte  der  Bahnkurve,  2"  also  ein  T  unendlich  benachbarter  Punkt 
abiger  Polarkurve,  folglich  ist  der  vierte  Strahl  eine  Tangente  dieser 
Polarkurve.     Daraus  ergiebt  sich  der  allgemeine  Satz: 

i,Bei  jeder  gescithsseneti  Zentraßmeeffimg^  wo  nur  durdi  d(is  Zentrum 
geridiMe  BtschJemügungm  t€%r}cm,  ist  die  Sumim  der  als  Linimteile  auf- 
g^aßtefi  Geschwindigkeüen  in  jswd  mig^engeseMen  Bahnpunkim  stets  eine 
Tmige^Ue  an  die  Pölarkurve  des  Zmitrums  S  in  Bezug  mif  die  Bal^nJcurve.'' 

Für  den  Badiusvektor  JJ  der  Polarkurve  hat  man  die  Gleichung; 


delten  Bahnkurve   r"  =^  -r-H 


pn 


l  -{-  B  COS  n<p 


ist 


rve: 


-  i    yr+  B^osn{^  +  iit). 


JUCl     UCI      lltU  AU  VlUfH/UlMI     WCT  W  CTjg  UUg 


1 


Beide  Komponenten  imd  also  proportional  r  und  liej 
in  Bezug  auf  eine  auf  der  Achse  errichtete  Senkr^M^hte. 
sind  sie  aufserdeni  gleich  lang  und  ergeben  als  Besnlü 
rechte  auf  der  Achse  von  konstanter  Länge,  wa»  uj 
Resultaten  entepricht,  wonach  in  diesem  Falle  die  Bahi 
Senkrechten  auf  der  Achse  besteht,  während  die  Bc 
konstant  ^  0  war.  ^ 

Diese  Resultate  fttr  die  Fälle  n  =  1  und  n  =^  ^| 
durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  finden;  Id 
geleitet  worden  als  Spezialfälle  einer  allgemeineren  Bei 

Für  die  Summe  der  Geschwindigkeiten  in  zwei  m\ 
Punkten  der  Balmkurve  läist  sich  ein  für  alle  Zen 
giltiger  Satz  ableiteu,  wobei  wir  den  Begriff  der  Geseb^ 
inhaltlich  erweitem  können,  indem  wir  jetzt  aufaer 
Richtung  auch  noch  die  Gerade  ^  in  der  die  Bewegung 
Äum  Begriff  der  Geschwindigkeit  gehörig  ansehen.  Kin 
BegrÜF  wollen  wir  nach  Grafs  mann  eiuen  Linienteii  od 
und  dadurch  symboliacb  darstellen,  dafg  wir  neben  c 
deutschen  Buchstaben  bezeichnete  Strecke  einen  behebig 
grofsen  lateinischen  Buchätaben  bezeiehneten  Punkt  du 
Geraden  schreiben.  H 

Beiläufig  kann  man  nach  Grafs m an ns  aUgemein^ 
multiplikatiYen  Verknüpfung  zweier  Grölsen  ( Ausdehnungs 
2.  Auflage  1878,  §  9  und  10)  diese  Verbindung  von  PunJ 


^ 


Vöfl    X   V,   VlKTH. 


257 


Ol 


^Uen  und  Ton  dort  aus  die  zwei  StTecken  nach  Länge  und  Richtung 
■    einanderfiigen;  die  Summe  ist  also  Qidt^  +  dx^)^ 

ÄBalog  wird  die  Differenss  Q{tir^  —  dx^)  gebildet,  indem  wir  die  zweite 
recke  in  entgegengesekter  Richtung  nehmen  und  addieren. 

Durch  Ausführung  der  einfachen  Konatruktion  wird  sofort  klar^ 
Ja  die  vier  Linienteile: 

Qdx,,  Q{dx,  -  dx,),  Qdx, ,  Q{dx,  +  rft.) 

Xi  harmonisches  Strahlenbüschel  bilden,  das  die  durch  8  gelegte 
erade  in  Tier  harmoniBchen  Punkten  schneidet. 

Der  erste  Linienteil  geht  durch  P|,  der  dritte  durch  Pj,  der 
'weite  ist  derjenige  Linienteil,  der  »u  dem  ersten  addiert  werden  mufß, 
im  den  dritten  zu  erhalten. 

Nun  entsteht  aber  ans  der  Geschwindigkeit  in  P^  diejenige  in  F^ 

lurch  Addition  einer  unendlichen  Zahl  von  Beschleunigungen,  die  alle 

ih  den  Punkt  S  gerichtet  sind;  die  Summe  derselben ^  als  Linien- 

aufgefalet,  giebt  also  ebenfalls  einen  durch  S  gerichteten  Linien- 

ü^   daher   geht  der  zweite  Strahl  des  Strahlenbtischels  durch  S  und 

imit   endlich  der  vierte  durch  denjenigen  Punkt  T  der  durch  S  ge- 

ien  Geraden,  der  durch  P^  und  P^  von  S  harmonisch  getrennt  liegt^ 

,  h,  durch   den  betreffenden  Punkt  der  Polarkurve  des  Punktes   6'  in 

ezug  auf  die  Bahnkurve, 

Dreht  man  nun  diese  die  vier  harmonischen  Punkte  P^SP^T  ent- 
altende  Gerade  um  £'  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel,  so  wird 
ie  neue  Gerade  von  den  vier  harmonischen  Strahlen  wieder  in  vier 
.rmonlschen  Punkten  PsSP/T'  geschnitten,  Pi  und  Pi  sind  wieder 
fcte  der  Bahnkurve,  T'  also  ein  T  unendlich  benachbarter  Punkt 
obiger  Polarkurve,  folglich  ist  der  vierte  Strahl  eine  Tangente  dieser 
olarkurve.     Daraus  ergiebt  sich  der  allgemeine  Satz: 

jyBei  jeder  ffesehlmsenm  Zentralbeimßimij,  wo  mir  durdi  das  Zentrum 
gerichkte  Beschlennigungmi  mrien^  ist  die  Summe  der  als  Limmdeile  auf- 
gefafskfi  Gmchwituligkeitm  in  swei  entg^engesetztefi  Bahnjntfiktün  stets  eine 
Tangente  an  die  PoUrkurve  des  Zentrums  S  in  Bemg  tmf  die  Bahnkurm" 
Für  den  Radiusvektor  B  der  Polarkurva  hat  man  die  Gleichung; 


256  t}l)er  Zentralbewegnng. 

Die  Geschwindigkeit  kann  also  in  zwei  Komponenten  zedegtYci^H  ri 
die  beide  konstante  Länge  haben ,  wahrend  die  erste  st«ti  seokndiH  if 
auf  r,  die  zweite  stets  senkrecht  auf  der  Achse  steht 

Bei  der  harmonischen  Bewegung  ist  n  »=  2  nnd  man  eibSlt 

Beide  Komponenten  sind  also  proportional  r  nnd  liegen  symmetail 
in  Bezug  auf  eine  auf  der  Achse  errichtete  Senkrechte.  IniFtIle{«i| 
sind  sie  aufserdem  gleich  lang  und  ergeben  als  Resultante  eineSotj 
rechte  auf  der  Achse  von  konstanter  Länge ,  was  unseren  {riftn«l 
Resultaten  entspricht^  wonach  in  diesem  Falle  die  Bahnkurre  au  xi«  1 
Senkrechten  auf  der  Achse  besteht^  während  die  Beschleonigonii | 
konstant  =*  0  war. 

Diese  Resultate  fOr  die  Fälle  n  =-  1   und  n  =  2  kssen  lick  ni  1 
durch   einfache   geometrische  Betrachtungen   finden ;    hier  sind  ae  4 
geleitet  worden  als  Spezialfälle  einer  allgemeineren  Bew^ungsui 

Für  die  Summe  der  Geschwindigkeiten    in   zwei  entgegengMetUi 
Punkten    der   Bahnkurve    läfst    sich    ein    für    alle   ZentralbewegmifK 
giltiger  Satz  ableiten,  wobei  wir  den  Begriff  der  Geechwindigkot  nxk 
inhaltlich   erweitem   können ,   indem   wir  jetzt    aufser  der  Lange  nl 
Richtung  auch  noch  die  Gerade ,   in  der  die  Bew^ung  stattfindet,  di 
zum  Begriff  der  Geschwindigkeit  gehörig  ansehen.     Einen  so  ge&liia 
Begriff  wollen  wir  nach  Grafsmann  einen  Linienteil  oder  Stab  nenwi 
und   dadurch   symbolisch   darstellen,   daCs  wir   neben  die  durch  am 
deutschen  Buchstaben  bezeichnete  Strecke  einen  beliebigen  durch  ohi 
grofsen   lateinischen  Buchstaben   bezeichneten  Punkt   der  betreffiedki 
Geraden  schreiben. 

Beiläufig  kann  man  nach  Grafsmanns  allgemeiner  Definition  dff 
multiplikativen  Verknüpfung  zweier  Grofsen  ( Ausdehnongslehre  yon  184i 
2.  Auflage  1878,  §  9  und  10)  diese  Verbindung  von  Punkt  und  Stach 
als  Produkt  ansehen. 

Betrachten  wir  also  nun  eine  ganz  beliebige  geschlossene  Bab- 
kurve,  die  durch  vom  Punkte  S  ausgehende  Zentralkräfte  irgend  weldier 
Art  entsteht,  wenn  diese  nur  stets  in  Richtung  des  BadiusTeUor 
wirken,  so  legen  wir  irgend  eine  Gerade  durch  8  nnd  erhalten  so  zwei 
entgegengesetzte  Punkte  P^  und  P,  der  Bahnkurve  mit  den  Geschwindig- 
keiten dx^  und  dx^ .  Die  entsprechenden  Linienteile  heifsen  also  F^di^ 
und  P^dtj. 

Femer  bilden  wir  die  Summe  der  Linienteile^  indem  wir  statt  d«T 
Punkte    Pi    und    P^    den    Schnittpunkt    Q   der    betreffenden    Geradai 
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tv'ählen  und  von  dort  ans  die  zwei  Strecken  nach  Länge  nnd  Richtung 
0tx  einanderfügen;  die  Summe  ist  also  Q(dXi  +  dx^). 

Analog  wird  die  Differenz  Q(dx^  —  dx^)  gebildet,  indem  wir  die  zweite 
Strecke  in  entgegengesetzter  Richtung  nehmen  und  addieren. 

Durch  AusfQhrung  der  einfachen  Konstruktion  wird  sofort  klar^ 
d^flUfl  die  vier  Linienteile: 

Qdx^,  Q{dx,-dx;),  Qdx,,  Q{dx,  +  dx^) 

ein.  harmonisches  Strahlenbüschel  bilden^  das  die  durch  S  gelegte 
Gerade  in  Tier  harmonischen  Punkten  schneidet. 

Der  erste  Linienteil  geht  durch  P^,  der  dritte  durch  P^^  der 
zweite  ist  derjenige  Linienteil^  der  zu  dem  ersten  addiert  werden  mufs, 
Tun   den  dritten  zu  erhalten. 

Nun  entsteht  aber  aus  der  Geschwindigkeit  in  P^  diejenige  in  P^ 
dojreh  Addition  einer  unendlichen  Zahl  von  Beschleunigungen^  die  alle 
durch  den  Punkt  8  gerichtet  sind;  die  Summe  derselben,  als  Linien- 
^ile  auj^efikllst,  giebt  also  ebenfalls  einen  durch  S  gerichteten  Linien- 
^^^  daher  geht  der  zweite  Strahl  des  Strahlenbüschels  durch  S  und 
■oiuit  endlich  der  vierte  durch  denjenigen  Punkt  T  der  durch  8  ge- 
lögton  Geraden,  der  durch  P^  und  Pg  von  8  harmonisch  getrennt  liegt, 
^  H.  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Polarkurve  des  Punktes  S  in 
BöKug  auf  die  Bahnkurve. 

Dreht  man  nun  diese  die  vier  harmonischen  Punkte  P^8P^T  ent- 
haltende Gterade  um  S  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel,  so  wird 
die  Beue  (Gerade  von  den  vier  harmonischen  Strahlen  wieder  in  vier 
"ÄMnonischen  Punkten  P%SP[T  geschnitten.  P%  und  P'x  sind  wieder 
^*mkte  der  Bahnkurve,  T'  also  ein  T  unendlich  benachbarter  Punkt 
*^^iger  Polarkurve,  folglich  ist  der  vierte  Strahl  eine  Tangente  dieser 
^olarkurve.    Daraus  ergiebt  sich  der  allgemeine  Satz: 

yyBei  jeder  geschlossenen  Zentralbewegung,  wo  nur  durch  das  Zentrum 
9^^^ü^Uete  Beschleunigungen  wirken,  ist  die  Summe  der  als  Linienteile  auf- 
9^<*ßten  OtschwindigJceiten  in  zwei  entgegengesetzten  Bahnpunkten  stets  eine 
-^^^^^ffente  an  die  Polarkurve  des  Zentrums  8  in  Bezug  auf  die  Bahnkurve.'^ 

Für  den  Radiusvektor  B  der  Polarkurve  hat  man  die  Gleichung: 

^  _  2. L 

Bei   der  von   uns  behandelten  Bahnkurve   r"  =   ,    , ist 

1  +  «  COB  nqp 

•**^  die  Gleichung  der  Polarkurve: 

2  1      */^ 1      ^ /z / r 

— -  =  —  .  yl  -(-  £C0SW9? 1/1  +  £  cos  n{(p  +  n), 

^Uchrift  f.  M»thematik  u.  Phyiik.  48.  Band.   1902.   S.Heft.  17 
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Über  ZentTÄlbewefftmg. 


Für  einen  geraikabligen  Wert  von  n,  also  z.  B.  bei  der  kinawÄi^l 
Bewegung,   sind   Tj    und   r^  stets  gleich ^    also  stets  R  =  m^  Ü^l 
Polarkurve    wird   zur   unendlich   fernen    Geraden.     In   d«T  Thii 
auch  direkt  aus  dem  Flacheiisatz  nnd  dem  S&t2€  der  lebendig«  ] 
daifl  dann  die  Geschwindigkeiten  in   entgegetigesetzten  Punkko 
und  entgegengesetzt  gerichtet  sind;  ihre  Summe  ist  ulm  i^mAh.w^l 
man  hei  Beschleunigungen  ein  Ejüftepaar  nemit,  das  bekanntlidi  ^  1 
ein  unendlich  kurzes  Stück  der  tmeudlich  fernen  Geraden  ehankt^vi^  | 
werden  kann. 

Für  einen  ungeraden  Wert  von  n  wird  die  Gleichung  der  P<t ' 
kurve,  da  dann  cos  »(^  -h  sr)  =  —  cos  nq>  ist: 

=g-  =  -  ,  yl  -f  £CosMy  —  -  -  Y^  —  fföOBH^, 


Diese  erstreckt  sich  nur  ins  Unendliche^  so  oft  r^ 
wird,  d.  k  für  die  Werte; 


r^  oder  eofliif  ^ 


Im  Falle  der  Kewtonschen  Bewegung  n  =  1   wird  die  6leidltii| 
der  PolarkuTFe: 


2e  coi  (p 


ü  = 


c  cos  qt 


Dies  ist  aber,  wie  voraus  zu  sehen  war^  die  Gleichtmg  der  dem  Brsn^ 
punkt  S  entsprechenden  Direktrix  des  Kegelschnitts.  Die  Gesehwindig 
keiten  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  einer  Newtonschea  Bi- 
wegung  als  Linienteile  aufgefsTst,  haben  also  als  Summe  iteb  m 
Stück  der  Direktrix. 

V»  Erzeugung  derselben  Bahnkurve  durch  andere 
beschleunigende  Kräfte. 

Eine  Ellipse  wird  durch  eine  von  dem  einen  Brezmpunkt  «u* 
gehende  Zentralkraft  nach  Newton  erzeugt;  dieselbe  Ellipse  eutstdrt 
aber  auch  durch  eine  von  dem  anderen  Brennpunkt  ausgehende  Zentml- 
kraft  derselben  Art,  nur  dafs  dann  die  Geschwindigkeiten  an  da 
einzelnen  Stellen  andere  sind. 

Im  f ol genden  s oU  ein  allgem eine r  für  alle  Bewegungen  eifiit 
freien  Punktes  in  eiuer  Ebene  giltiger  Satz  abgeleitet  werden,  dfli 
obigen  selbstverständlichen  Satz  als  Spezialfall  enthält.  Wir  be- 
trachten also  irgend  eine  ebene  Kurve  K\  um  diese  als  BahnkurYt 
eines  bewegten  Punktes  zu  charakterisieren^  mufs  jedem  Punkte  ia 
Kurve  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  zugeordnet  werden;  dadurch  iit 


TmJTT/VtvFH. 
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dann  aucli  die  Beachleimigmig  fiir  jede  Stelle  der  Kurve  nach  Grcifae 
lind  Richtnog  beatimmt.  Nun  verscliiebeE  wir  alle  diese  Geschwindig- 
keiten rfr  parallel,  so  dals  sie  einen  irgendwo  in  der  Ebene  angenommenen 
^jnfangsptinlct  Ä  erhalten ,  dann  bilden  die  Endpunkte  derselben  eine 
ujtiendlich    kleine    Kurve   H.      Diese    Kurve   heilst    bekanntlich    nach 

amilton  der  Hodograph, 

Eine  Tangente  an  S  giebt  die  Richtung  der  betreffenden  Be- 
gcrW^^^ig^i^  ^^  Um  die  Gröfae  der  BeschleutLigung  festzuitellen, 
bj-a-ucht    man    noch    den  Krümmungsradius    q   der  Bahnkurve    an    der 

■fceprecbenden  Stelle. 

Während  nämlich  in  einem  Zeitteilchen,  das  wir  ja  der  Auschau- 
liola^eit  wegen  steta  als  Zeiteinheit  ansehen,  der  bewegte  Punkt  auf 
de:E^    Kurve  K  den  Weg  dv  zurücklegt^   dreht  sich  die  Richtung   der 

Be-^w^eguug  um  den  Winkel  d«  =  — ,   also  bildet  der  der  neuen  Lage 

des  bewegten  Punktes  entsprechende  Radiusvektor  dx  des  Hodographen 
mit;  dem  alten  denselben  Winket  Die  im  Sinne  der  Streckenrechnimg 
gebildete  Differenz  beider  rft  ist  aber  die  Beschleunigung  rf^r^  also  ist 
letztere  nach  Länge  und  Richtung   das    zwischen  den  Schenkeln    des 

^—Winkels  da  ^  —  liegende  Stück  der  Kurve  ff. 

^^  Wählt  man  eine  neue  Art  der  Bewegung  anf  derselben  Kurve  K 

***    der  Artj   dals   man   alle    bisher   angenommenen   Geschwindigkeiten 
^*^it   demeelbeo  beliebigen  Zahlenfaktor  n  multipliziert,  so  werden  aUe 
^^^dienvektoren  der  tunre  ff  umBl  so  grofa,  ebenso  wird  auch  jeder 
*^  ULbei  da  jiuml  so  grofs^  also  wird  jede  Beschleunigung  i^^mal  so  grofs- 
Eine  in  dieser  Weise  aus  der  zuerst   angenommenen   abgeleitete 
'^©He  Bewegungsart  wollen  wir  als  mit  der  ersten  gleichartig  bezeich- 
^^n,    wie  denn  auch  in  unseren    früheren  Formeln    aUe  Geschwindig- 
keiten deji  beliebigen  Faktor  df,  alle  Beschleunigungen  den  Faktor  df^ 
^thielten. 

Nun  können  wir  aber  auf  unserer  Kurve  K  für  alle  Punkte  auch 
^'^^  beliebige  andere  Geschwindigkeiten  dr'  annehmen  imd  erhalten 
'lemgemäis  auch  eine  gaii2  andere  hodographische  Kurve  H'  uro  den- 
■ßlben  Punkt  A,  Da  aber  die  neuen  Geschwindigkeiten  mit  den  alten 
^(»«mll  dieselbe  Richtung  haben  müssen,  so  liegen  die  einem  Kurven- 
PUiiJtt  entsprechenden  Radien vektoren  dx  und  dx'  der  Kurven  ß  und 
^    itets  aufeinander. 

Beeonders  einfache  Beziehungen  zwischen  zwei  Bewegnngsarten  auf 

**^t^ll}en  Kurve  ergeben  sich  nun,  wenn  man  die  Geschwindigkeiten 

^    und  dr'   so  wählt ^   dafs    sie   überall   dasselbe  Produkt  z/^   haben. j 

17* 


•  ^»     •  — • 


•  :.•'!'..%  -: 


>:;         .;.<  • 


"jit-'i 


-  ►       —     ....  v-    ■ 

••   L^i.k-.—:      ir.r..:.s  irlil.Jr:.  I 


4^    yr  ui»'.»"'*r.   fVw^ir  in;^   .-•    (>    -A.s*^."»r    "_i .    i    &-:'i    ebenso  ü 
,^^  ^   ;^   ui.>-r<-ri  S^lt<:  j^rn^rn  Lvt.^  i.-rj:ri  1.   i^^     rrr.^lt  iiiiiii: 

j^  ^  US-     :-^  l'niiioriion: 

.//:.7'       //T^//r'-  =  L:L  \ 
T^  3i*i*a  somit  <I<-ii   für  sillr;  B^^we^ungen    eines   freien  Pui 


r^'-2^ 


J^  ^r^^ 


rifrohn  llnifyiunjni  fimsi  P*tnht€S  auf  ihur  H)ui 


j-     ,    {    1.  ^''<  solrhnt   llnvrtjHWjen,  derf-n    G€.<c}nriH4ligh:'it(\ 
Wi#n  ^^ .     ^anit:  Produkt  /fi  hnUn.  lerhnWsn  sich  (Vu>  Jl^sf 
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fiTcffenden  Geschwindigkeiten  und  weichen  von  der  Kurvennarmale  nach 
hcid^n  Seiten  um  denselben  Winkel  ab.*^ 

Nun  erst  nehmen  wir  an,  dafs  die  eine  Bewegung  auf  der  Kurve  K 
eiixe    Zentralbewegung  ist,   d.  h.  dafs   alle  Beschleunigungen  g   durch 
elixeii  festen  Punkt  S   gehen.     Es   liegt   nun   die  Frage   nahe,   unter 
welchen    Bedingungen    auch    die    reziproke    Bewegung    eine    Zentral- 
bei^^^ung  ist  mit  irgend  einem  Zentrum  S\    Es  ist  nach  obigem  Satz 
klar,   dafs  dies  dann  and  nur  dann  der  Fall  sein  wird,  wenn  die  von 
S    und  £r   nach   einem  Eurvenpunkt   gezogenen  Radienvektoren   stets 
zwei  gleiche  Winkel  mit  der  Eurvennormalen  einschliefsen.    Diese  geo- 
metrische  Eigenschaft  haben   aber  nur  die   Kegelschnitte   und  deren 
Brennpunkte  8  und  5',  abo  ist  nur  bei  der  Newtonschen  Bewegung 
die    reziproke  Bewegung  wieder  eine  Zentralbewegung  und  zwar   mit 
dem  anderen  Brennpimkt  als  Zentrum. 

Es  ist  Yon  Yomherein  klar,  dafs  diese  Bewegung  wieder  dem 
Newtonschen  Ghrayitationsgesetz  entsprechen  mufs,  wenn  es  sich  um 
eine  Ellipse  handelt. 

Wenn  die  Newtonsche  Bewegung  eine  Parabel  mit  dem  Brenn- 
pmüdi  S  ergiebt,  so  ist  die  Beschleunigung  der  reziproken  Bewegung 
PM^el  zur  Achse  gerichtet;  ihr  Wert  ergiebt  sich  aus  der  Proportion 

g':g=^dx'':dxl 
^XM2x  ist  nach  den  früheren  Formeln  in  diesem  Falle 

^^    giebt  dies,  in  obiger  Gleichung  eingesetzt: 

flf'  = —^ '  — ^,  i—  =  einem  konstanten  Wert. 

^  pr*         df* 

Also  ist,   was  auch  vorauszusehen  war,  die  reziproke  Bewegung 

sogenannte  Wurfbewegung  in  derselben  Parabel. 

Wenn   endlich   die   Newtonsche  Bewegung   einen   den   Punkt  S 

^^^gebenden  Hyperbelast  ergiebt,  so  mufs  die  Beschleunigung  g'  der 

^^^proken  Bewegung  ebenfalls  zu  g  und   damit   zum  Radiusvektor  r 

^  Bezug  auf  die  Kurvennormale  symmetrisch  gerichtet  sein,  also  durch 

*^ii   anderen  Brennpunkt  gehen,  aber  von  diesem  weg  gerichtet  sein, 

**^    eine  abstofsende  Kraft  darstellen.     Um  dÜB  Gröfse   derselben   zu 

^^rtimmen,  wählen  wir  die  willkürliche  Konstante  J  so,  dafs  für  beide 

*^^egungen    sich     dieselbe,    wenn    auch    entgegengesetzt    drehende, 

^'^Schengeschwindigkeit  df  ergiebt.     Da   die  Richtung   der  Bewegung 

^t  den  nach  S  und  S'  gerichteten  Radienvektoren  r  und  r'  gleiche 
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Für  die  Konstante  C  ei^ebt  sich  durch  Betrachtang   des   einen 
Perüelpunktes  der  Wert  2ka^  =  ö^C**!  +  **8)^  also  wird: 

welclier  Wert  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  r^  +  r^  =  2a,  also 
ttur  fSr  die  Punkte  der  gerade  hier  betrachteten  Bahnkurre  richtig  ist. 
Übrigens  hatte  sich  dieser  Ausdruck  für  L  auch  aus  dem  im  Ab- 
Bcknitt  n  gefundenen  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  ableiten 
lassen. 

Nun  lassen  sich  auch  die  Werte  für  die  lebendige  Kraft  i'  und 
die  Beschleunigung  g'  der  reziproken  Bewegung  leicht  aufstellen. 

Da   das   Produkt   der   Geschwindigkeiten   beider   Bewegungen   an 
jeder  Stelle  einen  konstanten  Wert  jd*  hat^  so  ist: 

Da  sich  femer  die  Beschleunigungen  wie  die   lebendigen  Kräfte  ver- 
kalten,  so  ist: 

^  X  kr^r^  '  r^r^' 

^ntx  liegt  g'  zu  g  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Kurvennormaley  r^ 

^^d  r,  liegen  aber  auch  dazu  symmetrisch^  folglich  bildet  g'  mit  seinen 

^ei  nach  den  Brennpunkten  F^  und  F^  gerichteten  Komponenten  g[  und 

^i    ein  Parallelogramm,  welches  dem  oben  erwähnten  Parallelogramm 

^^t   der  Diagonale  2r  und  den  Seiten  r^  und  r,   ähnlich  ist  und  nur 

^^^kelirt  darüber  liegt.    Man  erhält  aus  dem  Ausdrucke  für  g'  die  nach 

i      gerichtete  Komponente  g^,   indem   man  den  Faktor   2r   durch   r^ 

^^etzt: 


r. 


"^^tsprechend  ist  die  nach  F^  gerichtete  Komponente: 


^^t^t  man  hierin  L'  =  yt  ==  ri. >  ^^  erhält  man  für  die  nach  den 

*^Ji^punkten  gerichteten  Komponenten,  in  die  die  Beschleunigung  der 
^^^  harmonischen  reziproken  Bewegung  zerfällt,  die  von  den  Radien- 
^^ttoren  abhängigen  Ausdrücke: 


.  _  d^  , ^ 
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Während  aber  aus  der  vorgelegten  durch  die  Bahnkurve  und  die  Gh^^^- 
schwindigkeiten  völlig  bestimmten  Bewegungsart  sich  dieses  eigentüEKa- 
liehe  Anziehungsgesetz  nach  zwei  festen  Zentren  ergiebt^  wird  nicht  luzKzt- 
gekehrt  dieses  Anziehungsgesetz  bei  jedem  beliebigen  AnfangszustaEKf 
des  bewegten  Punktes  eine  Bewegung  dieser  Art  erzeugen,   vielmeku- 
ist  es  von  vornherein  klar,  dafs  dies  unmöglich  ist,  wenn  schon  Ix« 
gegebene  Anfangsgeschwindigkeit  nicht  in  die  Tangente  an  die  Ellipei« 
fallt,  die  durch  die  festen  Zentren  als  Brennpunkte  und  die  Anfimg^ 
läge  des  bewegten  Punktes  als  Eurvenpunkt  bestimmt  ist. 

Es  liegt  nun   hier  der  Gedanke   nahe,   diese  Bewegung  auf  d.e^ 
Ellipse,   wobei  die  lebendige  Kraft  V  =  -rr ist,   einmal  nicht  ^** 

freie  Bewegung  aufeufassen,  sondern  als  Zwangsbewegung,  indem   A^ 
Punkt  durch  irgend  einen  reibungslosen  Mechanismus  gezwungen  wet^^' 
sich  nur  auf  dieser  Ellipse  zu  bewegen,  deren  Gleichung  r^  4-  r ,  =   ^  ^ 
ist.    Da  wir  die  Masse  des  Punktes  =  1  setzen,  so  deckte  sich  der  '^^^ 
griff  der  Kraft  mit  dem  der  Beschleunigung,  so  lange  es  sich  um  ei^* 
freie  Bewegung  handelte.     Bei  dieser  freien  Bewegung  sind   also  ^^ 
auf  den  Punkt   wirkenden   von   F^  und  F^  ausgehenden  Anziehun^^^' 
kräfke  =  g'^  und  jr,,  wenn  die  verlangte  Bewegung  herauskommen  sc^^'^ 

Bei  der  Zwangsbewegung  kann  noch  eine  beliebig  sich  ändem^-^^ 
aber  stets  in  die  Kurvennormale  fallende  Kraft  hinzukommen,  denn  C^^ 
diese  sowohl  wie  der  reibungslose  Mechanismus  weder  Arbeit  leist-^^* 
noch  verzehrt,  so  erhält  man  überall  dieselbe  lebendige  Kraft,  al^^^ 
genau  dieselbe  Bewegung  wie  vorher.  Da  femer  die  Kurvennormall^c 
den  Winkel  zwischen  r^  und  r,  halbiert,  so  zerfällt  diese  neu  hinz^^Bi' 
kommende  Kraft  in  zwei  beliebige  aber  stets  gleiche  Komponenten,  dr —  ie 
zu  g'^  und  g'^  zu  addieren  oder  von  ihnen  zu  subtrahieren  sind,  ohE=^Hi6 
dafs  dadurch  die  Bewegung  des  Punktes  eine  Änderung  erleidet 

Unter  Annahme  der  Bedingungsgleichung  r^  +  r,  =  2a  kann  al so 

diese  Bewegung  auf  unendlich  verschiedene  Arten  durch  zwei  von 3J 

und  F^  ausgehende  Anziehungskräfte  erzeugt  werden. 

Wir  wählen  nun  die  zu  g'^  und  g'^  zu  addierenden  Krafkkompon^^- 

ten    =  -r—^ ,  also  abstofsend,  und  erhalten  somit  für  die  neue  '^^od 

F^  ausgehende  Kraft  den  Wert 

"  =  _         -^'        _L  "' 


^^^-(  ' LA  = 
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og  wird  die  von  F^  ausgehende  Eraffc: 

___  j^    l_ C 

Diese  EJrafte  stellen  nun  aber  das  Newtonsche  Gravitations- 
bz  dar. 

Nehmen  wir  umgekehrt  an,  da(s  diese  beiden  EnLfte  auf  einen 
tf^hst  freien  Punkt  wirken,  so  wird  dessen  lebendige  Kraft  für  irgend 
n  Punkt  der  Ebene: 


-c{i  +  i)  +  c. 


vxA  man  nun  für  den  Punkt  die  Bedingungsgleichung: 

r^  4-  r,  =  2a 

SU,  so  verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  in  den  Ausdruck 

I  wird  aber  fBr  den  ganzen  Verlauf  der  Bew^pmg  identisch  mit 
früheren  Wert  von  L\  wenn  Cj  =  0,  d.  h.  wenn  an  irgend  einer 

le  beide  Werte  identisch  sind. 
Daraus  ei^ebt  sich  fönende  Beziehung  zwischen  der  Newton- 

n  und  der  harmonischen  Bewegung: 

.yWenn  ein  Punkt  auf  einer  Ellipse  sich  zu  bewegen  gezwu/ngen  ist 
dabei  von  den  zwei  Brennpunkten  aus  von  Kräften  angezogen  wird,  die 

C  C 

Newtonschen  Änziehungsgesäz  -^  und  -^    entsprechen,    und   wenn 

erdem   an    irgend   einer   Stelle    die    lebendige    Kraft    des   Punktes 

=  C( — I — j  ist,  so  ist  die  entstehende  Bewegung   reziprok  zu  der 

?n    hamwnischen  Bewegung   auf  derselben   Ellipse,    d.  h.    die   Ge- 
nndigkeiten  beider  Betvegungen  haben  an  jeder  Stelle  dasselbe  Produkt" 


266 


Zur  mechanischen  Aoflösong  von  Gleichungen. 


Zur  mechanischen  Anflösnng  von  Oleichnngen. 

Eine  elektrische  Gleichungs-Masoliiiie. 

Von  Leopold  Kann  an  der  k.  k.  Bergakademie  in  Leoben. 

Als  ich  mich  zuerst  mit  dem  Problem  der  mechanischen  Oleichnng^- 
auflösung   beschäftigte   und   damals   als  Lösung  eine   Gleichungswap^^ 
Herrn  Professor  Mehmke  vorlegte^  teilte  mir  derselbe  freundlichst  mi'^ 
dafs  ein  ähnlicher  Gedanke  bereits  von  L.  Laianne  in  den  Compt^s 
rendus  der  Pariser  Akademie,  t.  11   (1841)  p.  859  und  p.  959  ver- 
öffentlicht worden  sei. 

Nunmehr  glaube  ich,  einen  gänzlich  verschiedenen  und  voll- 
konmieneren  Apparat  vorführen  zu  können:  einen  elektrischen  OleichungS' 
löser. 

Nur  möchte  ich  trotzdem   gerne   als  Einleitung   die  Gleichung^' 
wage  voranschicken;  teils  weil  der  Weg  nicht -ganz  uninteressant  ge^^ 
dürfte,  auf  dem  ich  zur  (vorläufig)  endgültigen  Lösung  gelangt  b^^^ 
teils  weil  dieselbe  die  Erklärung  der   letzteren  wesentlich   erleicht^*^* 
und  vereinfachen  wird. 

Die   Gleichungswage   (Figur  1).     Aufgabe   derselben   ist   es,   cJ^^ 
reellen  Wurzeln  einer  beliebigen  Gleichung  beliebigen  Grades  mecbP-^ 

nisch  auffinden  zu  lassen:  ^^ 
besteht  im  wesentlichen  a^^^ 
einem  Ständer  S  und  ein^^^ 
Eurvenplatte  P,  die  —  gut  au  ^^' 
balanciert  —  in  die  AussdmitC^^ 
des  ersteren  mit  ihren  Achserr^^"' 
fortsätzen  o,  o'  so  eingele^^^ 
wird,  dafs  die  an  o'  angebracht-^^ 
Zunge  Z  auf  die  Nulhnarke 
einspielt. 

In  die  Eurvenplatte  (au 
Blech  oder  Karton)  sind  Kurven  -=^ 
C  geschnitten,  z.  B.  für  t/  =  rc,  j/  ==  a:*,  y^a^  u.  s.  w.  (Natürlich  können  ^ 
auch  beliebige  andere  genommen  werden,  wie:  y  =  a;*/»,  y  =  e*^  etc.). 
Der  Mafsstab  für  die  Ordinaten  dieser  Kurven  wird  aus  nahe- 
liegenden Gründen  für  die  höheren  Potenzen  reduziert,  so  wird  z.  B. 
für  y  =  a;*  nur  der  zehnte,  für  y  ^  x^  nur  der  hundertste  Teil  des  y 
genommen;  dies  gilt  für  a;- Werte  von  1  aufwärts.  Von  0  bis  1  gilt 
das  Umgekehrte;  auch  wird  es  vorteilhaft  sein,  für  diesen  Bereich  die 
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Kuirven  auf  einer  anderen  Platte  im  vergröfserten  MaTsstab  zu  schneiden, 
weil   sie  sich  sonst  zu  stark  drängen,  und  gesondert  zu  behandeln. 

Von  allen  solchen  Kurven  wird  eine  C4.  und  ihr  Spiegelbild  (be- 
züglich der  Mittellinie  oo')  CL  geschnitten.  Durch  die  Kurven- 
scblitze  wird  ein  Stifb  mit  einem  Köpfchen  k  und  einem  Ringe  r 
gesteckt. 

Alle  diese  Köpfchen  kommen  in  den  geradlinigen  Spalt  des 
Wurzelsuchers  W  zu  liegen,  der  nur  —  senkrecht  zur  Mittellinie  — 
parallel  zu  sich  selbst  verschiebbar  ist. 

Zur  Wage  gehört  nun  auch  noch  ein  Gewichtsatz,  der*  folgender- 
mafiBen  eingerichtet  ist: 

Wählen  wir  als  Einheit  z.  B.  Ijr  für  y  =  a?,  dessen  Mafsstab  der 
n&tHrliche  sei,  so  befinden  sich  in  der  ersten  Reihe  des  Gewichtsatzes 
eiue  Anzahl  von  Gewichten  (mit  Häkchen  versehen)  von  lg,^2g,  ig 
^  8.  w.,  bezeichnet  mit:  x,  2x,  3a:,  u.  s.  w.;  entsprechend  dem  —  wie 
oWxi  erwähnt  —  reduzierten  Mafsstab  für  y  =  rc*  in  der  zweiten  Reihe 
ßö^^chte  von  10 g,  20 g^  dOg  u.  s.  w.  bezeichnet  mit:  x\  2x\  3a:*  u.  s.  w. 
(Verfährt  man  fOr  den  Bereich  von  0  bis  1,  wie  oben  angegeben,  so 
niÜBBen  natürlich  auch  die  Gewichte  in  umgekehrter  Reihenfolge  ge- 
öonunen  werden.) 

Aufserdem  ist  noch  eine  Reihe  von  Gewichten  in  entsprechender 
Reduktion  für  die  Konstanten  vorhanden  und  bezeichnet  mit  1,  2,  3  etc. 

Soll  nun  z.  B.  die  Gleichung:  0  =  3a:^  —  Aa?  +  6a:  —  9  aufgelöst 
Verden,  so  entnimmt  man  dem  Gewichtsatz  aus  der  fünften  Reihe  das 
^^^^cht  Sa:^  und  hängt  es  mit  seinem  Häkchen  in  den  Ring  r  des 
Kurvenschlitzes  y  =  a:^,   der  mit  +   bezeichnet   ist;   das   Gewicht  4a;' 

kommt  in  den  Ring  des Kurvenschlitzes  y  =  a:';  6  a:  wieder  in  den 

^^üig  des  -f  -Kurvenschlitzes  y  =  x\  und  schliefslich  9  in.  den  Ring  des 
Stationaren  Stiftes  —  a. 

Jetzt  wird  der  Wurzelsucher  W  mit  all  den  durch  ihn  gehenden 
^Spfchen  und  den  daran  hängenden  Gewichten  so  lange  parallel  zu 
sich  selbst  verschoben,  bis  die  Zunge  Z  auf  Null  einspielt,  also 
Gleichgewicht  eii^etreten  ist. 

Kunmehr  kami  auf  der  Millimeterteilung  E  der  Wert  x  einer 
^^uzel  (fTi)  abgelesen  werden;  dann  wird  W  weiterverschoben,  bis 
^'^^er  Gleichgewicht  eintritt,  w^  abgelesen;  u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  können  nur  die  positiven  Wurzeln  erhalten 
^^Wen.  Um  auch  die  negativen  zu  finden,  braucht  man  blos  die  Ge- 
^^olte  der  Glieder  mit  ungeraden  Potenzexponenten  (in  unserem  Falle: 
^^^*  4a;*,  6a?)  aus  ihren  Ringen  zu  nehmen  und  in  die  Ringe  des  ent- 
•P^^enden  Kurvenschlitzes  auf  der  anderen  Seite  der  Mittellinie  zu 
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hängen;  die  Gewichte  der  Glieder  mit  geraden  Potenzexponenten  ver- 
bleiben auf  ihrem  Platze^  und  man  verfahrt  wie  früher. 

Natürlich  können  auch  statt  der  einen  Eurvenplatte  deren  mehrere 
—  übereinander  angeordnet  —  genommen  werden,  um  das  Durch- 
schneiden der  Kurven  zu  verhüten;  dann  müssen  die  Wurzelsucher  der 
einzelnen  Platten  in  einer  Vertikalebene  starr  miteinander  yerbundeD 
sein,  um  gemeinsam  verschoben  werden  zu  können.  Ja  es  kann  fir 
jede  Kurve  eine  eigene  Platte  in  Anwendung  kommen.  Auch  koDnen 
an  Stelle  der  Kurvenschlitze  nach  der  Kurvenform  gebogene  Drahte 
treten,  die  an  geeigneten  Drahtrahmen  befestigt  werden  und  mit  Oleilr 
ringen  versehen  sind,  welche  oben  Köpfchen  tragen. 

Wenn  diese  Gleichungswage  auch  allgemein  vielleicht  nicht  An- 
wendung finden  könnte,  so  wird  es  —  bei  ihrer  Einfachheit  —  Ar       ! 
speziell^   Falle   stets   ein   Leichtes   sein,    die    entsprechenden  KurTen- 
Schablonen  in   geeignetem  Mafsstab   sich   herzustellen   und   die  Wage       j 
praktisch  zu  verwerten. 

Der  elektrische  Oleichnngsanflöser  (Figur  2  und  3). 

Die  erste  Ausführung  (Figur  2)  besteht  aus  einem  RahmengesbeU 
(aus  4  Nutenleisten  n,  4  Stützen  8  und  4  Querleisten  Q)  zur  Aufiiahu^® 
der  Schablonen-Rahmen  (Ji^,  JR^  u.  s.  w.)  und  einem  Schieber  TF,  det^ 
Wurzelsucher,   dessen  Führungsansatz  /  über   einer  Teilung  T  steJ^*' 

Der  Wurzelschieber  W  ist  auf  den  Leisten  Q  nur  parallel  ^ 
sich  selbst  verschiebbar.  Seine  obere  und  untere  Leiste  sind  in  d^^ 
Abständen  der  Nuten  n  mit  Löchern  versehen,  in  denen  mitteb  A^ 
Klemmschrauben  jt,  ¥  Drahte  D  senkrecht  eingespannt  werden  könner--^ 
so  dafs  sie  stets  —  auch  beim  Verschieben  —  an  den  entsprechend^^ 
Schablonen  anliegen. 

Die  Kurvenschablonen  sind  entweder  aus  starkem  Draht  geboger;^ 
der  gegen  die  Seite,  an  welcher  der  Draht  des  Wurzelsuchers  anlieg^^ 
zu  einer  Schneide  zugefeilt  ist,  wie  bei  J?i,  JRj,  jBj,  oder  aus  Bled^' 
geschnitten,  wie  bei  R^,  und  werden  —  in  geeigneten  Rahmen  be-^^ 
festigt  —  in  die  Nuten  des  Bahmengestells  eingeschoben. 

Soll  nun  z.  B.  die  Gleichung:  2x  +  Sofi  -  6sfi  -  11  ^=-0  aufgelöst^ 
werden,   so  schiebt   man   in   die  Nuten  n  Rahmen   mit   den  Kurven- 
schablonen ein  für:  y  =  x,  y  ^  a^  und  y  =  a^.     Dabei  gilt  bezüglich 
der  Reduktion  der  Ordinaten  dieser  Kurven  das  bei  der  Gleichungs- 
wage Gesagte,  ebenso  betreffs  des  Bereiches  a;  =  0  bis  1. 

Da   nun   die   Gleichungsauflösung   bei   dieser  Maschine   auf  eine 
(elektrische)  Widerstandsbestimmung  hinauslauft,  so  müssen  die  senk- 
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rechten  Drahte  D  erstens  einmal  einen  der  Redaktion  der  Eurren- 
Schablonen,  an  denen  sie  anliegen,  entsprechenden  Widerstand  haben, 
und  zweitens  müssen  diese  Widerstände  noch  nach  Malsgabe  der  be- 
treffenden Koeffizienten  der  zn  losenden  Gleichung  erhöht  werden. 

So  mnfs  in  unserem  Falle,  wenn  wir  (für  y  =  a:)  z.  B.  ^^  Ohm 
als  Einheit  annehmen,  der  Widerstand  des  senkrechten  Drahtes,  der 
aa  der  ersten  Schablone  y  =  x  —  deren  Mafsstab  der  natürliche  sei  — 
anliegt,  ^  Ohm  betragen;  der  des  Drahtes  an  der  Schablone  y  =  (x^ 


PIg.  2. 


deren  Ordinaten  auf  ^  reduziert  seien 


3  X  50  X  1^  Ohm;  und 


deren  Ordinaten  auf  jj^  reduziert  seien  — 


^^^  des  Drahtes  an  y  =  :r® 
ß  X  100  X  i^  Ohm. 

Zu  beachten  ist,  dafs  die  Schablonen  für  die  negativen  Glieder, 
^^^  -Rj,  umgekehrt  eingeschoben  werden  müssen. 

Ferner  ist  noch  ein  Brückenwiderstand  w  vorhanden,  um  die  Kon- 
**^*Jiten  berücksichtigen  zu  können. 

Hier  muls,  für  die  Eonstante  —  11,  die  Kontaktpyramide  p  aus  der 
m  um   11  Teilstriche  nach  rechts  {w)  verschoben  werden.^) 

Von  den  Drahten  des  Wurzelschiebers  sind  der  zweite  und  dritte, 
''^^rte  und  fünfte,  u.  s.  w.  leitend  mit  einander   verbunden;   von    den 

1)  Für  eine  positive  Konstante  hätte  eine  Verschiebung  nach  links,  also  ein 
^^^*^ttchalten  von  Widerstand  zu  erfolgen. 


I  ■;;,.. 


--•5V 


^■^-■■mDiei 


r — 


■  -  üi^fir 


A  >■■ 


-^  foelstandil 


"^^swüifir^    ^^-r^,-    ~*-'^*    *:ä::    .'     ~  -T 
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Die  Stangen  sind  unten  gezahnt  (js)  und  greifen  in  Zahnräder  C 
ein,  ^6  —  auswechselbar  —  auf  den  Achsen  von  Trommelrheostaten 
sitzen.  Das  Gewicht  Q  sucht  die  Trommel  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
zu  drehen  und  prefst  gleichzeitig  die  Nase  n  an  die  Kurve  C  an. 

Fig.« 


i 


Jeder  dieser  Trommelrheostaten  ist  mit  einem  Drahte  bewickelt, 
*^^  Widerstand  der  Reduktion  der  Kurvenschablone  entspricht,  zu 
^  ^ir  gehört.  Der  Koeffizient  des  betreffenden  Gliedes  der  Gleichung 
^^d  nnn  sehr  einfach  dadurch  in  Rechnung  gebracht,  dafs  man  auf 
^^  Achse  ein  entsprechendes  Zahnrad  aufsetzt.    Es  wird  also  von  der 
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Trommel  bei  der  Bewegang  des  Rahmengestelles  immer  der  gehörig^ 
Widerstand  eingeschaltet  ^  nämlich  eine  DrahÜange^  welche  gleich  ist 
der  jeweiligen  Ordinate  der  Kurve  multipliziert  mit  der  dem  KoefB.- 
zienten  gleichen  Ühertragungszahl  (des  Zahnrades).^) 

So  mülste  z.  B.  für  das  6a^  eine  Trommel  gewählt  werden,  di« 
mit  einem  Drahte  bewickelt  ist,  dessen  spezifischer  Widerstand  lOOmal 
so  grofs  ist  als  der  für  das  Olied  2x,  und  ein  Zahnrad  tragt,  cL^s 
dreimal  so  viel  Zähne  hat  als  das  fQr  2x. 

Im  übrigen  erklärt  sich  die  Funktionsweise  von  selbst  nach  der 
des  vorangehenden  Apparates. 


Lösimg  des  Ereiselproblems  mit  Hilfe  der 
Yektoreii-Reclmimg. 

Von  A.  PÖPPL  in  München. 
Die   Bewegung   des   symmetrischen   Ejreisels    mit   fest   gehalfc^^ 


Spitze  bei  beliebig  gegebenen  Anfangsbedingungen  unter  dem  Einfli^TT 
seines  Gewichtes,  mit  der  ich  mich  hier  beschäftigen  will,  ist  frei^ 
schon  sehr  oft  behandelt  worden.    Nur  in  der  Absicht^  die  Vorzüge  ^ 
Vektoren-Rechnung  bei   der   Behandlung   solcher   Probleme   an  euß-^    ^ 
nicht   allzueinfachen  Beispiele  darzuthun,   komme  ich  auf  diese  sd>  ^^ 
lange   gelöste  Frage   von   neuem   zurück.     Aus  diesem  Grunde  we^  ^^ 
ich  mich  auch  darauf  beschränken,  die  allgemeine  Lösung  des  Proble^^^^^^^^ 
abzuleiten;  auf  die  weitere  Diskussion  der  Formeln,  die  mit  der  Vektor^^ 
Rechnung  nichts  mehr  zu  thun  hat,  sondern  nur  ein  Übungsbeisp^^ 
zur  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  elliptischen  Funktion^^^ 
bildet,  werde  ich  dagegen  verzichten. 

Hinsichtlich  der  Bezeichnungen  und  der  Vorzeichenfestsetzunge^^ 
werde  ich  mich  an  die  in  meinem  Lehrbuche  „Vorlesungen  über  tecb^^^^ 
nische  Mechanik^'  gebrauchten  anschliefsen.  Im  übrigen  wird  aber  jede^^ 
Leser,  auch  ohne  dieses  Buch  zu  Rate  ziehen  zu  müssen,  den  nacli^^^ 
folgenden  Ausführungen  leicht  folgen  können,  wenn  er  nur  einig^^ 
Kenntnis  im  Rechnen  mit  inneren  und  äufseren  Produkten  gerichtete^^^ 
Gröfsen  besitzt. 

Von  den  HiKsmitteln  der  Mechanik  benütze  ich  im  folgenden 
ausschlief slich   den  Flächensatz,   der  zur  Lösung  des  Problems  scha 

1)  Der   Strom    tritt   bei   e   ein,   geht   durch   die   Drahtwindungen    bis 
Kontakträdchen  r,  dann  durch  den  Arm  a  und  tritt  durch  die  Feder  f  aus. 


Ton  A,  Fdm. 
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vollständig  atisreiclit.  Nur  bei  den  einleitendeti  BetraehtuBgen,  die  ich 
deB  besseren  Verständnisses  wegen  vorausschicke,  beziehe  ich  mich  auch 
»lif  den  Satz  Ton  der  lebendigen  Kraft* 


§  1,    Vorbereitende  Betraohtnngen. 

Der  Kreisel  sei  in  irgend  einer  seiner  Stellungen  gegeben  und 
besitze  eine  Winkelgeschwindigkeit  tt  um  irgend  eine  durch  seine 
Spitze  gehende  Achse.  Die  Richtung  dieser  Achse  ist  durch  den 
Vektor  U  schon  mit  bestimmt.  Ferner  sei  ein  Vektor  r  nach  irgend 
einem  MaSBenteilchen  m  des  Kreisels  gezogen.  Für  die  Geschwindig- 
keit  ti  Ton  m  hat  man  dann 

b  ^  _  Yut 

wenn  V  das  Zeichen  für  das  äofsere  Produkt  ist.     Für  die  lebendige 
Kraft  L  des  Kreisels  erhält  man  daher 

Femer  denke  man  sich  in  der  gewählten  Lage  des  Kreisels  alle 
Möglichen  Achsen  dm^ch  die  Spitze  gezogen  und  auf  jeder  jene  Winkel- 
gesetwindigkeit  u  aufgetragen^  mit  der  der  Kreisel  um  die  zugehörige 
^chse  rotieren  müXste,  damit  die  lebendige  Kraft  einen  beliebig  ge- 
gebenen konstanten  Wert  L^  annähme.  Die  Endpunkte  aUer  dieser 
'^^kioren  u  liegen  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung 

i2'»'(Vur)'  =  io 

■^^t^t*    Da  die  Gleichung  für  u  vom  zweiten  Grade  ist  und  die  Flache 

'*^h   nicht  ins  Unendliche  erstreckt,  muls  diese  ein  Ellipsoid  sein.    Da 
rf^    Gleichung  auch  noch  erfüllt  bleibt,  wenn  man  u  mit  —  tt  vertauscht, 

^t  der  Mittelpimkt  des  Eilipsoida  mit  der  Kreiselspitze  zusammen 
^*^  der  vorausgeßetzten  Symmetrie  wegen  ist  es  ein  TJmdrehungs- 
r^Psoidy  dessen  Umdrehungsachse  in  die  Kreiselachse  fällt.  Jeder 
^[^^nsvektor  des  Elüpsoids  ist  dem  Trägheitshalbmesser  für  diesen 
^fetor  als  Achse  umgekehrt  proportional  und  das  Ellipsoid  heifst 
.^Aer  das  Trägheitsellipsoid. 
,  Wir  bilden  femer  das  statische  Moment  B  der  Bewegungsgröfae 

"*^    den  Bewegungszuatand  u.     Das  Massenteilchen  ni  liefert  dazu  den 

^^itaag 

V»4Ö  *  t     oder     wVtViit. 

^iKlirift  t  Miitli«[ii*ttk  ö  Phyaik.  4S.Biind.  IW«.   3.  Heft  18 
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Im  Oanzen  erhalt  man  daher 

(1)  8  ^^'wVrVttt  =  n  -^mt^  -^^t .  iit, 

wenn  man  von  einem  Satze  über  das  Rechnen  mit  geometri 
Produkten  Gebrauch  macht.  Für  den  etwas  weitläufigen  Aue 
„statisches  Moment  der  Bewegungsgröfse"  sei  für  8  weiterhin  di 
Zeichnung  ^yDraU**  gebraucht. 

Wie  man  sieht;  ist  der  Drall  8  eine  lineare  Funktion  t 
Zerlegt  man  etwa  tt  in  zwei  Komponenten  il  =»  il'  +  ll"  nnd  ber< 
zu  jeder  von  ihnen  den  Drall  nach  Gl.  (1),  so  ist  auch  das  ga 
gleich  der  geometrischen  Summe  aus  8'  und  8".  Denkt  mar 
daher  beliebige  Strecken  tt  und  die  ihnen  zugehörigen  Werte  'ü 
aufgetragen^  so  wird  dadurch  eine  kollineare  Abbildung  des  R 
bewirkt.  Bezieht  man  diese  Abbildung  auf  jene  Werte  von  i 
vorher  im  Trägheitsellipsoid  als  Radienvektoren  vorkamen^  so 
die  Endpunkte  der  zugehörigen  Drall  werte  8  auf  einem  zweiten  Ellif 
das  als  das  ^^rall-Ellipsoid^^  bezeichnet  werden  mag.  Der  Synu 
halber  ist  es  ebenfalls  ein  Umdrehungsellipsoid,  dessen  Achse  m 
Ereiselachse  zusammenfällt. 

Für  das  innere  Produkt  aus  «  und  8  erhält  man 

«8  =  u'^mt'  ^^ni(uty  «  u^^m{t'  -  (tt^?)«)  =  u«ö  =  S 

wenn  man  mit  u  den  Absolutwert  von  tt,  einen  in  der  Richtung 
gezogenen  Einheitsvektor   mit   tt^    und   das  zu  tt^  gehörige  Tra^ 
moment  mit  6  bezeichnet.     Aus  der  Gleichung 

(2)  tt»  =  2Lo 

folgen  leicht  alle  Beziehungen  zwischen  Trägheits-  und  Drallelli 
Bezeichnet  man  nämlich  mit  du  irgend  eine  unendlich  kleine  St 
die   von    dem  Endpunkte   von  tt  auf  dem  Trägheitsellipsoide  g€ 
ist  und  mit  d8  die  zugehörige  Strecke  auf  dem  Drallellipsoide, 
nach  61.  (2) 

Andererseits  sind  aber  nach  Gl.  (1)  beide  Glieder  auf  der  1 
Seite  einander  gleich  und  daher  ist 

(3)  ttd8  =  »du  =  0. 

Legt  man  also  im  Endpunkte  von  tt  eine  Tangentialebene  a 
Trägheitsellipsoid,  die  alle  möglichen  Richtungen  von  du  entha 
steht   der   zu   tt   gehörige   Drall  8    senkrecht  zu  dieser  Ebene. 


TönkTFEmr 
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l&kehrt  stellt  auch  jedes  tl  senkreclit  zur  Tangentialebene  an  das 
Irallellipsoid  im  Endpunkte  des  zugehörigen  8.  Für  die  Hauptrichtungen^ 
lieh  für  die  Kreiselachse  und  alle  zu  ihr  senkrecht  stehenden 
Leheen^  sind  daher  it  und  8  gleieh  gerichtet. 

Femer  folgt  noch  aus  ÖL  (2),  dafs  die  Hauptachsen  der  Meridian- 
litte  vom  Trägheits-    und  Drallellip8oid  im  umgekehrten  Verhält- 
isse  zu  einander  stehen.     Bei  passender  Wahl  der  Mafsstäbe,  die  man 
Auftragen  von  u  und  8  benutzt,  werden  beide  Ellipsen  einander 
kongruent.     Die   eine    ist   aber   gegen    die  andere   um    einen   rechten 
Kinkel  gedreht;  daher  ist  von  beiden  Ellipsoiden  immer  das  eine  ein 
abgeplattetes,  das  andere  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid  (wenn  aie 
"nicht   beide    Kugeln    sind).     Mit   dem  Trägheitsellip&oide  iit  hiernach 
luch  das  DraUellipsoid  ohne  weiteres  bekannt. 

Diese  Betrachtungen  gestatten  auch,  Gl,  (1),  die  allgemein  gilt,  fiir 
|en  besonderen  Fall  des  symmetrischen  Kreisels  durch  eine  einfachere 
ersetzen.     Man   denke    sieh  tt   in   gwei   Komponenten    zerlegt,   von 
aen  eine  in  die  Richtung  der  Kreiselachse,  die  andere  in  die  Äquator- 
ae  fällt,  entsprechend  der  Gleichung 

wonach  also  fi^  und  a^  zwei  in  den  bezeichneten  Richtungen  gehende 
Einheitsvektoren  sind.  Die  zugehörigen  Drallkomponenten  lassen  sich 
gleicht  bilden  und  man  erhält 

renn   mit  öj    das  Trägheitsmoment  für  lÜe  Kreiselaehse^   mit  6^  das 
|Trägheitsmoment  für  eine  in  der  Äquatorebene  enthaltene  Achse  be- 
Eeichnet  wird.    Eine  einfache  Umformung  ergiebt 

8  =  &Mh  +  ^h^t)  +  ^M^i  -  %) 

Hiermit   ist   der  Drall    in    zwei  Komponenten  zerlegt,   von  denen 
[eine  in  die  Richtung  der  Drehachse,  die  andere  in  die  Riehtimg  der 

iKreiselachee  fällt. 


§  2.    Anfstellnng  der  Hauptglelchnng  des  Problems* 

Hierzu  wird  der  FlÜchensatz  benutzt.   Nach  ihm  ist  die  Anderungs- 
'  gescbwindigkeit  des  Dralls  gleich  dem  statischen  Momente  des  Gewichtes 
®^  bezogen  auf  die  Kreiselspitze  als  Momentenpunkt,  oder  in  Zeichen 


i?-V«..,. 


18' 
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Löamig  des  Kreiielproblemi  mit  Hilfe  det  YeMoim^JMtam^ 


Unter  s  ist  hiernach  der  Sctwerpunktsabstand  and  Tmierii^l 
RÄditisTektor  des   Schwerpimktg   oder   der   Hebelarm   des  Gewri^^ 
2U  verstehen.     Dabei  besteht  noch  zwischen  i^   tmd  u  die  BtnektSf  ^ 

(6)  §==-V««i- 

Die  Differentialgleichung  des  Problems,  die  ich  hier  ab  ditt  Bag^  1 
gleichling  bezeichnen  will,  wird  erhalten,  indem  man  sua  daGtl 
chungeii  (4),  (5)  und  (6)  die  Variabeln  U  und  C  eliminiert,  mi^] 
eine  Gleiohnng  ftir  §^  übrig  bleibt  —  Zu  diesem  Zwecke  be«h  | 
man,  dals 

ifit,   wie   man    durch   Einsetzen    der  Werte   aus    den    drei  Gkicboigi 
findet.     Daher  ist  die  Projektion  B^  von  S  auf  die  Kreisekckse 

eine  Konstante,  die  dnrch  die  Anfangsbedingungen   gegeben  ist.  Mdt 
plizieri  man  GL  (4)  auf  innere  Art  mit  Ij ,  so  folgt 

und  hiemach  ist  auch  u^  eine  Konstante, 

Aue   61.  (6)  folgt  ferner,   wenn  man  sie    mit  ij   auf  InCsere  As 
multipliziert 

V'S^ = ~V*'  V"*i  =  - "  +  »1  •  "»1  — "  +  «i»i, 

und  fOr  II  b&t  man  daher 

Auch  C  läXst  sich  nun  mit  Hilfe  von    GL  (4)    Tollständig  in  *, 

auBdrückenj  man  findet 

«  =  e,(«i«i-V»i§)  +  8i«i(öi-ö«)  =  »i«iö^-0,V».§- 

Man  braucht  jetzt  nur  noch  diesen  Ausdruck  in  GL  (5)  einzusebes, 
um  zur  Hauptgleichung  zu  gelangen.     Sie  lautet 


0) 


^»V«i-w- -  «i«!  w + ^V®»i  ^  «^^ 


Aufser  der  gesuchten  Variabein  ftj  enthält  sie  nnr  noch  gegebfml 
konstante  Gröfsen  und  mit  ihrer  Integration  ist  das  Problem  im\ 
symmetrip'        Kreisels   voUständig   gelöst,   denn   sobald    man   l| 


Ton  Ä,  FciiTL. 
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FuaktioB  der  Zeit  keEiit,  sind  nach  den  zuvor  aufgestellten  BeKiehimgen 
auch   U  nnd  ö  zu  jedt^r  Zeit  bekannt,     Iiu   Zusamnienliange  mit  der 

r  Bedingung,  dafs  1^  einen  Einheitsvektor  bedeutete^  genügt  auch  GL  (7) 
"wollstandig,  um  l|  ala  Funktion  der  Zeit  darzusteUen.  Da  man  dies 
a-UB  GL  (T)  weniger  gut  erkennen  kann,  werde  ich  sie  zunächst  noch 
^uf  eine  zu  diesem  Zwecke  geeignetere  Form  bringen.  Für  die 
^»^eitere  Behandlung  knüpft  man  aber  spater  am  betten  an  GL  (7)  xm- 
xtii^lbar  an* 

L§  3,    Andere  Form  der  Hauptgleichung. 
Zunächst  folgt  aui  der  Gleichung 

dnrct  zweimaliges  Differentüeren  nach  der  Zeit 

»1  di       ^*    ^1  dt*  \dt/ 

l^aehdem  diea  festgestellt  ist,  multipliziere  man  GL  (7)  auf  äuTsere 
irt  mit  §1  und  entwickele  die  dabei  auftretenden  Produkte;  man 
erhält 

L     oder    xmter  Berücksichtigung  der  vorhergehenden  Beziehung 


^ — •.(-.'^)  ■-  «'k  v».  ^ + ^(«  -  •■  »'.)• 


t 

^^^^  Hiemach  lasseu  sich  auch  alle  höheren  Differentialquotienten  im 
^^Ä^n  und  in  1^  selbst  ausdrücken  und  man  könnte,  wenn  man  die 
[  Mtth^  nicht  scheuen  wollte^  ^^  nach  dem  Tajlorschen  Satze  ohne 
^^iteree  in  Form  einer  Reihe  als  Funktion  der  Zeit  darstellen,  da  die 
-^-^fangswerte  von  Ij  und  seinem  ersten  DifferentiaJquotienten  durch  die 
^^ÄJiXaagisbedingungen  jedenfalls  gegeben  sind. 

^^^h  g  4,    Erste  Integrale  der  Eauptgleichung, 

^M  Ein  erstes  Integral,  das  die  Hauptgleichung  vollständig  zu  ersetzen 

^^  ^^^^Q^ixie^  läfst  sich  nicht  ohne  weiteres  angeben;  ein  solches  müföte 
^^  iiotwendig  wieder  eine  Vcktorgleichung  sein^  d,  h.  eine  Gleichuüg,  in 
^B  ^^  jedes  Glied  die  Bedeutung  einer  gerichteten  Gröfee  hat*  Nor  wenn 
^  *  »der  @  gleich  Null  sind,  also  für  den  kräftefreien  Kreisel^  ergiebt 
^^^  ein  solches  Integral  sofort,  indem  jedes  der  beiden  ersten  Glieder 
m  dei-  haken  Seite  ein  vollständiges  Differential  nach  der  Zeit  bildet. 
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Dagegen  kann  man  leicht  zwei  skalare  Integrale  der  ELaupl^leichung 
angeben,  die  sich  für  die  Lösung  des  Problems  recht  nützlich  erweisen 
werden.  —  Zur  Ableitung  des  einen  von  ihnen  multipliziere  man  die 

Hauptgleichung  auf  äufsere  Art  mit  -^,   entwickle  die  Produkte  und 

streiche  jene  Glieder,  die  nach  den  vorhergehenden  Betrachtungen  gleich 
Null  sind.    Dann  bleibt 

^«•i-d*    dt*        ^^^'^  dt       "• 

Jedes  der  Glieder  ist  mit  dem  Richtungsfaktor  §^  behaftet,  der  daher 
gestrichen  werden  kann.     Man  behalt  daher 

und  hieraus  durch  Integration 

(9)  ie,(^y-s9»,'^K 

Dieses  Integral  hätte  sich  auch  unmittelbar  nach  dem  Satze  vor^ 
der  lebendigen  Ej-aft  anschreiben  lassen;  der  Wert  der  Integrations— 
konstanten   ergiebt   sich  aus  den  Anfangsbedingungen  zur  Zeit  t  =  0^ 

Das   andere  erste  Integral   erhalt  man   aus   der  Haupi^leichung^ 
indem   man  jene   Komponente   von   ihr  nimmt,   die  in   die  lotrechte^ 
Richtung  fällt,   d.  h.  es  ist  jenes  Integral,   das  aus  dem  Flachensatze« 
folgt,   wenn   man   ihn   auf  eine  durch  die  Ereiselspitze  gezogene  lot- 
rechte Achse  anwendet.    Der  bequemeren  Ausdrucksweise  wegen  wollen 
wir  uns  an  der  Ereiselspitze  ein  im  festen  Räume  ruhendes  Koordinaten- 
system der  {,  j,  t   angebracht  denken,  von  dem  {  in  der  Lotrichtung 
senkrecht  nach   abwärts   geht,   während  j  und  f  in  der  horizontalen 
Ebene  beliebig  orientiert  sein  mögen,  so  jedoch,  dals  die  Aufeinander- 
folge {,  j,  t  ein  Rechtssjstem  im  Räume  bildet.    Da  {  hiemach  mit  9 
gleich  gerichtet  ist,  können  wir  dafür  in  der  Folge 

schreiben,   wenn    G   den  Absolutbetrag  des  Kreiselgewichtes  bedeutet. 
Um   die   {-Komponente   der   Hauptgleichung  zu  erhalten,   multi- 
zieren  wir  sie  mit  {  auf  innere  Art.    Das  Glied  mit  9  fallt  dann  weg 
und  man  behält 
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^^c>:araTis  durch  Integration 

gefruden  wird.    Dabei  ist    C  eine   neue  Integrationskonstante,   deren 
^W^iH;  mit  den  Anfangsbedingungen  ebenfalls  ohne  weiteres  gegeben  ist. 

§  5.    Partikuläre  Integrale  der  Hauptgleichung. 

Die  Hauptgleichung  umfafst  alle  möglichen  Bewegungsarten  eines 
symjxietrischen  Körpers  mit  festgehaltener  Spitze  unter  dem  Einflüsse 
des    Gewichtes,  also  auch  die  ebene  Pendelschwingung,  die  Schwingung 
des  Körpers  als  sogenanntes  Zentrifagalpendel  und  vor  allem  die  regu- 
läre     Prazessionsbewegung.      Allen    diesen    einfachen    Bewegungsarten 
müssen  auch  einfach  gestaltete  partikuläre  Integrale  der  Hauptgleichung 
entsprechen,  die  sich  leicht  aufsuchen  lassen.     Aus  diesen  partikulären 
Integralen  lafst   sich   dann   auch   das  allgemeine  Integral  der  Haupt- 
gleicliung  nach  bekannten  Methoden,  nämlich  durch  die  Variation  der 
Konstanten   ableiten.     Am   besten   knüpft   man  dabei  an  die  reguläre 
l^Äzessionsbewegung  an. 

Selbst  wenn  das  Ereiselproblem  bisher  noch  nicht  gelöst  worden 

^^1^,  würde   man   doch   schon   aus   der  Erfahrung  wissen,    dafs   die 

^^iselachse   gewöhnlich   ungefähr   einen   geraden   Kreiskegel   um    die 

lötrechte  Achse  beschreibt.    Es  würde  daher  von  vornherein  sehr  nahe 

^^K^n,  zu  versuchen,  ob  eine  solche  kreiskegelformige  Bewegung  in  der 

"^^^ptgleichung  mit  enthalten  ist.     Versuchsweise  setzen  wir  daher 

^^1)  «1  =  a^\  +  agcosqp .  i  +  a^sing} .  f, 

^^xxi  dies  ist  die  Gleichimg  eines  horizontalen  Kreises,  dessen  Mittel- 
*^^^^^Xkt  auf  der  {-Achse  liegt.     Man  mufs  nur,  damit  S^  einen  Einheits- 
^^^ior  bedeute, 


5n,  so  daifi  Gl.  (11)  nur  eine  willkürliche  Konstante  a^  enthält,  die 
^^^«sen    nicht    gröfser    als   Eins   sein   darf.     Der  Winkel   tp   ist  ein 
^^litungswinkel,  den  die  durch  8^  gelegte  Lotebene  mit  ihrer  Anfangs- 


bildet und  eine  vorläufig  unbekannte  Funktion  von  t. 

Setzt   man   diesen  Wert   von   S^    in   die  Hauptgleichung   ein,   so 

^^^^t  man,   daCs  sie  in  der  That  befriedigt  wird,   falls  man  -^  =  0 
^^^  mid  dem  konstanten  -^  einen  passenden  Wert  erteilt.     Obschon 
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diese  Rechnung  sehr  einfach  ist,  wird  es  doch  yielleicht  gut  sein,  W( 
ich  sie  ausführlich  anschreibe.     Man  hat  nach  GL  (11) 

5^  =  (-  a^siny  .  i  +  Ojcosy  .  f)^ 

^=(-a,sin9).i  +  asjCos9).f)^--(a,cos9).i  +  a28in9).r)(^y 

und  daraus  erhält  man  unter  Beachtung  der  Multiplikationsregeln 
die  Einheitsvektoren  i^  j|>  f 

V*i-?Jr  =  (»il-«i«»cos9).i--aia,8in9).l)^ 

-  (oja,  cos  9 .!- a^a,  sin  y .  i)(-^y. 

Ebenso  erhalt  man  ftlr  das  andere  in  der  Hauptgleichung  vorkommeiK^ ' 
Vektorprodukt 

V®«i  =  öVl«i  =  ©(Ojcosqp.f  —  Ojsiny  -i). 

Setzt  man  alle  diese  Werte  in  die  Hauptgleichung  ein,   so   geht 
über  in 

ö,(a|J— a^Oj  cos  9. 1  —  0^0,  sin  9)J)-^  +  ö,ai  «^(siny.i  — cos  9. f)(-^ 

+  Wiöiaj(sin9  .j  —  cosy  .  f)-^  —  söa,(sin9),i  —  cosy  .  I)«=0. 

Die  drei  letzten  Glieder  der  linken  Seite  enthalten  alle  denselbe 
Klammerfaktor  und  sind  daher  alle  unter  sich  gleich  gerichtet, 
erste  Glied  ist  dagegen  anders  gerichtet,  und  damit  die  geometrisclM     t    J' 

Summe  Null  sei,  mufs  daher  das  erste  Glied  verschwinden,  d.  L  jr^^^'ä" 

mufs  gleich  Null  sein.    Die  Präzessionsbewegung  geht  daher  mit  ein« 
konstanten  Geschwindigkeit  vor  sich,  die  wir 

da 

nennen  wollen.     Die  vorige  Gleichung  geht  dann  über  in 
O^a^w^  +  u^B^w  —  sG^  =  0, 

woraus  man  durch  Auflösung  nach  tv 


erhält.     Zu   jedem  Werte   von   a^   und   u^    giebt   es   daher  zwei   ^^J*" 
schiedene  Geschwindigkeiten  von  regulären  PriLzessionsbewegungeO;  ^® 


i  ^laagsame^^  und  als  ,,schii©lle"  Präzession  liezeiclinet  werden,  Falls 
;^Jei]i  sein  sollte^  muTs  mdesHen  a^  entweder  positiT  oder,  falls  negSkÜT^ 
X-  Ton  kleinem  Wert  sein^  damit  die  Wurzel  nicht  imaginär  wird. 
A^rt  man  u^  gleich  I^ull  und  maeht  a^  positiv  (also  so^  dafs  die 
^eijedadise  schrug  nacli  abwärts  geriohtet  iat)^  so  geht  die  reguläre 
-as^essiou  in  die  Schwingung  des  Kreisels  als  Zentrifugalpendel  Über, 
'  Anf  die  weitere  Besprechung  der  regulären  Präzession  kann  hier 
KTS&iclitet  werden. 

§  8.    Das  aUgemeiie  Integral  der  Hauptgleicliimg. 

Die  aUgemeiue  Lösung  des  Kreiselproblems  wird  aus  der  TOrher- 
thenden  partikulären  Lösung  dadurch  gefunden^  dafs  mau  an  Stelle 
r   Konstanten  a^  in.  GL  (II)    eine    vorläufig   unbekannte   Funktion  x 

Zeit  setzt,  die  dann  so  bestimmt  wird,  dafs  die  Hauptgleichung 
ifriedigt  ist.    An  Stelle  von  (11)  schreibe  ich  daher 

13)  Ä|  =  ^i  -f  y  C08  9  ,  i  +  ^  sin  9  « I, 

obei  X  mit  tf  durch  die  Gleichungen 


1 


und  daher    ^ -- -  y  ^ 


^  +  f 

^^^emmenhängt.     Hiernach  findet  man  für  ^: 

rfli       *dx  ,    f /du  .        dif\    .   M/dp   *         ,  d(p\ 

^^lÄuf  wird  auch  der  zweit«  Differentialquotient  gebildet  und  die  im 
liegen  Paragraphen  ausführlich  angeschriebene  Eechnimg  in  derselben 
^»ienlblge    wiederholt.      Wegen    des    Hinzutretens    der    Differential' 
»tienten   von  x  und  ^  wird  freilich  die  Rechnung  erheblich  weit 
iger^   man    überzeugt   sich  indessen   auch  hier  ohne  Schwierigkeit^ 
die  Hauptgleichujig  von  der  Lösung  (13)  identisch  befriedigt  wird, 
die    unbekannten   Funktionen   a;    und   9    den    folgenden    beiden 
fleichungen  genügen: 

dg>  _  t*j  Ö,  a?  +  ü 
dt  '^  e,(l— x") 

bedeutet  C  zunächst  irgend  eine  unbestimmte  Eonstante.    Hat 

ie  allgemeine  Lösung  der  Gl  (15)  gefunden  ^  so  findet  man  aus 

|urch  eine  Quadratur  auch  93  als  Funktion  der  Zeit  und  hiermit 

die  allgemeine  Losung  (13)  der  Hauptgleichung  näher  bestimmt. 
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Dais  diese  Lösung  allgemein  ist,  erkennt  man  nämlich  darauf 
dafs  sie  die  nötige  Zahl  willkürlicher  Integrationskonstanten  enl 
hält,  um  sie  jedem  beliebig  gegebenen  Anfangszustande  anpassen  z 
können. 

Freilich  ist  hiermit  die  Integration  der  nichtlinearen  Differentia 
gleichung  zweiter  Ordnung,  die  wir  als  die  Hauptgleichung  bezeichnete] 
nur  auf  die  Integration  einer  anderen  gleichfalls  nichtlinearen  Differentia 
gleichung  zweiter  Ordnung  für  x  zurückgeftthrt.  Der  Fortschritt,  de 
damit  erzielt  ist,  mufs  aber  doch  schon  als  sehr  erheblich  bezeichne 
werden,  indem  die  Hauptgleichung  eine  Yektorgleichung  war,  währen 
wir  es  in  61.  (15)  nur  noch  mit  einer  gewöhnlichen  skalaren  Gleichun 
zu  thun  haben. 

Es  war  zwar  nötig,  den  Nachweis  unmittelbar  zu  f&hren,  dais  de 
Ausdruck  (13)  unter  den  näher  ermittelten  Bedingungen  die  HAupl 
gleichung  befriedigt,  weil  die  ersten  Integrale  der  Hauptgleichung,  di 
wir  in  §  4  aufstellten,  diese  nicht  vollständig  zu  ersetzen  yermochtei 
Nachdem  dieser  Nachweis  erbracht  ist,  knüpft  man  aber  die  weiter 
Behandlung  am  besten  an  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  in  §  4  ai 
Diesen  Gleichungen  mufs  der  in  Gl.  (13)  aufgestellte  Wert  Ton  § 
ebenfalls  genügen. 

Führt  man  den  Wert  von  ij  in  GL  (10)  ein,  so  gelangt  ma 
freilich  zu  keinem  neuen  Resultate;  man  kommt  damit  nur  auf  di 
schon  in  Gl.  (14)  aufgestellte  Beziehung  zurück.  Hierbei  ergiebt  sie 
übrigens,  dafs  die  in  Gl.  (14)  und  in  Gl.  (10)  mit  C  bezeichnete 
Eonstanten  identisch  mit  einander  sind. 

Anders  ist  es  aber  mit  der  Gleichung  der  lebendigen  Eraf 
Gl.  (9).  Wenn  man  in  diese  den  Wert  von  %^  aus  Gl.  (13)  einsetzl 
erhält  man,  unter  Berücksichtigung,  dafs  9%^  hier  gleich  Ox  z\ 
setzen  ist, 

^  ^«  ( (S)  +  (sf  ^^' 9>-y  sin  9  ^)  +  (^  sin  9+y  co^ 

Nach  Ausquadrieren  und  unter  Beachtung  des  zwischen  x  und 
bestehenden  Zusammenhanges  geht  dies  über  in 

oder  nach  Einsetzen  des  aus  dem  anderen  Integrale  erhaltenen  iii=i 
auch  schon  in  Gl.  (14)  angeschriebenen  Ausdrucks  für  -^ : 


Von  A.  F'öi'Pi.. 


283 


dx 
Üujrch  Auflösen  nach  -j-  erhält  man  daraus 

(16>     ~  =  ±^^V2Kii-  a?*) B^+2sG e^x(l  ^  x^ -  {u, 6, x  +  G)\ 

Nftcliträglicli  über^eiigt  man  sich  leicbt  davon,  dafs  man  hiermit  in 
der  That  auch  ein  erstes  Integral  der  Bedingungsgleicbung  (15)  för  m 
gewonnen  hat;  die  zugehörige  Integration&konstante  iet  K.  Das  voll- 
ständige Integral  der  Gleichung  für  x  ist  daher 

(17)       t=c+e,f      ,  ^"^ 

wenn  c  eine  neue  Integrationskonstante  bedeutet.  Der  Ausdruck  unter 
dem  Wurzelzeichen  ist  für  x  vom  dritten  Grade,  das  Integral  ist 
daher  ein  elliptisches  und  umgekehrt  iet  x  eine  elliptifiehe  Funktion 
der  Zeit,  die  sich  mit  Hilfe  eines  Amplitudensinns  in  einfacher  Weise 
d^Btellen  lafsi 
^m  Dafs  man  bei  der  strengen  Lösung  des  Problems   ohne  elliptische 

^V  F'iiiilitionen  nicht  auskommen  kamij  war  übrigens  von  voniberein  voraus- 
^usehenj  da  ja  schon  die  ebene  Pendelbewegung,  die  als  besonders  ein- 
facher Fall  in  der  aügemeineu  Lösung  mit  enthalten  ist,  auf  elliptische 
Koalitionen  führt.  In  der  That  ist  übrigens,  von  der  rein  analytischen 
^itelier  betrachtet,  die  Kreiselbewegmig  nicht  wesentlich  verwickelter, 
^  die  Pendebchwingung,  Man  kann  nämlich  GL  (17),  die  den  zeit- 
lichen Verlauf  der  Kreisel bewegung  im  wesentlichen  beschreibt,  durch 
euie  lineare  Substitution  immer  so  umformen,  dafs  sie  sich  auf  eine 
"eitdelbew^ung  bezieht,  d,  h.  man  kann  ein  einfaches  Pendel  angeben, 
^^  dieselbe  Periodizität  hat,  wie  die  Kreiselbewegung,  Es  ist  aber 
^*elit  nötig,  hier  näher  darauf  einzugehen. 

Für  die  weitere  Verwendung  der  aufgeatellten  Formeln  empfiehlt 
*^  »ich,  die  Integrationskonstanten  C  und  K  durch  solche  Werte  zu 
^^■^©tisen,  die  sich  unmittelbar  auf  die  Anfangsbedingungen  beziehen. 
l-*&bei  steht  es  uns  noch  frei,  ohne  die  AUgemeingiltigkeit  der  Losung 
^^     beeinträchtigen,   die  Zeit  t  von  einem  Augenblicke  an  zu  zählen, 

^     dem    ^-  gleich  Null  ist,   denn  eine  solche  Wahl  ist  stets  möglich, 

*^  X  bereits  als  ein©  periodische  Funktion  der  Zeit  erkannt  iet.  Der 
^^     dieser  Zeit    zutreffende  und  als  gegeben   anzusehende  Wert  von  x 

*^i  mit  Xq,  der  zugehörige  Wert  von  ^  mit  iv^  bezeichnet.    Dann  ist, 

^^  aus  den  vorausgehenden  Formeln  folgt, 

E^lß^wl{l-x^)-sGx^ 
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zn  setzen  und  an  Stelle  toü  Gl  (16)  erhalt  man 

/j  *       t , ^ 

(18)  ^=±^i/^^^^n^sö^ö-^^v^^ 

Zum  Vergleiche  mag  noch  angegeben  werden,  wie  die  GleichuÄ^ 


lanieii   wenn  man  sie  auf  ein  eini'aches  Pendel  von  der  Fadenlauge 
bezieht*     In  dieBem  Falle  ist  9^  =  0;  ö|  =  mP;  s  =  1  und  G  =^  nnj  ' 

setzen^  so  da&  man  erhält 


^^^^±yix~z,)[^il-x^~i,l(l-a^(x  +  x,)}. 


d 


Setefc  man   überdies   noch   w^  =  0,  so  kommt  man  auf  den  FaJl  A^^ 
ebenen  Schwingungen  eines  einfachen  Pendeb,  wofür  die  Gleichung 


lautet.    In  diesem  Falle  wird  C  =  0  und  nach  GL  (14)  auch  ~  =^ 

Für   die  Reduktion  des  elliptischen  Integrals  auf  die  Nonnalfo 
hat  man  zunächst  den  quadjatischen  Faktor  unter  dem  Wurzelzeicl»- 
in  GL  (18)  in  seine  linearen  Faktoren  zu  zerlegen.    Setzt   man    die^ 
quadratischen  Faktor  gleich  Null  und  lost  nach  x  auf,  so  erhält  dä^j 

(19)    X  -     M±yM^  I  ^!^?^^+^gg^»-^l<^Q^O-^g)-^^'^o^i^i(t- 

wobei  zur  Abkürzung 


I 


4 


gesetzt  ist*  Während  der  Kreiselbewegung  schwingt  «  zwischen  d^^* 
Werte  cc^  und  einem  Werte  x^  hin  und  her,  der  durch  GL  (19)  a^^-^^^ 
gegeben  wird,  wenn  man  darin  das  positive  Wurzelrorzeichen  nimic^::-^^ 
Wenn  ii|  sehr  grofe  ist,  kann  man  dafür  naheraugsweise 


setzen,   d.  h.  der  Kreisel  schwingt  dann  nur  zwischen  zwei  sehr 
bei  einanderliegenden  Werten  von  x. 

Die  weitere  Erörterung  dieser  Einzelheiten  hätte  an  dieser  Stei 
keinen  Zweck,  Mir  kam  es^  wie  ich  nochmals  hervorheben  m5ch' 
nur  auf  den  Nachweis  au,  auf  wie  einfache  Art  sich  die  Theorie  di 
Kreisels  mit  Hilfe  der  Vektoren  behandeln  läXst,  ohne  dafs  man  b: 
der  Mechanik  mehr  als  nur  den  FlächensatE  voraussetzen  müTste. 


Stetheörienete!    Von  Waxtl  Both, 


Die    Festigkeitstlieorien  und   die   von  ilmen  abhängigen 
Formeln  des  Maschinenbaues. 

Von  Paul  Roth  in  Berlin. 


Ifan    berechnet    heutzutage    im  Masehinenböu  Konstruktionsteüe, 
die    auf  zusammengesetzte   Festigkeit   beanspnicht  werden,   naeh   dem 
Qesichtspunkt^  dafs  die   größte   auftretende    Dehnung   einen    gewissen 
durcli  Materialbeachafl'enbeit  und    die   jeweiligen  Umatände   gegebenen 
Grenzwert  nicht  überschreitet.     Diese  Eechenmethode  gründet  sich  auf 
die   Theorie,    dafs    die    grÖfate  Dehnung   für   jeden   Spannungazustand, 
vor  allem  für   die  Elastizitätsgrenze,   charakteristisch   ist    In   neuerer 
Zeit  ist   diese  Theorie   Ton    verschiedenen    Seiten    angegriffen  worden, 
weil  es  sich  zeigte,    da£s  die  Theorie   mit    den  Ergebnissen  von    prak- 
tischen Versuchen  nicht  übereinstimmt.     Wenn  dem  so  ist,  so  mtifs  an 
^"«  SteUe  der  alten  Theorie  eine   neue    als  Grundlage    für   die  Festig- 
«©iteformeln  gesetzt  werden.     Es  ist  nun  die  Frage,  welche  Festigkeits- 
^aeorie  nach  dem  bis  heute  Torliegenden  Versuchematerial  die  gröfste 
''afoscheinlichkeit  für   sich   hat,   und  wie  weit   sich  die  Gestalt   und 
^^  fiesultate  der  Festigkeitsformeln  des  Maschinenbaues  mit  der  ihnen 
^^     Grunde    liegenden   Theorie    ändern.     Hierüber  soll   die  Torliegeude 
^^b«it  Aufachlufs  gebeu.     Sie  zerfallt  nach  dem  Gesagten  von  selber 
*^   ^wei  Abschnitte: 

Im  ersten  Teile  sollen  die  bisher  aufgesteUten  Festigkeitstheorien 
^*^  Hand  des  Versuchsmaterials  einer  kritischen  Betrachtung  unterworfen 
Verden, 

im  zweiten  Teile  sollen  die  für  den  praktischen  Gebrauch  vrich- 
-  ^stcn  Formeln  der  Festigkeitelehre  nach  derjemgen  Theorie  abgeleitet 
^Bridejj^  die  sich  als  die  wahrscheinlich  richtige  im  ersten  Abschnitt 
^"■»eben  hat. 

Bei  der  Besprechung  der  Festigkeitstheorien  werde  ich  mich  an 
/^ii   Aufsatz  von  0.  Mo hr^): 

Welche  ümstäade  bedingen  die  Elastizitätsgrenze  und  den  Bruch 
^iÄea  Materials? 

anlehnen  und  namentlich  die  dort  angegebene  zeichnerische  Dar- 
**^UuBg  beliebiger  Spannungszn stände  benützen.  Die  Darstellung  ist 
^^^mbhängig  von  jeder  Festigkeitstheori©  und  liefert  ein  ausgezeichnetes 

1)  Zeikchnfi  dee  Yerems  Deutseher  IngenieTU^  1900,  S.  1524  ff. 


Hst  nua  «n  «faittr  Stella  eines  durdi  iuiseTe  Emft« 
Korpere  die  XonnakfMmiiimgen  and  SehnbspaiLnimgeti 
•exikmcbte  FKcheneletnente  ermittelt^  so  kaim  i 
he  Umreelmtmg  die  Spannimgeti  für  bei 
fttdwaeleiDeaite  desselbeo  Eorperpimldes  finden.  Maa 
dab  m  je  drei  aissgezeichtielea  FläcbenelementeB  die  S 
Diese  Fliehen  stehen  auf  einander  » 
wirbamim  reinen  NormmlspanniingeB  werden  ak  E 
ihre  AUionslinien  i^  Hauptacb^B  des  Punktes  hezi 
HAnptspsnnttQgesi  ist  an  jeder  Stelle  des  beanspmcl 
Spannangaziis^nd  TollstaDdig  bestimmt 

Denkt  man  sich  ein  Körperelement  als  anendli 
heransgenommeOf  nnd  dnreb  je  zwei  Hanptacbseti  deei 
gelegt,  so  schneiden  die  drei  Ebenen  die  Kugel  in  drei 
Es  laJst  sich  leicht  beireisen,  dals  die  Eicbtnngen  der  C 
in  denjenigen  Oberfläcbenelementen  der  Kugel  ^  welel 
drei  Kreise  geschnitten  werden,  in  die  Ebene  eben  die 

Die  drei  Uanptspannnngen  seieQ  der  algebrais^ 
geordnet  tf^  0^  <r^^  die  drei  Ebenen  aoUen  als  ^y-,  i 
zeichnet  werden,  nach  den  Indi(>es  der  beiden  Hauptep 
sie  enthalten. 

Die  Spannungen  in  den  Oberüaebenalementen  d 
in  einem  Koordinatensystem  derart  aufgezeiclmet,  t 
Spannung  einer  Fläche  ala  Abscissej  die  zügehörige  S* 
Ordinate  abgetragen  wird.  Die  Punkte  des  Systenn 
Spannungen  darstellen,  liegen  auf  der  Abscissenachse^ 
Spannungen  keine  Scbufakomponenten  besitzen.  In  Fij 
die  Strecke  ÖZ,  6^  durch  ÖT,  tf^  durch   ÖX  dargest« 
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in    <ier  0ahEhene.    Man  erhält  also  aus  den  Gleicligewichtsbedingangen 
des*     Eraftoy  die  an  dem  Prisma  angreif en,  die  beiden  Gleichungen^): 

(1)  tf  ==  tf,  sin*  V  +  ^x  ^^^^  9 

(2)  r  =-  (tf,  —  tf  J  sin  9  cos  9> 
Durch  Elimination  von  tp  erhält  man 

(tf  -  O  {p,  -  tf)  =  x\ 

Daraus  erkennt  man,  dafs  der  geometrische  Ort  der  Punkte  (tf,  r) 
ein  Ejreis  ist,   dessen  Mittelpunkt  auf  der  tf-Achse   liegt   und   die  Ab- 
sÖBse  I  {6^  +  6^  hat,  und  dessen  Durchmesser  die  Länge  (tf,  —  6^  hat. 
Da  die  Kugel  unendlich  klein   ist,   so   kann   man   die  Spannungen   in 
den  Oberflächenelementen,  welche  den  betrachteten  Prismenseiten  parallel 
sind,  gleich  den  entsprechenden  Spannungen  in  diesen  setzen.    Auf  dem 
Kreis  über   der   Strecke   XZ  ^6^  —  6^  (Fig.  2)   liegen   demnach   die 
^^'Jidrte,  deren  Koordinaten   die   Spannungen   in   solchen   Oberflächen- 
olemeiiten   der  Kugel  wieder- 
S'öbeii,   welche    von    der   zx- 
■Ebene     geschnitten     werden. 
S^^hlägt  man   noch   über   den 
Strecken   XT—  6^  —  6^  und 
^^^6^  —  6^  Kreise,  so  liegen 
^'^     deren     Peripherien     die 
P'öikte,  deren  Koordinaten  die 
Spannungen  von  Oberflächen- 
elementen  senkrecht  zur  xy- 
Toid  yj^Ebene  darstellen.    Die 
drei  Kreise  über  den  Strecken 
^2,  XYf  YZ  nennt  Mohr  die  Hauptkreise  des  Spannungszustandes.   Die 
^^i^nkte,  welche  Spannungen  eines  beliebig  gelegenen  Oberflächenelementes 
d^  Kugel  darstellen^  liegen  sämtlich  innerhalb  der  beiden  von  den  drei 
^^iaen  umschlossenen  Zwickel.     Der  Hauptkreis  über  XZ  ist  vor  den 
^iden    anderen   dadurch   ausgezeichnet,   dafs  er   die    grölsten   Schub- 
'P^Hnungen  enthält^  welche  zusammen  mit  einer  Normalspannung  von 
"^■ÖBunter  Gfröfse  auftreten. 

Die  Darstellungsweise  hat  vor  der  bekannteren  Spannungsellipse 
*en  Vorteil,  dafs  man  durch  sie  ein  Bild  von  dem  Verlauf  der  Span- 
'^^Uigen  nicht  nur  ihrer  Gröfse,  sondern  auch  ihrer  Richtung  nach  ge- 
^^^en  kann,  und  zwar  auf  folgende  Weise:   Verbindet   man  (Fig.  2) 


1)  S.  Föppl,  Festigkeitelehre  S.  29. 


DbB  FMÜg^eltAttieorieti  ete. 


bdiebiga  INmkt  A  des  X^-Kreises    mit 


und  mit  dem  Paukt  £, 


Punkten  J  ^11 
Koordinaten  die  Spaimuiigikf 


der  dritten  PrisoieEkiette  angeben^  so  bildet  AR  mit  ÄX  oaiJlj 
mOmh  Winkel  wie  0  mit  e^  und  c^  in  Fig.   1,  wie  Dum  itia  %( 
efaimgeii  1  und  2  eikenneti  kami.      Schlagt    matt   um  Ä  tTi^  ?|  ^ 
Idmoen  Kreb  ron  beUebigtem  Dtirehmesser;    und    sieht  diüen  !•  ^1 
gjritttai  Kugdkrm  der  X^Ebene  an,  so  giebt  AX  die  Riektm^i 
HaupCspanncmg   <r,,   ^Z  die  Richtung  der  Hauptspamitiiig  0^  g^ , 
AS  «dmeidel  da  kktiieii  Kreis    um  A  in    einem  Punkt,  wridet  % 
I^ge    des   Flidciieleineiitee,    tu    dem    die    Spamttmgen   OP^i^ 
P£  »  c  benscli^  zo  dea  Hauptachsen  ToUständig  bestiitimL 

Uater  alkn  Spamiungszuständen  aind  diejenigen  toq  berroniph 
lakenme,  wekke  am  häufigsten  doreh  den  Verstieh  Terwirklick  mf^ 
nämlidi  emfibcher  Zog,  einfacher  Drtick^  reine  Drehung.  Die  ^ 
sprecheadeii  grofsten  HauptkreiBe  sind,  mit  I^  11^  lH  bezeidmet^  ^ 
Fig.  3  eingetrageiL    £•  ist  im  Falle 

(T)  if,  ^n,  u,^  tf^  =  0 

(D)  ff.  =  tf,  =-  0  tf,  =  -  % 

An  einigten  weiteren  Beispielen  soll  gezeigt  werden,  in  wie  ^m 

Habe  die  Mohrsche  Daj^ellnngsweise   das    Eindringen   in  das  Wm 

P^  ^  Ton      scheinbar     komplm^ü 

t  Spanniingszugtinden  erieicbi^ 

insbesondere    wenn    die  äpt 

ntingen      periodiseheTi    Sckn^ 

kimgen   unterworfen  sind 

Ein     beiderseits    getebk^ 

senes^     kreiBZjlindrisdiea  Biik 

mit    starker    Wandnngj  imm 

innerer  Kadlua  r,  dessen  aulknr 

Badin s   R   ist,    sei  auf  imm. 

Überdruck  vom  Betrage  p  beansprucht.     Dann   treten  in  einem  Pimki 

der  Wandung,   der  den  Abstand  9  Ton  der   Rohradise   hat,  Mgsak 

Hauptspannungen^)  auf:  ^ 

tangential       <r,  =  p  51^— 1 '  ~^ — 


*<r 


axial 
radial 


1)  Bacb,  ElwFt.  u.  Festigk.    IV.  Ä^.  f  m. 


Yon  pAt'L  EoTit. 
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Die  Abscisse    des  Mittelpunktes   för   den    grorBten  Bauptkrei^    ist 

■'  '     —  =  -p^—  =  tf ^  =  COEst,     Die  grofsten  Hauptfcreise  aind  bJso  für 

'^e  PaJikte  im  Inneren  der  Wandung  und  an  den  Oherfiäclien  konzen- 
trisch, die  Durchmesser  der  beiden  anderen  Hauptkreise  sind  stets  ein- 
OJider  gleicli.  An  der  auTseren  Oberfiäche  des  Rohres  wird  cT^^  ^  0,  der 
^pannuogszustand  daselbst  unterscheidet  sich  von  dem  der  einfachen 
«nggpannnng  nur  durch  das  Vorhandensein  der  mittleren  Hanptr 
ipamiong  6^  In  Fig.  4  eind  die  Hauptkreiae  fiir  einen  Punkt  der 
»tiiseren  (ausgezogen)  und  für  einen  Punkt  der  inneren  Oberfläche  (ge- 
strichelt) gezeichnet. 

In  einem  Rohr  ohne  feste  Boden  (etwa  einem  warm  aufgezogenen 
Geschützring)  wird  die  axiale  Hauptspannung  6^  =  0,  die  beiden  anderen 
Ha^ptspannungen  bleiben  ebenso  grole  wie  im  vorigen  Beispiel.  Der 
gröfste  Hauptkreis  bleibt  also  derselbe,    wenn   die  Dimensionen   und  p 


Fig.  4. 


Fiff,  6. 


Gröfse  haben^  wie  vorher;  die  beiden  andern  Hauptkreise  aber 

ungleich  grofs  (s.  Fig.  5).     Die  gröfsten  Hauptkreise  sind  wieder 

*ö®  konzentrisch.    An  der  auTseren  Oberfläche  verschwinden  zwei  Haupt- 

^aiiiitmgen,  der  Spanuungszustand  daselbst  besteht  in  einer  einfachen^ 

^^'^ential  gerichteten  Zugbeanspruchung* 

Als  Beispiel  für  wechselnde  Belastung  sei  folgender  Fall  gewählt: 

**^^  kreiszylindriBcher  Stab,  welcher  um  seine  Achse  rotiert,  werde  durch 

^***  £raftepaar  beanspruchtj  dessen  Ache  zur  Stabachse  senkrecht  steht. 

_  ^^n  schwankt  in  einem  Punkt  an  der  Oborfläche  des  Stabes  die  gröfste 

^^Uptspannung,  welche  stets  die  Richtung  der  Stabachse  hat,  sswischen 

^^i   nutnerisch  gleichen  Grenzwerten;   ffm«  ^  <^o  nnd  ömift  ^  —  ts^  hin 

r^d    her;  die  beiden  anderen  Hanptspannungen  sind  immer  Null     Der 

-^UptkreiSj  welcher   in  jedem  Augenblick    den  Spannungszuatand  des 

^ti-^Q^teten  Punktes  darstellt^  geht  also  stets  durch  den  Koordinaten- 

r^^^lig.    In  dem  Augenblick^  in  welchem  der  Punkt,  auf  der  gezogenen 

'  ^beeite  liegend^  durch  die  Ebene  des  biegenden  Kriiftepaares  hindurch- 

^S^titj  habe  der  Hauptkreis  die  Gröfse  I  (Fig,  6),     Während  der  nächsten 

^tielkctfl  f.  HftthviuatJJE  m.  Pfafiik.  48.  Bftnd    IdOt.  S.  Heft.  19 
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Viertehimdrehung  de«  Stabes  schrumpft  der  Kreis  auf  einen  Ponkt,  der 
Koordinatenanfang  zusammen,  wächst  dann  während  der  zweiten  Viertel-- 
Umdrehung  auf  der  negatiTen  Seite  der  AbsciaBenachEe  bis  zur  Gröfea^ 
bei  n,  und  geht  während  des  dritten  und  viertai  Viertels  denselbedfl 
Weg  zurück.  ^ 

Tritt  mm  zu  dem  Biegungsmoment  ein  konstantes  Drehunggmoment, 
dessen  Ebene  auf  der  Stabachse  senkrecht  steht,  so  wird  in  allen 
Punkten  an  der  Oberfläche  des  Stabes  eine  konstante  axial  und  tan- 
gential gerichtete  Torsionsspannung  t^  hervorgerufen,  und  es  tret 
nunmehr  an  jedem  Punkt  zwei  Hauptapannungen  auf^  nämlich 

0,  =  |(<r  +  y^'  +  4tS)  und  <y,  ^  f  (<f  -  l/tf«+4Tj);») 

darin   bedeutet  tf    die   jeweilige    Nonnalspannting   in   der   Stabachsen- 
richtung  d  =  tf^  •  cos  #,  wenn  d-  den  ümdrehungswinkel  des  Stabes  aus 


Fig.  e 


Fff*7. 


der  oben  angegebenen  Anfangssteüuug  bezeichnet    Die  mittlere  Haa^lP 

Spannung  ist  Null,  der  Radius  des  gröfsten  Hauptkreiaee  ist  ^^  ~-^ 

— —  ^ 

|]/d*  +  4f  J,  die  Abscisse  des  Mittelpunktes  ist  \  (tf^  +  Uj)  ^  j  <f* 

einem  der  Stabachse  parallelen  Flächenelement  ist  die  Nomialspannn::^^* 

immer  Null,    die   Schubapannung   immer  t^;    der   gröfste   Hauptkr^^ 

mufs   also   für   aUe  Winkel   ^   die  Ordinatenachse   in   dem   Punkt    ^ä 

schneiden.     Er  geht  (Fig.  7)  von  der  Lage  und  Gröfse  bei  I  (^  =  C^ 

durch  die  Lage  und  ffröfae  bei  II  f#  =  ^,  reine  Drehungsbeanspruchun^^ 

in  die  Lage  III  (^  ^  ir)  über,  wo  er  die  gleiche  GrÖfse  hat,  wie  bei  '^ 
Während  der  zweiten   halben   Umdrehung  des  Stabes  geht  der  gröfst-^ 
Hauptkreis  denselben  Weg  zurück.     Die  beiden  kleineren  Hanptkreii^  ^ 
gehen   immer    durch    den   Koordinatenanfang,    sie   sind   in   die  Figut^ 
nicht  eingetragen* 

Um   in  jedem  Äugenblick  die  Richtungen   der  Hauptspatinungec:^ 
xur  Stabachse  zu  finden,  kann  man  die  Äbsciasenacbße  (Fig.  8)  zugleicfc^ 


1)  S.  Föppl,  Feitigkeit«l6lire  S.  31. 
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Als  Stabachse  ansehen.  Schlägt  man  um  K  einen  Kreis^  den  man  als 
«inen  gröfsten  Kreis  der  unendlich  kleinen  Engel  betrachtet,  so  giebt 
-2fZ  die   Richtung    der    gröfsten,    KX   die    Bichtung    der   kleinsten 


^la»A»]— -^ 


Kg.  8. 


Hanptspannung  gegen  die  Stabachse  an;  man  liest  die  Beziehung^): 
tg  2  y^  =  — ^  fttr  den  Winkel  (p^  zwischen  Stabachse  und  Hauptachse 
aus  der  Figur  ab. 

Wie  der  Punkt  B  die  Spannung  eines  Flächenelementes  angiebt, 
dessen  Normale  die  Richtung  KB  hat,  der  Punkt  Z  die  Spannung 
^uies  Flächenelementes,  dessen  Normale  die  Richtung  KZ  hat,  so  kann 

Fig.  9. 


^^^  auch  bei  einer  beliebigen  Richtung  qp  der  Normalen  unter  diesem 

V^^^Ü[el  gegen   die  Abscissenachse   einen  Strahl  durch  den  Punkt  K 

.^^U^n  und  erhalt  in  dem  zweiten  Schnittpunkt  P  des  Strahles  mit  dem 

^^tiptkreis    denjenigen    Punkt    des    Koordinatensystems,    welcher    die 

..^^^anung  in  dem  normal  zu  JR'P  gerichteten  Flächenelement  darstellt. 

^  ist  die  Gesamtspannung  dieser  Fläche,  O-W  die  Normalkomponente, 


1)  Vergl.  Pöppl,  Festigkeitslehre  S.  29,  Gleichg.  (11). 
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PN  die  Schubkomponente.    Ber  Punkt  K  liegt  ftlr  alle  Hauptkreise?^ 

die  mch  bei  der  Umdrehung  des  Stabes  ergeben,  an  derselben  Stalle^ 
mithin  liegen  die  Punkte  P^  welche   die  jeweilige  Spaimung   in  einem- 
nnter   (90  —  ip)   gegen   die   Stabachse   geneigten   Flächenelement    dar — ^ 
stellen^  alle  anf  der  Geraden  durch  If  j  die  mit  der  Abscissenachse  den 
Winkel  tp  bildet,   und   zwar  wandert   der  Punkt  P  auf  der    Geraden 
zwi^hen  den  Schnittpunkten  derselben  mit  den  beiden  Grenzkreisen  I 
und  E  (Fig.  9)  hin  und  her.    Man  erkennt  ferner,  dafg  in  allen  Flächen, 
deren  Normalen   zwischen  R'R   und   R  T  (Tangente   an   den  Kreis  11)^ 
und  zwischen  R'R  und  RT   (Tangente   an   den  Kreis  I)    liegen,   didV 
Spannung   immer    eine  Normalkomponente    behält^   und  daTs    in  allen 
Flächen  bei  bestimmten  Lagen  des  rotierenden  Stab^  eine  reine  Sehnb- 
spannung  auftritt^  welche  immer  die  Grdfse  t^  hat. 


j 


Die  Festigkeitstheorien. 

Nach  der  ältesten  Theorie  ist  die  grofate  positive  oder  grobte 
negative  Hanptspannung  für  den  Spannnngsznstand  charakteristisch. 
In  der  Mo  brechen  Darstellung  würde  das  bedeuten,  dafs  die  gröfsten 
Hauptkreise  aller  gleichwertigen  Spannungsznstinde  eine  der  beiden 
im  Abstand  x,  und  x^  zur  Ordinatenachse  ges&ogenen  Parallelen  (Fig.  10) 

berühren,      x^    ist    die    grobte 
Biufache    Zugspannung^    %^    die 
grolate  einfache  Dnickapannnng; 
welche  den  Zustand  charakteri- 
sieren.    Der  für  die  praktische  _ 
Anwendung  wichtigste  unter  den  | 
charakteristischen  Zustanden  ist 
^^      die  Elastizitätsgrenze,  weil  nach 
dieser    in    der    Regel    die    zu- 
lässige BeGmsprucbung  des  Mar 
terials     bemessen     wird.       För^ 
die  Elastizitätsgrenze,   die  sicic^- 
bei   den   technisch   wichtigsten   Materialien,    Schmiedeisen   und   Stal»-^ 
mit  der  Froportionalitätsgrenze  deckt,   trifft  die  Theorie  sicher  nict^^^^ 
zn.     Bausch inger*)  fand  die  Proportionalitätagrenze  bei  Toreion  vo^^ 
yerschiedenen  Sorten  Bessemerstahl  etwa  halb  so  hoch  wie  bei  Zug 
andere  Experimentatoren  haben  ganz  ähnliche  Verhältnisse  gefunden. 

1)  Mitteil.  a,  d.  mecban.-techn.  Labor.  München,  Heft  Z,  1874, 

2)  Vergl,  J.  Guest,    Strengtli  of  ductile   mäteriali   rnider   combiiied   strei 
Fhiloß.  Magadne  1900,  Bd,  49,  S.  69  C 
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Der  grofsie  Haupikreis  fär  Torsion  ist  demnach  etwa  halb  so 
f^üy  ab  die  Theorie  verlangt.  Aucii  für  den  Bruch  scheint  die 
Ibeorie  mcbt  richtig  zu  sein;  doch  ist  dies  schwer  ku  eutscbeideu, 
-«weil  es  auTser  bei  Versuchen  mit  eiBfacbem  Zug  oder  Druck  selten 
ÄHoglich  istj  die  Gröfse  der  Hauptapanntingen  im  Moment  des  Bruches 
jöit  einiger  Sicherheit  festzustellen. 

Eine    zweite   Theorie    setzt    an    die   Stell©    der    grofsten   Haupt- 
anung  die  gröfete  Hauptdehnung.^)    Wie  weit  diese  Theorie  für  die 
^Bmehgren^   zutrifft^   ist   noch   nicht  genügend  geklärt.     Einige  Ver- 
iaehej  %^  B*  ron  v*  Szily*)  sprechen  dafilr^  andere  entschieden  dagegen, 
%.  B-  die  Versuche  von  Voigt^)  an  Steinsalz  und  einem  stearinartigen 
Material.     Di©  Frage  nach  der  Gültigkeit  der  Theorie  an  der  Brach- 
grenze  ist  indessen  praktisch  von  ungleich  geringerer  Bedeubmg  als  die 
Präge,  ob  die  Elastizitätsgrenze  von  der  Höhe  der  grofsten  Debnimg 
abhangt.      Auf   dieser    Annahme    bemhen    die    im    Maschinenbau    ge- 
brÄachlicben   Fe^igkeitsfornieln ,    indem    darin   als   Mala    fiir   die    zu- 
lässige Anstrenguug  eines  Materials  immer  die  gröilate  redumrte  Haupt- 
spannmig,  d.  h.  die  mit  dem  Elastizitätsmodul  E  multiplizierte  gröfste 
^^npidt^nunfff  angesetzt   iet.     Man    kann    aber  nach   dem    heute   vor- 
I^^l^endeB  VerBnchsmaterial  an   dieser  Annahme  nicht  mehr  festhalten, 
^^enn  die  Dehnungstheorie,  wie  sie  kurz  genajint  werden  kann,  richtig 
wQj-^,  so   müfste    sich    die    grofste  Hauptspannong   an   der   Torsion»- 
^faaäzitatsgrenÄe  eines  Materials  zur  Spannung  an  der  Zngelastizitäts- 
P'^liEe  wie    1  : 1,3   verhalten,    weil   die   Hauptdehnung  im  ersten  Fall 

Jl  +     J,  im  zweiten  Fall  nur  -^  tf^  betragt;    m   bedeutet  hierin 

Eoe:ffizienten  der  Querkontraktiou,  der  ungefähr  die  GrÖfse  ^  hat, 
den  schon  erwähnten  Versuchen  von  Bauschi nger*)  ist  aber 
^^  Verhältius  thatsächlich  z.  B,  für  Stahl  etwa  1:2.  Dm  Gleiche 
^^^^  J,  Guest*)  bei  Versuchen  an  Röhren  aus  Stahl ^  Mesaing  und 
^»ipfer. 

Guest  siebt  durch  seine  Versuche  die  von  neueren  Forschem  viel- 
'ach  verfochtene  Theorie  bestätigt,  dafs  die  gröfste  Schubspannimg  einen 
^jpannuugszustand  charakterisiere.     Die  grÖfste  Scbubspannung  tritt,  wie 

1)  Die  Mo  brache  DarBtellnng  dieser  Theorie  ist  etwaa  kompliziert^  sie  iat 
**  4er  Origiiialabhandlung  von  Mobr  [Zeitschr.  d,  Vereiua  Deutscher  Inireiiieure 
^•^,  8.  Ibm]  KU  finden. 

9j  Zugversuche  mit  auf  inneren  Druck  beanspruchten  R^liren.  [Kongrefs  des 
^iertk^tiönaleD  Verbandes  für  die  Materialprüfungen  der  Technik,  Budapest  1901.] 

3)  Anaalen  der  Fhjaik  u.  Chemie,  1894,  Bd.  58,  S.  id;  1699,  Bd.  87,  S.  45« ; 
L^^^l,  Bd.  4,  a  667, 

4)  8,  o.  8.  392, 
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aus  der  Mohr  sehen  Darstellung  deutlich  hervorgeht,  in  der  Ehene  der 
gröfsten  und  kleinsten  Haupts pannung  auf  und  Ist  gleich  der  halben 
Differenz  zwischen  diesen  beiden^  eie  wird  ihrer  Gröfse  nach  durch  dea 
Radius  des  gi'öfsten  Hauptkrelses  dargestellt.  Daraus  folgt,  dafs  nach 
der  Schubspannuugstheorie,  wie  man  sie  knrz  nennen  kann,  die  gröfsten 
Hanptkreise  aller  Spannungszustande,  welche  an  derselben  Grenze  liegen, 
von  gleicher  Gröfse  sein  müfsten.  Auf  diese  Theorie  braucht  hier 
nicht  näher  eingegangen  zu  werden,  da  sich  zeigen  wird^  dafs  sie  ntir_ 
ein  Sonderfall  der  Mohr  sehen  Theorie  ist  | 

Vor  der  Mo  brechen  Theorie  ist  noch  eine  andere  zu  erwähnen, 
welche  auf  Coulomb  z^irückznfiihren  ist.  Die  von  Coulomb')  im 
Jahre  1773  anter  dem  Titel:  Essai  sur  une  appiication  des  regles  de 
madmia  et  minimiB  a  quelque  problemes  de  statique^  relatifs  a  Tarchi- 
tectnre  veröffentlichte  Abhandlung  enthält  den  Grundgedanken  einer 
Festigkeitatheorie.  Coulomb  bestimmt  rechnerisch  den  Winkel,  welchen 
die  Bruchfläche  eines  auf  einfachen  Druck  beanspruchten  prismatischen 
Körpers  mit  der  Richtiing  der  Kraft  bildet,  indem  er  das  Minimum  des 
Materialwiderstandea  gegen  Gleiten  aufsucht*  Der  Widerstand  setzt  sich 
zusammen  aus  der  Kohäsion  tmd  der  inneren  Reibung  des  Materials* 
Die  Bedingung,  die  Coulomb  für  die  Lage  der  Bruchfläche  findet 
nimmt  er  zugleich  als  Bedingung  für  den  Eintritt  des  Bruches  an.  Er 
hat  aber  seine  Betrachtung  auf  einfache  Zug*  und  Druckbeanspruchung 
beschränkt^  nicht  auf  zuBammeogesetzte  Beanspruchung  ausgedehnt/)  Zu 
einer  vollständigen  Festigkeitstheorie  wurde  der  Gedanke  von  Coulomb 
erat  durch  Cb.  Duguet^)  ausgebaut,  der  8ich  aber  nicht  streng  an  die 
Anschauungsweise  des  ersteren  band.  Namentlich  in  zwei  wichtigen 
Punkten  weicht  er  davon  ab:  Coulomb  hatte  angenommen,  d&Ts  die 
innere  Reibung  in  einer  Fläche  mit  dem  daselbst  wirksamen  Normal- 
druck zunimmt,  hatte  aber  beim  einfachen  Zug  die  innere  Reibung 
ganz  auTser  Acht  gelassen  und  die  Zugfestigkeit  gleich  der  Kohäsion 
des  Materials  gesetzt*  Dnguet  dagegen  nimmt  an,  dafs  der  Reibung»- 
widerstand  einer  Fläche  abnimmt^  wenn  in  derselben  eine  Zugspannung 
herrscht.     Ebenso  wie  Coulomb  sieht  Duguet  den  Bruch  als  Gleit^ 

1)  SavantB  ötrangers  1773.  ^1 

2)  £i  ist  geacbiclitlich  inteTeiaant,  daTd  Coulomb  erwartete,  die  Zug^^ 
festigkeit  imd  die  ßchubfeetigkeit  emes  Materials  gleich  grofs  zu  finden^  weil  L^— 
beiden  FSÜleD  nur  die  Kohäaion  ku  äberwinden  eei,  eijimal  seDkrecht  zum  Qoe^^ 
sebnitt,  das  andere  Mai  paraUel  mit  dem  Querschnitt  des  belasteten  Stabe«.  I^^ 
machte  den  Versuch  mit  einem  Steinmaterial  (une  pierre  blanche  de  Bordeau^^ 
und  fand  Beine  Erwartung  bestätigt,  fl 

3)  CK  Duguet:  Limite  d'dlaßticit^  et  r^siitance  k  la  rupture.  Deuafen^Ä 
partie:  Btatlfiuc  gent^mle.    1885. 


YoD  Favl  Eütr. 
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an  imd  sefeit  die  Schubspancung  T  einer  Fläche,  welche  in 
ir  den  Bruch  herbeiifiihrtj  T  =  S  ~  f  ^  N^  worin  S  die  reine  Schub- 
festigkeit^ ^  die  in  derselben  Fläche  wie  T  wirkende ,  als  algebraische 
Gröfee  Bufeufassende  Normalspannung,  f  den  Koeffizienten  der  inneren 
Reibung  bedeutet.  Während  aber  Coulomb  betont,  dals  der  Koeffizient/" 
für  jedes  Material  eigens  bestimmt  werden  müsse,  setzt  Duguet  für 
alle  Metalle  f  ^0^116,  für  andere  Materialien  giebt  er  keine  Werte  an* 
Ist  f'^igiPf  flo  verhält  sich  nach  der  Duguet  sehen  Thaorie  die 
Zugfestigkeit  eines  Materials  zur  Druckfestigkeit  wie 


t«(45-^):tg(45+;)  =  l:l,4. 


wenn  man  /  =  0,176  d.  h.  ^  =  lOP  setzt     Da  für  GitTseisen  das  Ver- 
bal tni.s  bekanntlich  etwa  1  : 4  beträgt,   so  ist  die  Annahme  eines  kon- 
tstanteu  /'  für  alle  Metalle  jedenfalls  unxntreifend. 
Für   eine   beliebige  Belasttmgsart,   bei   welcher   alle   drei    Haupt- 
spaniinngen  von  Null  verschieden  sind,,  erhält  Duguet  die  Gleichung*) 


S»i*.tg{4o-^-)-itf,tg(45+|) 


k 


die  im  Augenblicke  des  Bruches  gelten  soU.  Die  mittlere  Hanpt^ 
^annnng  d^  kommt  in  diesem  Ausdruck  nicht  vor,  ihre  Gröfse  ist 
demnach  für  den  Eintritt  des  Bruches  ohne  Belang. 

Duguet  giebt  zur  VeranschauÜchung  seiner  rechnerischeu  Resiütate 

die  Fig.  IL     ss  bleutet  ein  Flächenelement^  das  auf  der  Zeichenebene 

«akrecht  steht^  der  Fahrstrahl   Om  bedeutet  nach  Gröfse  und  Richtung 

rille  Spannung,    durch    welche    in   ss   der    Bruch    herbeigeführt    wird, 

-iVJV  ist  die  Achse  der  Normalkomponenten,  02"  die  Achse  der  Schub- 

omponent^n    der   Spannungen    in    ss.     Da    T -^  fN  ^  S  ^  cmistf    so 

'«^gtn  die  Endpunkte  aller  Ffthrstrahlen  Ow,  welche  Bruchspannungen 

^r^teUen,  auf  einer  Geraden  DT?',  welche  unter  dem  Winkel  ip  gegen 

di^    Abicissenachse  geneigt  ist     Der  Abschnitt  OS  auf  der  Ordinaten- 

*<^lx«a  giebt  die  Grofse  S  der  reinen  Schubfestigkeit    Spannungen,  deren 

Abbildungen  innerhalb  des  Winkels  DOP  fallen  (D'O  \\  DIT),  können 

seinen  Bruch    in  ss   herbeiföhren.     Da    bei   Eintritt  des   Bruches   die 

öfite  Hauptspannung   mit   der   Normale    der  Fläche    einen    Winkel 

**  "=^  45  —  |-  ^  die  kleinste    Hauptspannung  einen    solchen    y  =  45  +  ^ 

bildet,  80  geben  die  Richtungen  OA  und  OC,   welche  unter  a  und  y 
K^ea  die   Abscissenachse    gezogen   sind^    die   Riehimigeti    der    beiden 


1)  S.  Duguet  S.  32. 


•.-  J 


etc. 


<r  —  'S  ^  i   iiXf*3iilJesL  iriik 


die  Achse  der  IUI 
■okredit  IXe  Sa|1 

I>ie   csa&the  Zug£nb^, 

durch  ^(bpi^l 

T  —  Ol  kann  nich  JcrF«i|[ 

dafs  Brachgefiib  «l^| 

slaciKeii  Zug  dm  Gifmi;1 

die  Kohision  des  HiMi  1 


0, 

91 


j*:  "Cii  i:ir?:i  u«*  Tir^»^jii*  'j»^  iaiggjigltz  wird,  wenn  manffirdil 
"^-■r-t*  .""  £.  asTsuir  ILkr.  1  iztl*!  Il.äc  abia'  /  mit  wachBender  Dr«t  ^ 
^Tiiuininc  übnähiii'ü  kroKniva!.  »:  2a£i  fidi  die  Gerade  DiT  nad  J( ' 
i»i«!r.'^':3S  i.  T-iw>mai»T«»  1:3.  JcLiUL^  "ssJ  OR  die  Grenze  der  iDsdi  I 


yjt ; 


n/T 


m\  -^ 


i^.  :•:*=.  Z-iifTsk:Li.ir^  mZ:Zr:'.'^  All  -üe  Überemstrmmnng  dieser  Theo» 
r:,'r.  «i^-  Ertüinr^z  :r*i;hT  zii^hz  weiter  eingegangen  zu  werden,  4 
•>i.  z^lz^^  Triri.  ii-i  *-/!.  Leee  TLeorie  nur  ein  Sonderfidl  der  ms 
z'i  ryif«p!»<Ji*Men  Mofcrs-iei  "Hicorie  ist. 

Mohr  komut  a::?  anderen  Gesichtspunkten  lierauB  als  Coulomb 
und  Dugi«*t  zTi  ganz  ähnlichen  Resultaten.  Er  TerofEentlichte  seine 
Theorie  zuerst  1S*2^  .  aljo  ehe  Duguet  »in  Werk  hezansgab,  nni 
wi^  Vy/j'  .  auf  niehr  Versuchsmaterial  gestützt,  in  dar  erwähnten  Ab- 
handluni;  ^on  neuem  darauf  hie. 

Mohr  nimmt  an.  daCs  für  den  Eintritt  bleibender  DefonnatimMa 
und  des  Bruches  die  Spannungen  deijenigen  Flachen  mabgebend  sind, 
"i  welchen  bleibende  Verschiebimgen  bezw.  der  Brach  auftreten;  er 
läfut  die  innere  Reibung  ganz  aus  dem  Spiel,  halt  es  f&r  onwahrscheiih 

1,  r'ivil-Injrr.nieur  lävJ.     S.  113. 

'^;  ZfMUchr  (1.  Vereinä  Deutscher  lug.  1900.    S.  15W. 
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chy   dafs  nur  eine  Komponente   der  Spannung  mafsgebend   sein   soll, 
BOEderB  g^ht  von  der  Ansicht  aus^  dais  die  Bmcbgefahr  von  den  beiden 
Komponenten  der  Gesamtspannmig  abhijige.     Mohr  gelangt  so  zu  dem 
SÄtz:  jfDie  Schubepannung  der  Gleitflächen  erreicht  an  der  Grenze  einen 
Ton    der  Normalspatmung   und    der    Materialbeschaffenheit   abhängigen 
gröJaten    Wert*'.     Es    ist   dies    dasselbe^  Tvas   Duguet  durch   die  Be- 
gehung T  +  fN  ^  S  ausdrückt;  die  Faaeimg  des  Satzes  ist  nur  bei 
jMohr  viel  aUgem  einer  ^  vor  alJera  ist  der  Koeffizient  /von  der  Material- 
fceschaffenheit    abhängig    gemacht    tmd    seine    Gröise    vorläufig    ganz 
m:iiibe9timJ3it.     Die  Mohrsche  Theorie   kann  dch  daher  den  Versuchs- 
^jgebnissen  viel  besser  anpassen. 

Die  gleichzeitig  mit  einer  gewissen  Normalspannung  auftretenden 
^ToXsten  Schubfipannungeii  Hegen  auf  dem  grofstea  Hauptkreis ')y  dieser 
allein  kommt  daher  bei  jedem  Spaniinngszüataad  in  Betracht  Die  gröfsten 
Hanptkreise  für  einen  gewissen  Grenzznstand  nemit  Mohr  Grenzkreise. 
Das   Gesetz   der  Abhängigkeit   der   Grenzschubepannung    von   der 
Noi*iiialspannung  desselben  Flächenelementes  nimmt  Mohr  eindeutig  an 
bis    auf  das  Vorzeichen  der  Schubspannung,  welches  phyBikalisch  keine 
Btjdentung  hat.     Wenn  also  bei  Vorhandensein  einer  gewissen  Normal- 
spazomng  eine  Schubspannung  von  ganz  bestimmter  Gröfse  die  Gleit- 
bewegung der  Fläche  herbeiführt,  in  welcher  beide  wirken,  so  können 
h^ie     zwei    Grenzkreise    einander    um  schlieft  en,    Bonst    gäbe    es   ja    zwei 
Sjemechuhepaurjungen    zu    einer    Normalspantiung,     Jeder    Gtenzkreis 
mufs  daher  den  unmittelbar  benachbarten  schneiden,  und  alle  werden 
Tou     einer   gemeinsamen   ümhüUungskurve    berührt     Diese   Hüllkurve 
^Ut  das  Gesetz  dar^  nach  welchem  der  Grenzwert  der  Schubspannung 
^^n   dtr  Normalspannmig  abhängt  und  wird  die  Grenzknrve  genannt* 

PSie  Annahme^  dals  ehi  Körper  wohl  durch  allseitigen  Zug,  aber 
Tuckt  durch  allseitigen  Druck  zertrümmert  werden  könne,  führte  Mohr 
*^  die  in  Fig.  12  gezeichnete  parabelartige  Form  der  Brüchgrenzkurve; 
^■^^Ä  erkennt  darin  sofort  die  Duguetsche  Greuakurre  wieder,  und  es 
'^  interesisant  zu  bemerken,  dafs   beide  Autoren   unabhängig  von  ein- 

^_  ander  die  Kurve  in  ganz  ähnlicher  Form  entworfen  haben. 

^P  Uohr  hat  seine  Theorie  sowohl  für  die  Elastizitätsgrenze  wie  für 

**^ö  Bruch  aufgestellt  In  dieser  Beziehung  mufs  die  Theorie  von  vom- 
"^«*^iii  eine  gewisse  Beschränkung  erfahren*  Es  giebt  Materialien, 
^^Iche  keine  Elastizitätsgrenze  besitzen  und  auch  keine  deutliche  Füefa- 
p^Hze^  die  man  an  deren  Stelle  setzen  könnte.  Für  solche  Materialien 
^^mmt  natürlich  nur  die  Bruchgrenze  und  die  Bruchgrenzkurve  in  Be- 


1)  a  Q,  s.  2S7> 
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traeht.     Andrerseits  giebt  es  aach  zähe  Materialieiij   welche  mm 
gaa^  bestimmte  Zugfestigkeit,   aber    für    roanche  Beanepmdi' 
wie  Druck  mid  Torsion,  keine  Brucbgrenze  haben,  sondern  iki  j 
der  Fliefsgrenze   wie   zähe   Flüssigkeiten    verhalten    und   iict  beü^' 
deformieren   lassen.      Unter   diesen   Umstanden    kann    man  aicM 
einer  Bruchgrenzknrve  sprechen.     Da  aufserdeni    bei  allen  Mt^viifi^ 
welche  grolse  bleibende  Forinändeningen    zulassen,  die  Form^,  ^ 
denen  die  Sptumungen  ans  den  angreifenden  äufseren  Krafteti  hmim 
werden,  an  der  Brnchgrenze   auch  nicht    annähernd    richtige  i^täm 
mehr  geben  können,  so  soll  die  Mohrsche  Theorie  far  die  .Bndfe^ 
nur  bei   solchen  Materialien   in   Betracht   gezogen    werden,  dk  iim 
Ela^itizitatsgrenze  besitzen,  z.  B,  Gnfseisen,    Steinmaterial,   im  Ibri^« 

aber  wird  nur  aijct  t« 
^^^'^  der     Theorie    für  || 

Elastizitäta^i^ti:^    4 
Kede  sein. 

Brauchbare    Fof 
mehi     kann    mau  «f 
Grund   der  Mohrsclifs 
Theorie  erst  aufetdfcs, 
wenn    man   die  (mm^ 
kurve    durch    ein«  W 
stimmte  mathenutiMki 
Kurve     annähert,   toi 
dafür  kommt  praktiad 
nur  die  gerade  Linie  in  Betracht.     Mohr  ersetzt  daher  das  Stück  te 
Kurve  zwischen  den  Grenzkreisen  für  einfachen  Zug  und  fiir  emfadti 
Druck  durch  die  gemeinsamen  äuTseren  Tangeotan  dieser  beiden  Srdx 
Die  Hauptkreise  aller  praktisch  wichtigen  Spanntmgszust^nde,  die  dortk 
Zug,  Druck,  Schub,  Drehung,  Biegimg  und  Innendruck  entstehen  könn«^  i 
werden  bei  dieser  Annähemng  mit  einbegriffen. 

Bezeichnet  »^  die  Zugelastiaitätsgrenze,  x^  die  Druckelastizitat 
80  lautet  die  Gleichung  der  Tangente 


'ff- 


■¥a' 


-i)^[l-»"-^] 


WO    tf   und   T   die  Komponenten   der    in    einer    61eitflEche    wirkende 
Spannung   sind.      ^  Vx^^  =  %q   ist    die   Ordinate    für  0  =  0,    also 
Schubelastizitatsgrenze;  bei  reiner  Toraion  ist  an  der  Ela^tizitai 
6^  =  jcj,  tf^  =  0,  t^i  =  —  «3;   der  Greuzkreis  hat  den  Koordii 

zum  Mittelpunkt,  sein  Radius  ist  Xj  = 


1*,  Wl 


»I  +  «l 
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Fig.  13. 


Für  jedes  einzelne  Material  charakteristisch  ist  die  Neigung  der 
Grx'^azgeraden;  der  Winkel  9),  welchen  sie  mit  der  f -Achse  bildetj  ist 

^^^eben  durch  die  Beziehung  cos  93  =    *  T"^  K  ^^g-  13).    Die  Duguet- 

*j  ~r  *i 

ßdxe  Theorie  mit  ^  =  80**,  und  die  Bchubspannongstheorie  mit  <p  =  90", 
81^3. d  demnach  nur  SonderfaUe  der  MohrBchen  Theorie, 

Prinzipielle  Einwände  gegen  die  Mohr  sehe  Theorie  können  ent- 
^w^^ider  auf  der  etwaigen  Erkenntnis  beruhen^  dafs  zwei  experimentell 
gefiandene  Grenzkreise  für  dasselbe  Material  voDständig  in  einander 
faUeii,  und  ihre  Durchmesser  über  die  Grenze  der  Versuchsfehler  hinaus 
von  einander  abweichen,  dafs  also  die  Grenzschubepannungeu  nicht  ein- 
deutig bestimmt  sind,  oder  es  konnte  sich  zeigen,  dafs  die  Annäherung 

dejr    Grenzkurre  durch  die  gerade  Linie  nicht  ausreichend  genau  ist. 

Was   zunächst  die  Elastizitätsgrenze  betrifft,  so  ist  die  Uberein- 

stixzmmong  zwischen  Theorie  und  Erfahrung  durchaus  zufriedenstellend. 

Die     Versuche   von   Bau- 
sch inger^)^     T,    Szily*) 

und   X  Gueat')  bestätigen 

die      Theorie    Tollstandig. 

Die      Mohr  sehe     Theorie 

ist    vor  allem  dadurch  ge-      

ketua^eichnet,  dafs  in  ihr 

*^«       mittlere    Hauptspan- 

ourij^  ß^  gar  keine  RoUe 

»pMt      Guest    hat    nun 

^nrch     planmäfsige    Vei> 

stelle  testgesteUt,  dafs  die  Gröfse  der  mittleren  Hauptspannung  fiir  den 

»Eintritt  der  Streckgrenze  ohne  EinHuls  ist.  (Guest  hat  vornehmlich  die 
Stre^tg,.^5jrj2e  untersucht,  weil  er  diese  für  den  wirklich  charakteristischen 
I^^formationszustand  halt,  w^rend  er  das  Auftreten  der  Proportionali- 
^^gfenz©  vor  der  Streckgrenze  auf  lokale  Fliefeerscheinungen  zurtlck- 
^trt.  Soweit  er  die  Proportionalitätsgrenze  beobachtete,  fand  er 
^hrigeöB  die  für  die  Streckgrenze  gültigen  Gesetze  bestätigt.) 

Da  für  Stahl  imd  Schmiedeisen  die  Zug-  und  Druck-Elastizitäts- 
lP^ti2e  etwa  gleich  hoch  liegen,  also  x^  =  x^  gesetzt  werden  kann,  so 
l^fet  die  Mohr  sehe  Theorie  fiir  diese  beiden  Materialien  in  die  ein- 
™«^te  Schuhspann  ungstheorie  über,  die  Gleichung  der  Mohr  sehen  Ge- 
'^«^  lautet  dann  einfach  t  =  T(,  =  const. 

An  der  Bruchgrenze  liegen  die  Verhältnisse  weniger  günstig  fiir 
^*^  Hob r sehe  Theorie,     Zerreifs versuche  unter  verschieden  hohen  all- 


1}  S.  o.  8.  292.  2)  S.  o.  S,  293,  3)  S,  0.  S.  292. 
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seit  igen  FHissigkeitfidnjcken,  welche  Voigt*)  an  Steinsalz  und  im  eii 
ßt^arinartigeo  Material  anstellen  liefSj  lassen  keine  Deutung  nach  der 
Mohr  sehen  Theorie  zu.  Die  Ergebnisse  von  Versuchen,  weldte  Baeh*) 
an  Gufseiseii  anstellte^  stehen  ebenso  gut  mit  der  Dehnungstheorie  im 
EinMangj  wie  mit  der  Mohrseben  Theorie,  Versuche  von  Baa^ 
schinger^)  über  die  Zug-^  Druck-  und  Schubfestigkeit  von  Zemenl| 
zeigen  eine  ganz  gute  Übereinstimmung  mit  der  Theorie,  leider  wurde 
aber  die  Torsionäfestigkeit  nicht  imtersucht,  die  sehr  viel  zuverlässigere 
Daten  ergeben  hätte  als  die  Schubfestigkeit. 

Die  Mohr  sehe  Theorie  bezieht  sich^  wie  zu  Anfang  der  Besprecht] 
erwähnt,  nicht  nur  auf  den  Zusammenhang  der  Grenzspannungen 
verschiedenartiger  Belastung^  sondern  auch  auf  die  Lage  der  Gleiä 
und  Bruchfläehen.  Die  Frage,  wie  weit  die  Theorie  in  dieser 
sieht  mit  den  Erfahrungen  übereinstimmt,  ist  von  hohem  wiasenschaft- 
lichen  Interesse,  und  die  neueren  Veröffentlichungen,  besonders  von 
L.  Hartmann^},  über  die  Fliefsfiguren  liefern  aufserordeutÜch  reich- 
haltiges Material  dazuj  aber  die  Frage  behandelt  ein  Oebiet  fiir  sich^ 
das  sehr  umfangreich  ist,  und  nicht  in  den  Rahmen  der  vorliegenden 
Arbeit  gehört  Auch  auf  den  Verlauf  der  Grenzkurven  jenseit  deiM 
Greuzkreise  für  einfachen  Zug  und  einfachen  Druck  soll  nicht  nähe^B 
eingegangen  werden,  weil  die  aufeerhalb  dieser  Grenze  liegenden 
Spannungftzustande  kein  unmittelbar  praktisches  Interesse  haben. 

Es  erübrigt  nur  zum  Schlufs,  eine  Gesamtbilanz  über  das  Für  und 
Wider  die  Mohrscbe  Theorie  aufzustellen.    Mm  wird  ^eugeben  müssen,! 
dafa  die  Moh räche  Erklärung  der  Festigkeitserscheinungen   besser  ist 
als  die  früheren  Theorien,  welche  zur  Deutimg  und  Zuaammenfa 
der   Vorgänge   aufgestellt   wurden.      Sie    ist    dadurch,    dafs   sie    mel 
unabhängige  Variabele  einführt,  anpassungsfähiger  als  irgend  eine  ihrei] 
Vorgängerinnen.     Es  wäre  aber  verfrüht,  zu  behaupten,  dafs  sie 
Lösung   des  aUgemeinen  Problems   darstelle^    die   Abweichungen 
Versuchsergebnisse  von  Voigt  von  den  Hauptforderungen  der  Mohr* 
sehen  Theorie  sind  zu  grofs,   imi    übersehen   werden  zu  können,   und 
die  Zahl  der  Materialien,  mit  welchen  methodische  Versuchsreihen  an- 
gestellt worden  sind,  ist  noch  verhältnismäfsig  gering.    Dagegen  spricht 
nichts  gegen  die  Existenz  der  Grenzkurve  für  die  technisch  wicht%eo^ 


1)  Annden  der  Fkyiik  und  Chemie,  1894,  Bd.  M  S.  18;  1809,  Bd.  67  8.  4afc>  % 
iÖOl,  Bd.  4  S.  567, 

2)  Elastizität  usd  Festigkeit,  §  S5  u.  §  4Ö. 
$)  Mitteilungen  a.  d.  mech.-teehn.  Labor.  Mtinchen,  Heft  8. 
4)  L.  Hartroann,  Diatribution  de«  dtSfonnationfi  dans  lea  m^tams  mumT 

dee  effortfi.    Paria  lS9a. 
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terialieD.     Bei   Schmiedeisen    und  Stahl    kann   man   die  Kurve    der 

Klafitis&itatsgrenze  für  die  praktisch  varkommenden  Spaanmagszustände 

durch  eine  ^ur  Abscissenachse  parallele  Gerade  ersetzen  t  wodurch  die 

Mohr  sehe  Theorie  in  die  einfachere  Schubspannungstheorie  übergeht 

Dasselbe   gilt   wahracheinlich    von    den    anderen    zähen   Metallen^    die 

technisch    verwendet  werden;   jedoch   reicht  für  eine  Entscheidimg  das 

Yersuclismaterial  noch  nicht  aus.     Die  Bruchgrenskunre  für  Quf&eisen 

kajin  man  ebenfalls  durch  eine  Gerade  annähern,  welche  aber  der  Ab- 

scissenachae  nicht  parallel   läuft.     Für   andere  Materialien ,  bei   denen 

auch  nur  die  Bmchgrenze  einen  Mafsstab  für  die  zulässige  Beanspruchung 

abgeben  kanni  fehlt  es  noch  an  dem  erforderUcheo  Versuchsmaterial, 

um  die  Frage  über  die  Eichtigkeit  der  Mohr  sehen  Theorie  ganz  zu 

entscheiden.     Jedenfalls  aber  ist  es  als   erwiesen   anzusehen^  daTs    die 

Dehnnngstheorie   fOr  die   Elastizitätsgrenze    nicht   zutrifft.     Damit  ist 

den  technischen  Formeln  für  zusammengesetzte  Festigkeit,  nach  welchen 

heute  noch  fast  allgemein   gerechnet   wird,  der  Boden    entzogen.     In 

dem  folgenden  Abschnitt  soll  nun  untersucht  werden,  in  welcher  Weise 

sieh  diese  Formeln  und  die    aus    ihnen    gewonnenen  Resultate    ändem, 

irenjj  man  statt   der  Dehnungstheorie    die  Schubs pannungstheoric   (für 

Stahl  und  Scbmiedeisen)    be^w.   die  Mohr  sehe  Theorie    in   ihrer  aU- 

Ä^memen  t'onn  (ffir  Gnfseisen)  zu  Gmnde  legt, 

t^  Die  Featigkaitsformeln  des  MascMnenhäEes. 

Pßr  die  zulässige  Beanspruchung  eines  Maschinenteiles  sind  sehr 
ufig  Gesichtspunkte  mafsgebend,  die  mit  der  Festigkeitstbeorie  nichts 
*^  thun  haben,  sei  es  dafe  die  gröfate  Durchbiegung  eines  Stabes  eine 
S^^^^sse  Grenze  nicht  Überschreiten  soll,  die  weit  von  der  Elastizitäts- 
^^TLze  entfernt  ist,  sei  es  dafs  der  Verdrehungswinkel  einer  langen 
^^Ue,  oder  dafs  die  Abnutzung  einer  Fläche  durch  Reibung  in  gewissen 
"^nzeti  gehalten  werden  soll.  Solche  Rücksichten  führen  praktisch 
™^^j  dafs  man  nur  eine  geringe  Materialbeanspnichung  zuläfst.  Wenn 
Aber  im  folgenden  schlechtweg  von  zulässiger  Beanspruchung  die  Bede 
^f  so  ist  stets  die  mit  Rücksieht  auf  Haltbarkeit  und  Sicherheit  der 
^Instruktion  zulässige  Beanspruchung  gemeint.  Von  diesem  Gesichts* 
P^Uikt  aus  erscheint  bei  ruhender  Belastung  lediglich  die  Erfüllung 
^^^  Forderung  notwendig,  dafs  an  keiner  Stelle  des  beanspruchten 
K5rpet:g  die  Elastizitätsgrenze  überschritten  wird.  Da  man  die  Höhe 
*^*"  Elastizitätsgrenze  nicht  für  jedes  Stück  genau  kennt,  so  wird  man 
^  Höchste  Spannung  eine  solche  zulassen,  die  sicher  noch  unter  der 
^r%u2e  liegt.    Die  zijdässige  Beanspruchimg  in  diesem  Sinne  kann  als 


302  Die  Featigkeitetheorieii  efce. 

ein  charakteristischer  Spaimungsssustand  angesehen  weTden,  tu!  Jn^l 
oben  besprochenen  Festigkeitstheorien  angewendet  werden  kommi  ^  1 
Materialien,  welche  schon  unter  ganz  geringeo  Spaimungeo  bta^ ' 
Fonnänderungea  erfahren,  abo  praktisch  keine  EkfitiiiÄtsgRBi  ^  I 
eitlen,  miifs  die  zulässige  Beanspruch ung  nach  der  Hohe  der  Bo4 
grenze  normiert  werden. 

Bei   TorsioDsbeanspnichung   hat   man    demgemafo   bisher  die  % ' 
lässige  Sparmung  so  gewählt,  dafs  die   gröfste   UauptdebuBg  dai  | 
einfachem   Zug  zugelassene  Dehnung   nicht    übersckr eitel;  dabir 
hält  sich  die  zulässige  Beanspruchnog  x^  für  Torsion  zu  der  m&m^ 
Beanspruchung   x,   für  Zug   wie    1:1,3^)    oder    wie  0,77:1 
könnte    mau   von   einer   zulässigen  Beansprachnng    x^  fÄr  IsMQJEii 
dünnwandiger  Rohre  sprechen,  und  müTste   nach  der  Dehnungs&gof 
m    der   üblichen   Formel    fär   die   beim  Druck   p    und    dem  Bäim  f 

erforderliche  Wandstärke  d  ^^^    statt    5«,    streng    genommea  «^ 

%  =  ö^ I  ^^^  ^^®  gröljate  reduzierte  Spannung  e- E^^  cf, (  1  —  *p} "^^^ 
sein  solL^)  Legt  man  statt  der  Dehuungstheorie  z.  B.  die  Schubspaniiim|^ 
theorie  zu  Gruude,  so  werden  sich  die  entsprechenden  zulassiga  Be* 
anspruchungen  anders  verhalten^  und  zwar  wird  dann  x^  =  0,5  x^  mi 

Die  Festigkeitsformeln  enthalten  stets   eine   gewisse  Fuiüdion  fe 
äufseren   angreifenden  Kräfte.     Diese  Funktion   giebt  diejenige  Gitifc 
au,  welche  nach  der  zu  Grunde  gelegten  Theorie   maTsgebeud  ist   Ei 
wird  also  mit  einer  Änderung    der  Theorie  nicht    nur   eine  And«iiia| 
der  zulässigen  Beanspruchung,  sondern  auch  der  Gestalt  der  Festigkate- 
formein  verbunden  sein:  Die  gröfste  Dehnung  drückt  sich  im  allgemeiM. 
durch  die  angreifenden  Kräfte  anders  aus  als  die  gröfste  Schubspanatm^^ 
In    den    beiden    angeführten    Fällen^    Torsion    und    Innendruck  ifmt 
wandiger  Rohre^  unterscheiden  sich  jedoch  die  beiden  Äusdriicke  xm 
durch  einen  Proportionalitätsfaktor,  der  iu  die  zulässige  Beanspruchmig 
hineingezogen  isi    Beide  Fälle  haben  die  gemeinsame  Eigentümlichktri 
dafs  die  auftretenden  Hauptspanuungen  ein  ganz   bestimmtes,  von  den 
Abmessungen   des  Körpers  unabbängiges  Verhältnis    haben,   bei  retnir 
Torsion  ist  nämlich  stets  tf^ :  tf^  :  tf^  =  1  :  0  :  —  1^  bei  Innendruck,  warn 
die  Wandstärke  klein  ist  gegenüber  dem  Durchmesser,  0^:tS  :  ff,  =  2: 1  :fllJ 
Zu    den    Spannungazuständen   mit   konstantem    Verhältnis    der  Hanpl'" 
Spannungen,   kann    man   auch   diejenigen   zählen,    bei    denen    nur  tmt 
H&uptspannung  vorhanden  ist,  also  einfachen  Zog  und  einfachen  Druck 


1)  S.  o.  S.  293.        2)  Veifgl.  Föppl,  Feßidgkeita lehre  S,  815. 
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Bei  anderen  Spannongszustanden  ändert  sich  die  Funktion  der  änCseren 
Kräfte  mit  der  Festigkeitstheorie  derart^  daXis  die  Formehi  nach  der 
einen  und  nach  der  anderen  Theorie  sich  nicht  nur  durch  einen  kon- 
stanten Koeffizienten  unterscheiden. 

Nach  der  Schubspannungstheorie^  in  welche  die  Mohr  sehe  Theorie^ 
wie  wir  sahen^  fOr  Schmiedeisen  und  Stahl^)  übergeht^  gestalten  sich 
di^  Formeln  TerhaltnismäTsig  einfach.  Die  groüste  Schubspannung  ist 
gl^idi  der  halben  Differenz  zwischen  der  gröfsten  und  der  kleinsten 
HAiiptspannung.  Bei  der  einfachen  Zugbelastung  ist  sie  also  gleich 
deor  halben  Zugspannung^  man  hat  daher  stets  die  Differenz  (ö,  —  6^) 
gl^ieh  der  zulassigen  Zugbeanspruchung  x^  zu  setzen. 

1.  Torsion  eines  zylindrischen    Stabes   von   kreisförmigem   Quer- 
sclixiitty  dessen  Durchmesser  d  f&r  das  angreifende  Drehmoment  M^  zu 

bes'fcimmen  ist 

M^  •  16  82  M^ 

Die  neue  Formel  lautet  also: 

tne    Seimungstheorie  ergiebt:  cP  =- •  1,3.    Der  Durchmesser  d  wird 

»l»o  nach  der  neuen  Formel  stets  um  15%  gröfser  als  nach  der  alten  Formel. 
2.  Innendruck  p  eines  dickwandigen  Rohres,  dessen  innerer  Radius  r 
^  dessen  äuberer  Radius  R  zu  bestinmien  ist. 

Die  neue  Formel  lautet  also: 


^^  Wandstarke  wird 

Die   Grenze    der    theoretischen   Ausführbarkeit    ist    also   gegeben 
^*^k  p  ==  j  X,,  dann  wird  JR  =  oo.     Die  Dehnungstheorie  ergiebt  be- 


^^^»Uiüich: 


^    X,  — 1,3p  L^    X,  — 1,3p  J 


1)  Vergl.  S.  801. 


AvsfBkk^  ^1 


Radms  r  wodm  n^  ^ 
und  iwir  ftr  x^^% 


Stabes  TOD  loq 

^  zn  bestiiiuiiai  ut  b 

die   dmeh  die  Sunt 

«nkrecht  zur  Stabrii 


^.»rS>-*^-^]*) 


e   - 


'=t^.^->J^^^J 


IS 


*-'»-• *=^»j«? 


•"w      —  -^ 


u  niks.  -2er  Dbiczr^aescfaeorie^  wie  man  erkennt^  wenn 


<?  =  -  '>Äl  Ji/- Jf*^0,65  VJ<7  +  lf2]. 

Gkich^  Absiessnzigeii  erfaih  man  nach  beiden  Theorien  wir 
M^  »  0.    Der  IhxrchmeeBer  wird  nach  der  Schnbspannungaiheorie 

far  Jf^  =  Jf»     Jf^  =  21f,     Ä^  =  0 

um      3,7»,  7,4*o  15,47o 

ffrötner  als  nach  der  Dehnnngstheorie. 

Ist  der  Querschnitt  des  Stabes  nicht  kreisförmig,   sondern 
rechteckig;  so  ändert  sich  prinzipiell  nichts,  die  Abmessungen  wc 

t)  H.  o.  H.  290. 
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^   einen   solchen  Querschnitt  nach   der  Schubspannungstheorie 

'  als  nach  der  Dehnnngstheorie. 

nf  andere  Arten  von  zusammengesetzter  Beanspruchung  einzugehen^ 

lötig;  da  sich  das  Prinzip  in  den  herangezogenen  Beispielen  toU- 

l  ausdrückt. 

CLr   Guiseisen   und    ähnliche   Materialien    ohne   Elastizitätsgrenze 

1  die  entsprechenden  Formeln  nach  der  allgemeinen  Mohrschen 

e  entwickelt  werden. 

ür  die  abzuleitenden  Gleichungen  wird   die  Grenzkurve   als  Ge- 

etrachtet;  welche  die  Gleichung^)  hat  r  =  ^Y^c^  \1  —  6  **""**]» 
^ie  Gleichung  wird  bequemer^  wenn  man  statt  x^  und  x,  andere 
►de  einfahrt,  nämlich  Tq  =  y  j/x^x,  und  den  Winkel  q>,  den  die 
3  mit  der  Ordinatenachse  einschliefst,  und  der  gegeben  ist  durch 


Die  Gleichung  der  Geraden  lautet  dann 


^  «,  — »1 

6  COS  9  +  IT  sin  9  —  Tq  sin  9  =  0. 

etzt  man  in  diese  Gleichung  statt  der  laufenden  Koordinaten 
T  die  Koordinaten  ö'  und  r'  eines  beliebigen  Punktes  im  Koor- 
Dsystem,  so  erhält  man  rechts  nicht  mehr  Null,  sondern  den 
(chten  Abstand  des  Punktes  (<t',  t')  von  der  Geraden,  und  zwar 
Bgativem  Vorzeichen,  wenn  der  Punkt  (<t',  t')  auf  derselben  Seite 
eraden  liegt,  wie  der  Koordinatenanfang.  Der  Hauptkreis  eines 
igen,  zulässigen  Spannungszustandes  soll  die  Gerade  nur  be- 
i,  nicht  schneiden.     Die  Koordinaten  des  Kreismittelpunktes  sind 

*-w~  ^i^d  t'  =  0.     Setzt  man  diese  Gröfsen  für  6  und  r  ein,  so 

man    jedesmal    den    Radius    q  =    *       -    des    noch    zulässigen 

ungskreises,  d.h.  die  Bedingungsgleichung  für  die  Abmessungen. 
>ie  Formehl  sollen  alle  für  Gufseisen  entwickelt  werden,  mit  der 
ime,  daCs  x,  =  4xi,  also  cos  9  =  0,6  ist.     Für  Tq  sin  9  kann  man 

J  (1  +  cos  9)  =  0,8  X,  (vergl.  Fig.  13). 

.  Torsion  eines  kreiszylindrischen  Stabes,  dessen  Durchmesser  d 
lümmen  ist. 

0,8   X,:'  '  ^ 


2 
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Die  neue  Formd  lautet  also  ftkr  Gnfiieiaeii: 

Die  alte^)  und  die  neue  Fonnel  geben  also  gleidbe  Wcfb^n 

man  den  Kontraktiongkoeffimenten  m  *^  4t  anninimt,  statt  w^y 

2.  Innendrnck^  eines  dickwandigen  Rohres^  dessen  ix 
ist^  dessen  äufserer  Radius  JR  zu  bestimnien  iflt. 


tf— tf 


pB« 


^  +  ^* 


Ä«  — H' 


0, 


P  B^^r'  •  COS  9  -  0,8  X,  —  —  2|._y, 
Die  neue  Formel  lautet  also  für  Ghifseieeii: 


Die  Grenze  der  Ausf&hrbarkeit  liegt  danach   etwa  eben  n  hi  \ 
wie  nach   der  Dehnungstheorie  *),  nämlich   bei  p  »«  0,8  x^    Die  Wal 
starke  d  f&r  einen  gegebenen  Radius  r  wird   nach   der  neuen  Foni 
^fefe  gröfser  als  nach  der  Dehnungstheorie,  und  zwar  f&r  x^  —  2p  iim?|| 
för  «,  =  202)  um  l^Vo- 

3.  Biegung  und  Drehung  eines  kreiszylindriachen  Stabes,  dorn 
Durchmesser  d  zu  bestimmen  ist    Es  sei  x^  »>  x^ 


-'-^^,yMi  +  Mi  tf'. 


'.+'. 


t'-O, 


6ilf. 


Die  neue  Formel  lautet  also  für  Ghiiseiien: 

g X,  =  0,375 M,  +  0,625  YM^  +  ÄTl, 
also  genau  so  wie  nach  der  Dehnungstheorie  *),  wenn  man  m  =>  4  Mbi 


Formeln  für  wechselnde  Belastung^. 

Es  werde  im  folgenden  die  bei  ruhender  BdLaetong  ermittdU 
Bruchgrenzspannuug  eines  Materials  als  TragfestigkeU,  die  Belastimgi- 
art,   bei    welcher   die  Spannung  periodisch  zwischen   Null  und 


1)  S.  o.  S.  308.  2)  S.  o.  S.  804. 


Ton  P^ia  Bot»- 
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^      rofstwert  schwaiikt,   als    pulsierende  Belastung^   die   dabei   ennittelte 

^rucllg^ellze  als  Ursprungs f est igkeit,  die  Belastungsart,  bei  welcher  die 
pannimg   periodisch    zwiecheji    einem   positiven  und  einem  negativen 
Ten^wert  achwankt,  als  schwingende  Belastung,  die  dabei  ennittelte 
M^tntchgrenze  als  Schwitigutigsfestigkeit  bezeichnet, 
g^  Ob    die   Reanltate^    die   bei    der   Prüfung   der   Theorien    gefunden 

•  TOrden^  ohne  weiteres  auf  beatändig  wechselnde  Beanspruchungen  über- 
ngen   werden   können,    ist   aweifelhaft.     Die   Versuche   Ton  Wöhler 
^^•cheinen    dagegen   zu   öprechen,     Wöhler  fand^)    für   GufBstahl   von 
*'Krupp  (ans  dem  Jahr  1862)  folgende  Verhältnisse.     Bei  pulsierender 
^Zugbelastung   ^wiaehen  0   und    3300*'  und    bei    pulsierender  Torsiong- 
^pelastung  zwischen  0  und  2600**  trat  kein  Bruch  ein  nach  miUionenmal 
P%iederholtem  Belastungswechsel;  wai'  die   obere  Spannungagrenze  nur 
^^  Wenig    höher,    so    trat  der  Bnich  nach  einer  beschmnkten  Anzahl  Ton 
Wechseln  ein.     Die  ßrenzzngbelastung  Terhält  sich   zur  Grenztorsions- 
belaatimg  wie  1  :  0,79.     Bei  schwingender   Biegungsbelaetung  lag  die 
,     Bruchspannungsgrenze  bei  ±  1920*' ,  bei  schwingender  Torsionsbelastung 
war  ±^  1500**  die   Grenze.     Die  Grenzspannnngen   verhalten  sich  wie 
1  : 0,78.    Nach  diesen  Versuchen  sind  also  die  Hauptdehnungen,  welche 
bei    verschiedenartigen    Belastungen    mit    gleichem   Schwingimgsgesetz 
TOu   dem  Material   gerade    noch    beliebig   oft   ertragen   werden,   genau 
gleich^   da   man   annehmen   darf,   dafs   bis  zur  Grenze  Proportionalität 
zwischen  Spannung   und  Dehnung   bestand.     Man    kann    ans    den   Tier 
Versuchsreihen   zwar   noch    nicht    auf    ein    allgemein    gültiges    Gesetz 
tchlief&en^   aber  es  mag   daran  erinnert  werden,   dalj  die   Dehnunge- 
theorie  für  den  Bruch  bei  ruhender  Bela&timg  durch  eine  Reihe   von 
iVerauchen  gestützt  wird;  die  Dauerversoche  mit  wechselnder  Belastung 
|scheiBen  eine  weitere  Möglichkeit  zu  liefern^  die  Frage  zu  entscheiden. 
Bausch inger,  der  gleichfalls  Dauerversuche*)  angestellt  hat,  hat 
[dieselben    nicht  auf  Torsionsbeanspruchung   ausgedehnt,    no    dafs   die 
Resultate  von  Wöhler   nicht   an    ihnen   kontrolliert   werden   köimen. 
I  Bau  sc  hing  er  hat  aber  nachgewieaen,  dafs  die  Festigkeit  des  Materials 
l(er  untersucht©   Stahl  und   Schmiedeiaen)   bei  periodisch    wechselnder 
I  Beanspruchimg  in  einem   gewissen  Zusammenhang  mit  der  uraprüng- 
lichcn  Elastizitätsgrenze  steht,  und  diese  hängt,   wie  oben  gezeigt^  bei 
|den  genannten  Materialien  von  der  Höhe  der  grofsten  Schubspaianung 
ab.     Es  ist  daher  wohl  denkbar,   dafs  die  zulässige  Beanspnichung  bei 
wechselnder  Belastung  auch  von  der  grofsten  Schubspannung  abhängt. 


1)  FestigkeitiTeriucbe  mit  Stähl  und  Eiaeü.     1870. 
S)  Mitteü.  a.  d.  mech.-teobn.  Labor.  München.    Heft  13  u.  25- 

20* 
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Au»  diesem  Grunde  und  weil  es  an  »ich  iBteressant  iit,  feit^gb^ 
welchen  Einflafs  die  Änderung  der  Theorie  auf  die  Kmeiäflsjc^ 
von  periodiscli  beanspnicliteii  Kongtmktioos teilen,  also  fut  ^ 
Maachinenelemente^  aaaübt,  sollen  auch  hieriiir  einige  F<innelfi  ^ 
der  Schubspannungstlieone  abgeleitet  werden.  Zn  dem  Zweck  in  ^ 
nächst  ein  Blick  auf  die  Abhängigkeit  der  maäesigeii  Beftn^trad^ 
Ton  dem  SchwiDgungsgesetz  der  Spannungeji  za  werfen. 

Wo  hier  fand  das  Verhältnis  zwischen  üisprungsfestigkit  li 
Schwingnngsfestigkeit  bei  allen  Stahl-  und  SchmiedeisensorteB,  dii « 
untersuchte,  im  Mittel  zu  1,8  ;  1,  die  Abweichongen  von  diestm  W^r, 
bei  einzelnen  Versuchen  aind  gering.  Bausch  in  ger  dagegen  U 
beide  Festigkeitsgrenzen  gleich  hoch.  Worin  dießer  auffallend«  Vtäm 
schied  seine  Ursache  haben  kann^  ist  schwer  festEustellen.  Da  tmn  4 
der  Sorgtklt  der  Versuchsausfiihrung  bei  keinem  der  beiden  Elf«- 
mentatoren  zweifeln  kann,  und  beide  gleichartig©  Maaehinfin  ßr  k 
Versuche  verwendeten  j  so  bleiben  wohl  nur  zwei  MögLichkeitett  m 
Erklärung  übrig.  Entweder  hatte  sich  das  Material  in  den  20  Jiba 
die  zwischen  den  Vei-suehen  von  Wöhler  und  denen  von  Bauscliiii|tr 
verstrichen,  hinsichtlich  der  Festigkeit  gegenüber  schwingendfr  B» 
laatnng  auffallend  verbessert,  oder  das  Tempo,  in  dem  die  Spaimuuj»- 
wecheel  auf  einander  folgen^  und  das  in  beiden  Versachsreiheii  mk 
gleich  war,  ist  von  sehr  bedeutendem  Einflufs,  sei  es  prinzipiell^  m  11 
gerade  bei  der  Wohl  ersehen  Versnchsan  Ordnung. 

Das  Verhältnis  zwischen  der  Tragfeatigkeit  und  der  Urgpniop 
fesiigkeit  bei  Zugbelastung  haben  beide  Forscher  etwa  gleich  gefim4i. 
Wöhler  fand  das  Verhältnis  für  Stalii  2ßA,  für  Schmiedeeiseii  1^:1, 
Bauschinger  fand  fiir  Stahl  2^1:1,  filr  Schmiedeeisen  1,75 :L  Et 
ist  damit  jedenfalls  bewiesen,  dafs  bei  wechselnder  Belastung  die  Bmct 
gefahr  wesentlich  näher  an  die  ursprüngliche  Elastizitätsgrenze  hena- 
rückt  als  bei  ruhender  Belastung;  femer  stimmen  die  Beobacbtmiga 
beider  Forseher  auch  darin  überein  j  dafs  sie  eine  auTserordentliik 
grofae  Empfindlichkeit  des  Materials,  besonders  bei  FluIaeiseD  mA 
Plufsstahl^  gegen  ganz  geringe  Materialfehler  feststellten^  wenn  dieBe 
lastung  ©ine  wechselnde  war. 

Man  kann  allerdings  die  zulässige  Beanspruchung  bei  wechsekdif 
Belastung  ebenso  wenig  wie  bei  ruhender  nach  der  Bmchgrenze  aUeia 
normieren^  sondern  muTs  stets  die  zulässigen  Formändernngen  im  Ai 
behalten.  Hat  man  bei  ruhender  Last  dafür  zu  sorgen ,  d&Gi 
bleibenden  Formanderungen  eintreten,  so  zwiugen  die  durch  wechsd&di 
Belastung  entstehenden  Schwingungen  des  betreflfenden  Kotistnikti< 
teiles  oder  auch  der  ganzen  Maschine^  die  zulässige  Beanspruchung 
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ren  Grenzen  zu  halten.     Wo  es  sich  um  wechaelnde  aufsere  Kräfte 
idelt,  kanji  man  es  aus  dieser  Rücksieht  erklären ,  dafa  es  sieh  ein- 
»^bürgert  hat,  die  zulässige  Beanspruchung  hei  schwingender  Belastung 
alli   so  grofs  zu  nehmen  als  bei  pulsierender.     Man   erreicht  dadurch, 
-^afs    die  äuTaerlich  wahrnehmbaren  Formäuderungen,   %.  B,  die  Durch- 
>i^iing  eines  Stabes,  in  gleichen  Grenzen  bleiben. 
'  Wenn    man    nach    Bach    die    zulässigen    Beanspnichimgeu    bei 

tchwingender,  pulsierender  und  ruhender  Belastung  im  Verhältnis  1:2:3 
jrähltj  BO  steht  diese  Annahme  mit  den  Versuchsergebnissen  von  Bau- 

E'nger  aufser  jeder  Beziehung.  Mit  den  Wohl  ersehen  Ergebnissen 
;  sie  in  dem  Zusammenhang,  dafs  sie  die  zulässigen  Beanspruch- 
n  etwa  im  Verhältnis  der  dort  gefiindenen  Bnichgrenzen  wählt  Dies 
ist  aber  mehr  eiji  äulaerlicherj  als  ein  innerer  Zusammenhang;  denn  bei 
^oilen  Materialien,  die  eine  Elastizitätsgrenze  für  ruhende  Belastung  haben, 
die  zulasgige  Beanspruchung  nach  der  Elastizitätsgrenze  normiert. 
Temi  man  nun  das  zahlenmäfsige  Verhältnis  zwischen  Bnichgrenz- 
Qnung  und  Elaatizitätsgrenzapannung  bei  ruhender  Belastung  auf 
wechselnde  Belastung  überträgt,  um  so  die  zulässige  Beanspruchung 
erhalten,  so  ist  das  eine  durchaus  willkürliche  Änalogiehildungj  die 
5er  durch  die  praktische  Erfahrung  gerechtfertigt  wird.  Bach 
ßchreibt  darüber  im  Vorwort  zur  ersten  Auflage  seiner  „Maschinen- 
elemente*', dafs  „die  zulässigen  Beanspruchungen^  welche  im  Laufe  der 
Zeit  in  überaus  grofser  Anzahl  als  Erfahnmgsgröfsen  entstanden  sind 
und  nicht  selten  unter  sich  des  Zusammenhanges  entbehren^  zu  einem 
siemlichen  Teile  die  Wohl  ersehe  Beziehung  der  verschiedenen  Bnich- 
belastimgen  zu  einander  bestätigen/'  Das  Verhältnis  1:2:3  soll  daher 
auch  in  den  hier  zu  entwickelnden  Formeln  beibehalten  werden.  Für 
SpanBungs Wechsel,  welche  zwischen  den  drei  ausgezeichneten  Arten 
liegen,  sind  nach  Bach  zwiBchenliegende  Werte  für  die  zulässige  Be- 
anspruchung zu  wählen,  derart  dafs  diese  linear  von  der  GrÖfse  des 
Spamiungswechsels  abhängt,  Ist  ff^,  die  untere,  ü^  die  obere  Gren^- 
Spannung,  to  kann  man  für  den  Betrag  w  des  Wech&ela  die  Gröfse 

»ff  — <f 
=  -^ -^  einführen;  bezeichnet  ferner  «„  die  zulässige  Beanspruchung 


für  schwingende  Belastung,  also  für  w  ^  2,  und  ac  die  zulässige  Be- 
anspruchung für  einen  beliebigen  anderen  Wert  von  «?,  der  immer 
zwischen  0  und  2  liegt,  so  ist  demnach  zu  setzen  » =  x^  (3  —  w\ 
Mit  Hilfe  dieser  Beziehung  kann  man  die  Rechnung  für  die  einfachen 
Belastungsarten,  bei  denen  die  Hauptspannungen  ganz  bestimmte,  kon- 
stante Verhältnisse  zu  einander  haben,  stets  streng  durchführen,  nicht 
80  bei  zusammengesetzter  Beanspruchung^  für  welche  die  Biegung  und 
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Drehimg  eines  zylindrischen  Stabes  das  typische  Beispiel  ist.  Hier  he- 
steht  eine  Schwierigkeit  darin  ^  dafa  in  der  Regel  das  Schwingungs- 
gesetz der  NormalBpaimtiBg  ein  anderes  ist  als  das  der  SehubspOQnnngen. 
Um  diesem  Umstand  Rechnung  zu  tragen,  fuhrt  Bach^)  in  die  Formel 
M^  ^  0,35  M^  +  0,65  ]/3f  *  +  Jf  *,  nach  welcher  das  ideelle  Biegungs- 
moment  M-  aus  dem  vorhandenen  Biegungamoment  M^  und  dem  Dreh- 
moment Jfj  (nach  der  Dehnungstheorie)  zu  berechnen  iet^  den  Faktor 

ce^=    J*     ein,  mit  dem  M^  multipliziert  wird;  x^  bedeutet   darin  die 


zulässige  Biegungsheanspruchung  Itir  den  Fall,  dafs  Jtf^  allein  vorhandsE 
wäre,  x^  die  zulässige  Beanspruchung  für  den  Fall,  dafs  Mj  allein  TOf- 

handen  wäre.     Bei  einer  kreiarunden  Welle  ist  Mi  =  -^  x^  za  setzen, 

worin  ä  den  gesuchten  Wellendurchmesser  bedeutet  ^^ 

Die  Einfügung  des  Koeffizienten    a^   bewirkt   folgendes:    Für  den 
Fall,  dala  das  Biegungamoment  M^  etwa  gleich  dem  Torsi onamoment 
M^  ist,   was  praktisch  sehr  häufig  TOrkommt,   dafs  aber  die  Torsions— 
Spannung  konstant  ist,  während  die  Biegungsapannung  zwischen  einend 
positiven    und    einem    gleich    grofsen    negativen   Grenzwert    schwaakt^ 
wird  a^^  =  \  und  der  Wert  von  Jl/.    dadurch    um  157o  kleiner,   ak 
ohne  die  Korrektion  sein  würde. 

Man  könnte  nun  vermuten,  dafs  durch  den  Einflufe  der  konstant 
Toraionaspannung  die  resultierende  gröfste  Dehnung  nur  noch  in  a(^ 
engen  Grenzen  ach  wankt,  dafs  die  zulässige  Beanspruchung  %^  viol^ 
höher  angenommen  werden  kann,  als  sie  nach  Mafagabe  der  Biegung 
allein  sein  darfp  Wenn  z.  B.  die  aua  Biegung  und  Drehung  jeweilig 
resultierende  gröfste  Dehnung  zwischen  Null  und  einem  Maximalwert 
sehwanken  würde,  so  könnte  ja  x^  um  50**/u  gröfser  gewählt  werden, 
als  in  der  B achschen  Formel  angenommen  ist  Dann  würde  also  die 
Korrektion  durch  u^  nicht  ausreichen.  Bei  der  grofsen  praktischen 
Wichtigkeit  der  in  Frage  stehenden  Formel  lohnt  es  eich  wohl,  hierauf 
einmal  näher  einzugehen,  und  die  Schwankungen  der  resultierenden 
gröfflten  Dehnung  rechnerisch  zu  ennitteln,  um  die  zuliBsige  An- 
strengung der  wirklichen  Däinutigsändenifip  entsprechend  in  die  Rech* 
nung  einfuhren  zu  können.  Vergleicht  man  dann  die  so  erhaltenen 
Reaiiltate  der  Formel  mit  den  Resultaten  der  nach  Bach  korrigierten 
Formel,  so  erhält  man  ein  Bild  davon,  wie  weit  die  zwar  praktiach 
einlache^  aber  immerhin  ziemlich  willkürliehe  Korrektion  durch  u^  theo- 
retischen Anforderungen  gerecht  wird. 


1)  Elast,  u,  Fe»tigk.  IV,  Aufl.  S.  420. 
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Verfasser  hat  diese  Rechnuitg  für  den  einfachen  Belastiingsfall 
durchgeführt,  dafs  eine  kreiszylindriachej  rotierende  Welle  durch  ein 
konstantes  Biegungsmoment  M^  und  ein  konstantes  Torsionsraoment  M^ 
beansprucht  wirdj  ein  Fall^  wie  er  etwa  bei  Turbinenwellen  oder  Wellen 

STon  rotierenden  ümforraem  vorkommt 
Es  wurde  die  Dehnung  {^  in  einer  beliebigen  Richtung  tp  gegen 
die  Richtiing  der  gröfeten  Hauptdehuung  durch  3f^^  M^  und  den 
Winkel  tp  ausgedrückt^  daraus  die  Gröfse  des  Dehnungsweohaels 
iß^  =  -^°^"  ■ — 5L__  ermittelt  und  in  die  Beziehimg  für  die  zulässige 
inetr^ngung  x  =  x^tß  ^  wj  *)  eingesetzt.  Es  entspricht  also  jeder 
ffichtong  ein  gewisser  erforderlicher  Mindt^stdurchmeeser  der  Welle, 
dmjT  grofste  foh  allen  diesen  ist  das  Mindesttnafs  ftir  die  praktische 
Ausführung,  IHe  mafsgebende  Faserrichtung  ändert  sich  wesentlich 
mifc  dem  Verhältnis  M^i  M^.  Solange  M^<'iß  M^^  erhält  man  den 
grofiten  Durchmesser,  wenn  man  die  Dehnung  in  Richtimg  der 
esllenachse  xu  Grunde  legt,  also  das  Torsionsmoment  ganz  vemach- 
eigt,  da  es  hierzu  keinen  Beitrag  liefert.  Für  M^  >  3^2  M^  hat  die 
bende  Faser  ungefähr  die  Richtung  der  Hauptdehnung,  mit 
^*^leher  sie  für  3f ^  =  0  genau  zusammenfäOt. 

Für  M^  <  3j2  J4  lautet  also  die  Formel  ftk  den  auszuführenden 
ötti^hmesser  d  wie  bei  einfacher  Biegimg: 


%    ist  darin  der  der  Sehwingmi^s^GEÜgkelt   entsprechende  Wert,     Für 
^^  3>  3,2  Jlf^    kann    man    die   an    sich    komplizierte   Formel    mit   ge- 
^^^gender  Annäherung  ersetzen  durch: 

■ 


a»^ 


^oiin  3«j  die  zulässige  TorsionabeÄnspruchung  ist^  welche  der  ruhenden 
^lastung  entspricht. 

Die  Resultate  dieser  beiden  Formeln  sind  von  den  entsprechenden 
"Resultaten  der  nach  Bach  korrigierten  Formel  nicht  sehr  erheblich 
^«tSüliiedeUy  aber  durchweg  etwas  kleiner  als  tliese.  Dabei  ist  indessen 
^iws  zu  beachten.  Bei  dem  hier  angegebeneu  ReclmungSTerfahren 
*^e,  um  die  Durchführung  zu  ermöglichen^  der  Umstand  ganz  aufser 
Acht  gelassen,  dal^  auch  die  Schiebungen  in  jeder  Faser  weehseluj  und 
dit'  Gröfae  dieses  Wechsels  bei  der  Wahl  der  zulässigen  Dehnung  zu 
keröcksichtigen   wäre.     Die  Dehnungstheorie   ist  wie  alle  Festigkeits- 

1)  8,  0.  8.  80Ö, 
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theorien  ursprünglich  nur  f&r  ruhende  Belastung  aufgestellt  und  mülste 
streng  genommen  in  diesem  Punkt  eine  Ergänzung  erfE^iren,  wenn  man 
sie  auf  wechselnde  Belastung  übertragt.  Der  Einfistchheit  zuliebe  ist 
eine  solche  Ergänzung  bei  der  Rechnung  nicht  Torgenommen  worden; 
aber  mit  Rücksicht  darauf  kann  man  wohl  sagen^  dab  die  Einführung 
des  Koeffizienten  a^  in  die  Formel  für  ruhende  Belastung  das  Resultat 
der  Formel  sinngem'afs  beeinflufst.  Ob  man  zu  dem  gleichen  Ergebnis 
auch  bei  komplizierten  Belastungsfallen  kommen  würde,  ist  nicht  ohne 
weiteres  abzusehen. 

Durch  Einführung  des  Koeffizienten  a^  kann  man  auch  die  Formeb, 
welche  nach  der  Mohr  sehen  Theorie  für  ruhende  Belastung  abgeleitet 
wurden,  der  wechselnden  Belastung  anpassen,  soweit  die  Formeln  nicht 
unmittelbar  übertragbar  sind,  da  die  in  Betracht  kommenden  Formeln  3) 
S.  304  u.  S.  30Ö  der  entsprechenden  Formel,  die  auf  der  Dehnungs- 
theorie beruht,  sehr  ähnlich  gebaut  sind.    Man  hat  aber  der  Mohrschea 

Theorie  gemäfe  zu  setzen  a^  = r ,   worin   q>   den   Winkel  be^ 


:«j 


1  +  cos  9  «« 

deutet,  welchen  die  Mohr  sehe  Gerade  mit  der  t- Achse  bildet.  E^ 
dürfte  aber  von  Interesse  sein,  für  einige  Belastungsfölle  eine  genauer^ 
Rechnung  durchzuführen. 

Für  solche  Materialien,  bei  denen  die  Mohr  sehe  Theorie  die'  ein- 
fache Form  der  Schubspannungstheorie  annimmt,  gestaltet  sich  die 
Rechnung  nicht  schwierig.  Man  kann  es  bei  Zugrundelegung  dieser 
Theorie  als  sinngemäfs  bezeichnen,  dafs  man  alg^  Mafs  f&r  die  zu^Msige 
Beanspruchung  einer  Materialfaser  den  Wechsel  der  Schubspannungen 
in  der  Faser  annimmt.  Der  Wechsel  der  Normalspannungen  werde 
vernachlässigt.  Da  die  Schubspannimgen  aller  Fasern  den  Schiebungen 
stets  proportional  sind,  so  kommt  es  auf  dasselbe  hinaus,  ob  man  mit 
dem  Wechsel  der  Schubspannungen  oder  der  Schiebungen  rechnet 

Für  den  Fall,  dafs  eine  rotierende,  kreiszylindrische  Welle  einem 
konstanten  Biegungsmoment  üf^  und  einem  konstanten  Drehmomente  M^ 
unterworfen  ist,  ergiebt  die  Rechnimg  folgendes:  Solange  M^ '<,  2,i  M^j 
ist  für  die  Abmessung  der  Welle  die  Beanspruchung  desjenigen  Flächen- 
elementes an  der  Wellenoberfläche  mafsgebend,  welches  unter  45^  gegen 
den  senkrechten  Wellenquerschnitt  geneigt  ist.  Zu  der  Schubspannung 
in  einer  solchen  Fläche  giebt  das  Torsionsmoment  keinen  Beitrag,  es 
ist  also  ganz  zu  vernachlässigen,  und  die  Formel  für  den  erforderlichen 
Wellendurchmesser  d  lautet,  wenn 

M,<2,4M,         32-  =  —  - 
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Darin  bedeutet  wieder  x^  die  bei  schwingender  Belastung  zulässige 
Biegungsbeansprucbung.  Für  M^  >  2^  -^f^  bildet  das  gefahrliche 
Fiachenelement  mit  dem  senkrechten  Querschnitt  Winkel^  welche 
kleiner  als  20^  sind;  die  Formel  für  den  erforderlichen  Durchmesser  d 
kann  mit  ausreichender  Genauigkeit  geschrieben  werden^  wenn 


M^>2,4.M, 


16  3x^ 


3x^  ist  die  bei  ruhender  Belastung  zulässige  Torsionsbeanspruchung. 

Die  Resultate  dieser  beiden  Formeln  weichen  nicht  sehr  erheblich 
von  den  Resultaten  der  korrigierten  Formel 


32 


yM\  +  a\Ml 


aby   die  letzteren  sind  durchweg  etwas  grofser.    Die  korrigierte  Formel 
giebt  also  eine  angemessene  Eonstruktionssicherheit. 

Da  die  Rechnung  mit  den  Schubspannimgswechseln  verhältnismäfsig 
^ifach  ist,  so  läfst  sich  unter  diesem  Gesichtspimkt  auch  einer  der 
Pn^^ktisch  Mufigen  Fälle  behandeln,  dafs  nicht  nur  die  Biegungs- 
sp^nnnpgen,  sondern  auch  die  Torsionsspannungen  periodischen  Schwing- 
'^JÄg^n  folgen. 

Als  Beispiel  sei  die  Berechnung  des  Wellenzapfens  einer  elektrisch 

oder  durch  Transmission  angetriebenen,  doppeltwirkenden  Pumpe  ge- 

wahlt  und  der  Weg  der  Rechnung  kurz  angegeben.     Die  Gröfse  der 

^olbenkraft    sei    konstant    angenommen,    sie    wechselt    nur    in    den 

meiden  Totpunkten   der  Kurbel   ihre  Richtung.     Daß   auf  den  Zapfen 

Wirkende    Biegungsmoment    ist    also    seiner    Gröfse    nach    konstant, 

da«     Torsionsmoment    folgt,    imter     der    Annahme     einer    unendlich 

l^ögen  Schubstange,   während  jedes   Hubes   einem   Sinusgesetz,  wirkt 

Aber  immer  im  gleichen  Sinne.     Bezeichnet  -ö*  den  Umdrehungswinkel 

^w  Kurbel,  Ton  einer  Totlage  aus  gerechnet,  6^  den   Grölstwert  der 

Biegongsspannung,  t^  den  Gröfstwert  der  Torsionsspannung  im  Zapfen, 

6  und  T  die  jeweilige  Biegungs-  imd  Torßionsspannung  in  dem  Punkt 

•^^  der  Zapfenoberfläche,  in  welchem   die  Ebene  des  Kurbelarms   den 

S^fahrlichen  Querschnitt  des  Zapfens  schneidet,  so  gelten  für  6  und  t 

wahrend  eines  Hubes  die  Gleichungen: 

<y  =  <y^  cos  %'  und  r  =  r^  sin  -ö*  (0  <  -ö*  <  sr). 

*^^  Verlauf  von  6  und  t  während  einer  ganzen  Umdrehung  ist  für 
w*»l  in  Fig.  14  dargestellt.    6  und  t  wirken  beide  in  einem  Flächen- 
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Pig.  14. 


element^  welches  normal  zur  Zapfenaohse  geriehtefc  ist;  in  einem  gegen 
dieses  Element  um   den  Winkel  q>   geneigten  Flachenelement  ist   die 

jeweilige  Schnbspannxmg 
t'  =  r^  sin  ^  cos  2q> 
+  6^coQ&'\ain  2q>. 

Wenn  man  t'  nach  d" 
differenziert  and  q>  kon- 
stant VSüt,  so  kann  man 
für  jede  Richtong  q>  den- 
jenigen ümdrehnngswin- 
kel  ^0  finden,  bei  welchem 
t'  am  grölsten  ist  Man 
erhält 

-»ctg  29, 
^6^  8m«y 


=Yysin«29+n«coB«2qF» 

Das    MinintiiTn    Ton    ^^ 
würde    bei   ^  =  -^^  + 
liegen,    wenn    <f   nnd 
Tolle  Sinusschwingungen  ausführten.     Da  die  Schwingongsperiode  ab-«^ 
nur  von  ^  =  0  bis  -ö*  ==»  ;r  reicht,  so  tritt  das  Minimum  von  r'  eft_i 
wenn  ^  ==  ;r,  also 

r  min  =  —  4-  sin  2q> 


w  = 


min 


1  + 


^  max  '      1/1 +  n«  ctg«  29 

%  ==  «d  (3  -  w;)  =  x^  (2  —  cos  ^J 


=  1  +  cos  ♦^ 


5" 

= 

5 

Bin  29 

COB-^^ 

2 

—  COB  &•  ^ 

Darin  bedeutet  Jtf^  den  Gröfstwert  des  Biegungsmomentes. 

Die  numerische  Auswertunir  von  v  =  — ^  >^ — ^ — -5-v  für  verflC***®" 

*  cos  -O"^  (2  —  COB  ^  ^ 

dene  Winkel  2  9  und  verschiedene  w  ==  ~  ergiebt,  dals  alle  Wer*®  '' 
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deiner  oder  gleich  1  sind,  solange  n<2.^)    Für  9  =  45^  wird  stets 
f  »  1;  diese  Richtung  ist  also  die  maGsgebende,  wenn  n  <  2,  und  man 


d^n       M, 


»rhalt  dann  wieder  die  einfache  Gleichung  -^  =  — ,  da  x^  =  |  x^. 


*6 


Das  Torsionsmoment  ist  ganz  zu  yernachlassigen^  wenn  sein  Gh-o£st- 
rert  kleiner  ist  als  der  doppelte  Gröfstwert  des  Biegungsmomentes. 
Ehraktisch  würden  andere  Falle  nicht  in  Betracht  kommen^  da  die  Ent- 
fernung Ton  Wellenzapfenmitte  bis  Eurbelzapfenmitte  stets  kleiner 
lein  wird  als  der  doppelte  Eurbelradius.  Der  Vollständigkeit  halber 
soll  aber  auch  fOr  n  >  2  die  Formel  abgeleitet  werden. 

Für  n  >  2   kann  man  in   dem  Ausdruck  cos  ^„  =  -r- 

die  Einheit   gegen  n'  ct^'  2q)   mit  einem  Fehler   von   höchstens  2^7o 
yemachlassigen;  weil  der  Winkel  2q>  klein  ist.    Man  kaun  also  setzen 

m»^  ^^  und  erhalt 

^  n 

^*  ^  ^»'^     Bin  2y    ctg  2y  _  ^d     cos  2 9 
"5"  5i^  o       <g2y  "^7  g       ig2y' 

n  n 

Sierin  kann  man   mit  einem  Fehler  von  höchstens  3^5%  den  Faktor 

— T-^  =»  i  setzen,  diesem  Wert  nähert  sich  der  Faktor  mit  wachsen- 
_  tg29      «  ' 

n 
m  n  mehr  und  mehr.    Man  gelangt  so  zu  der  anderen,  ebenso  ein- 
•hen  Formel 

Biegungsmoment   kann   ganz   vernachlässigt    werden,    wenn    sein 

fstwert  kleiner  ist  als  der  halbe  Gröfstwert  des  Torsionsmomentes. 

zulässige  Torsionsbeanspruchung  wird  entsprechend  dem  zwischen 

und  einem  Gröfstwert  schwankenden  Torsionsmoment  gleich  2x^ 
Rechnet  man  im  vorliegenden  Fall  nach  der  korrigierten  Formel 
uhende  Belastung: 

etzt  darin   für  Jlf^  und  M^  die  Maximalwerte  der  Momente   (ob- 
iiese  nicht  zusammen  auftreten),  und  für  «^  den  Wert  \,  so  er- 

an  für   den   praktisch   häufigsten  Wert  n  =  1    einen   um   3,87o 

)n  Zapfendurchmesser. 

jrenauer  n^  1,9;  für  n  —  2  ist  vmax  =  1,05. 
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Eine  entsprechende  Rechnung  wie  die  hier  angefahrten  auf  Grund 
der  allgemeinen  Mohr  sehen  Theorie  anzustellen,  d.  h.  für  den  Fall, 
dafs  die  Mohr  sehe  Gerade  einen  beliebigen  Winkel  mit  der  r-Achse 
bildet,  ist  vor  der  Hand  nicht  möglich.  Nach  der  Mohrschen  Theorie 
für  ruhende  Belastung  sind  die  zulässigen  Schubspannungen  abhangig 
von  den  gleichzeitigen  Normalspannungen.  Bei  wechselnder  Belastung 
schwanken  aber  in  jeder  Faser  beide  Spannungskomponenten;  in  der 
bisher  benutzten  Beziehung  x  =  x^  (3  —  f<;)^)  ist  also  x^  nicht  mehr 
konstant,  wenn  man  die  Beziehung  auf  die  Mohrsche  Theorie  über- 
trägt. Man  müTste  notwendigerweise  den  Wechsel  beider  Spannungs- 
komponenten in  die  Rechnung  einführen.  Dadurch  würde  die  Rechnung 
überaus  kompliziert  und  aufserdem  zwecklos,  weil  sie  sich  auf  ganz 
willkürliche  Annahmen  stützen  müfste. 

Die  hier   angegebenen  Formeln   für   wechselnde  Belastung   gelten 
nur  für  bestimmte  einfache  Fälle.     Ihre  Ableitung  ist  zu  umständlich 
imd  zeitraubend,  als  dafs  sie   in  jedem  praktisch   Torkommenden  FaU 
durchgeführt  werden  könnten.     Es  zeigte  sich  aber,  dafs  die  Resultate 
der   durch   Einführung   des  Koeffizienten   a^  korrigierten   Formel  für 
ruhende   Belastung   nur   wenig   von    den   Resultaten    einer    genaueren 
Rechnung,  so  weit  solche  hier  erhalten  wurden,  abweichen,   und  man. 
darf  wohl  annehmen,  dafs  die  Abweichungen  auch   in  komplizierterea 
Belastungsfallen  nicht  erheblich  sein  werden,  da  für  die  beiden  Ghrenzen. 
M^  =  0  und  Mf,^0   die   korrigierte  Formel  immer  streng  richtig  ist- 
Was  die  Formeln  für  ruhende  Belastung  betrifft,  so   sei  das  Ergebnist 
der  vorliegenden  Untersuchungen  kurz  dahin   zusammengefaXst:   Wemt 
man   anstelle   der  Dehnungstheorie   die  Mohrsche  Theorie   zu  Grunde 
legt,   so  erhält  man    im   allgemeinen   stärkere  Abmessungen   der  Eon — 
struktionsteile  bei  gleicher  Wahl  der  zugelassenen   ein£EU^hen  Zugbean — 

spruchung;  besonders  wenn  die  Mohrsche  Theorie  die  Form  der  Schub 

Spannungstheorie   annimmt,   wie  bei  Schmiedeisen  und  Stahl,   ergieb^k 
sie  teilweise  ganz  erheblich  gröfsere  Abmessimgen. 


1)  S.  0.  S.  309. 
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Kleinere  Mitteilnngen. 


„Soho-mles''. 

In  der  Vorrede  zu  der  Schrift  über  den  logarithmischen  Rechenschieber 
von  K.  T.  Ott  (Prag  1874,  2.  Anfl.  1891)  liest  man:  „Bei  dem  durch  und 
dnreh  praktischen  Volk  der  Engländer  wurde  der  Bechenschieber  bereits  in 
der   Mitte    des    17.  Jahrhunderts    und    zwar    zuerst    in    der   Fabrik    von 
Boulton  &  Watt  zu  Soho  nächst  Birmingham  unter  dem  Namen  Soho-Begeln 
oder  Soho-Lineale  eingeführt  und  von  Maschinenarbeiten!  dieser  Fabrik  mit 
grofsem  Geschick  gehandhabi     Von  hier  aus  verbreitete  sich  das  Schieber- 
lineal (sliding  rule)  nach  und  nach  über  ganz  England. .  .^'    Diese  Angaben, 
deren  Quelle  nicht  genannt  ist,  sind  teilweise  auch  in  andere  Darstellungen 
übergegangen,  z.  B.  in  die  ausführliche    Arbeit  über  logarithmische  Bechen- 
&pparate  von  A.  Favaro^)  (wo  sogar  behauptet  wird,  der  Bechenschieber 
Bei  in  der  genannten  Fabrik  zuerst  hergestellt  worden),  aber  sie  enthalten 
tmzweifeUiaft  verschiedene  Irrtümer.     Man  findet  über  unseren  Gegenstand 
sniige  Ifitteilungen,  deren  Zuverlässigkeit  mir  aulser  Frage  zu  stehen  scheint, 
in   dem    Treatise    on    the    Steam    Engine    des   Ingenieurs    John    Farey 
(London  1827),  chap.  VII,  p.  531  und  536.    Hiemach  wandte  James  Watt 
^<)garithmische   Skalen  auf  einem  Bechenschieber  an,  um  die  Abmessungen 
▼on  Dampfinaschinen  und  anderen  Maschinen  zu  berechnen.    Bechenschieber 
waren  —  so  berichtet  Farey  —  bei  Aichmeistem  und  Steuerbeamten  lange 
^  Gebrauch  gewesen   und  sie  wurden  auch  von  Zimmerleuten  angewendet, 
*^6r   sie  waren  roh    ausgeführt  und   ungenau   geteilt  und  verlangten  auch 
sonst  Verbesserungen,  um  für  Ingenieure  brauchbar  zu  werden.    Watt  und 
^in  Gehilfe  Southern  gaben  den  Skalen  auf  dem  Bechenschieber  eine  für 
^*inieure  sehr  brauchbare  Anordnung  und  liefsen  die  Originale,  nach  denen 
^  Bechenschieber  kopiert  wurden,  von  sehr  geschickten  Mechanikern  aus- 
^^^^^ren.     Diese    Bechenschieber    waren    besonders    für    den    Gebrauch    der 
^genieure   in  der  Maschinenfabrik  von  Boulton  &  Watt  in  Soho  bestinunt, 
J^  sie  in  die  HUnde   aller  Werkmeister  und  Vorarbeiter  kamen,  und  ihre 
•^^^rteile    worden    allmählich    auch    bei    anderen  Ingenieuren   bekannt.     Sie 
^^'^n  aus  Buchsbaumholz  und  IOV2  ii^ches  lang,  mit  einem  Schieber  und 
^^i*  Skalen    auf  der  Vorderseite    (von    denen    drei    kongruent    waren,    die 
J^^iie  eine  doppelt  so  grofse  Längeneinheit  hatte);   auf  der  Bückseite  be- 
^^<3en  sich  Tafeln  häufig  gebrauchter  Zahlen,   Divisoren  und  Faktoren.^) 
"^^^lenschieber  dieser  Art  wurden  auch  später  noch  Soho  rules  genannt. 

Durch  diese  Mitteilungen  von  Farey  wird   das  Vorkommen  der  Be- 
^^Uiung  Soho  rule  und  die  Angabe  v.  Otts  über  ihren  Ursprung  bestätigt, 

1)  Atti  del  Igtituto  Veneto,  (6)  6  (1878—1879),  p.  496—620. 
]  2)  Man  hat  es  hier  offenbar  mit  dem  Urbild  der  lange  auch  auf  dem  Fest- 

^^^4.  verbreitetsten  Form  des Bechenachiebers  (ohne Läufer,  vgl.  diese  Zeitschrift, 
•  ^lU  des  laufenden  Bandes)  zu  thun. 


bvr    ^LCif^iOL   roor: .  oiJf   xd'^    der  G^nancfa    des  Bechensdik^  ^1 
'jünir.    -ü'-i    ^Dfi   r>iiiit    BD»    tttieyjapt    bat.    was   anderweitig  bebm  i^l 
nr     vjz^   k>r   ötr   aii«r   ö%   Im*sziieiiren.     Zudem  hat  v.  Ot:  dkl^l 
zuL.    nrar    lui    €i2L   vkDrmxziQer:    2X     frfib    angeeetzt,   da  Watt  Bciluiji 
Ihifrid,  :'t^   ZX2IL  s:«ä<sL  ILLut  aü  und  esst  1775  Teübaber  denelbcc  t^ I 
I^ft&i:    u<r  ^-*-t»**T-vTT>**T^y     Ol»  ^  yauer  Fabrik  benfttzt  worden,  indoiA^I 
mu^  L-rr»*v=lr  ▼ttwi  M!ieL.  Bit:  Farej  bo  wenig  wie  v.  Ott  und  «^1 
nur-    T-iairv^i^-^ij-a.     2x    bsr  Tb«   lesen  wir   in  Dinglers  PoljtedaHi^l 
•'.nrsa*   2*l   5;     Itiri-  .  ^   4^*'.  ciJ»  William  Jones,  ein 
jaeCuzL-fTvaaua'^Kr     ti»:!^   vuz»   dsir    Bec^iemcfaieber  Ittr  die  AiU:c|l 
^•«tj:^  1  £  TcTs    fh;i^  xgjgrLj^   babe    madi   einer  ICtteünng  tqq  i>2 1 
=   r-^r-   tili  lEüri*.   L?ii-jt.  Mfcr  l?«?»,  p.  189). 


^  r.  r  I*a  n  K*  Iji!7XircibC>e  der  xnatlieniatischen  WisMubh 
2*L  1  r  :  :  ■'-  i.itf*^iliir^«si  "wti  i3Miik«^^ii  Ztrtd  können  Sie  bei  bei  la^ 
Irimiie^    Z*-rT  Zliirir  I.  Znx*r.  Prrxfeasor  aa  der  technischen  HocUi 

r  2..  1  I*jt  frtaätjtritf.t  Zamaratm emtafeim  toh  A.  Tichj  cilii 
'^-er.^hr  ^  .•^r.^tirr^-sms^'.nKSL  jjiracieLr-  u&d  AnbitektenyereiDS  encfat 
Liii  i:*!.!!^!  '  :a  iii?  Uliuj^l  Li'üe*  T^^üt«.  Wien  I,  Eschenbidigui i 
ixu  ?rr---   '.»1    :J.v   Lr.nitü    >jszr-i  K-   1.3«Ji  bezogen  werden. 


AzfagH. 

Cr:*!?  i?  T.~:*!ri«:i-rr:  .Frrr*  3.  I«ec3cälazid  erfundene  Bechenmaeyi^ 
±3Ä*r.  =Äi  12.  Irirl-trf  Pi^Lj-^-rr-rsäfgi  Jc-unal  Bd.  52  (1834),  &2Ji 
f >l^^^i'!^.  a::^öii  ifr  Zftnsszif:  Le  Xa^iisaL  Nununer  Tom  27.  Min  ISk 
*^-jb:c:=.*=K  JLrr.*cIi:z^  H-err  Sii:*r*!k-  Piofessor  der  Mathemalä  n 
Trk:j±::r:  a.  IL.  La:  -^  frarv^siaiiäeg  Akademie  der  Wissenschaitn  m 
Lrlsr-tria,*:!:-  t!:*rr  ci*  TL^irzt  Irr  Zaklrz  eingeschickt.  Dieser  Abhiadb| 
is^  "irii.  Zfr^rri?  i-!^  Herr^  Ga^.'$.  daf  ber^cmten  Geometers  zu  GOtüngeab» 
r^l-rrL  i/^r-irz,  IzIaL'^z  ^iST  S^'rirre.*k  cat  mir  ein  Modell  einer Rete 
zLis.Lizr  zrfLrlz^^  T^l-irir  rfT  Tzz  ATisfuTTcng  dcT  aritfametisdian  OpenlkM 
trliz.ir:i  La*».  I/i  M-ir:!^  ni:  V*reEüg*n.  dals  diese  Maschine  d«  k 
ac**!  .iü^i^n  Zt«<£  «^ir  Iriob:  errvinii  und  dal«  dies  nadi  den  Verbessenmga 
wrj-:>  r  drr  Erdnder  a::  il:r  zu  machen  beabndmgt«  noch  mehr  der  Pill  sd 
wird.  Die«^  gir,r.r«r:.ie  Erdn-inng  ist  um  so  schätzfaazer,  weil  diese  Masehh 
mi:  geringrD  Kasten  htrj^teC:  werden  kann."* 

Weifs  jemand  NlLheres  über  diese  Bechenmasehine  anzugeben? 

B.     MgWUTT- 
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Eoll.      Die    Theorie    der  Beobachtangsfehler   und   die    ICethode 

der  klemstaB  Quadrate  mit  Uirer  Anwendung  auf  die  Geodäaie 

und    die  Waaaermesaungem.     Mit   m  den  Teit  gedntckteji  Figuron. 

Zweite  Auflage.    B^.    XU  u,  323  u.  31  S,    Berlin  1901,  Julius  Springer. 

Da  die  erste  Auflage  dieses  Buches,  die  auB  dem  Jahre  18&3  staiDint, 

eit  Terbreitet  ist  und  unter  den  PraktikeriL,  besonders  bei  den  preufsischen 

ennessungsbeamten,    grolÄG   Anerkennung    gefunden   hat,    und   weil   ferner 

ö©    vorliegende   zweite  Auflage   im   wesentlichen   unverfindert.  geblieben  ist, 

glaubt  Eef.  auf  eine  eingehende  Besprechung  vernichten  au  können. 

Der   Hauptwert   des   Buches   beruht   darauf,   dals   es   die   theoretischen 

najid lagen  für  die  noch  gültige,  preufsische  ^,Än Weisung  IX  fOr  die  trigono- 

»a^taisdien  und  poljgouometrischen  Arbeiten",  an  deren  Abfassung  der  Verf. 

befeanntüeh   stark   beteiligt  ist,    enthält,   und   dals  es  mit  Kücksicht  darauf 

^ne    sehr   grofse   Anzahl  durchgeführter   Beispiele   in  der  vorgeschriebenen 

schematischen  Form  darbietet.  Äufserdem  aber  giebt  es  auch  noch  eine  Übersicht 

über  die    bei  Landestrianguiationen   und  Landesnivellements   vorkommenden 

Atisgleichungsrechnungen    und    deren   Ausfuhrimg.     Die   im   Titel   noch   er- 

'■'Muiten  Wassermessungen  treten  sehr  stark  zurück. 

Eine  xeitgemafse  und  nützliche  Erweiterung  gegen  die  erste  Auflage 
**«Bteht  darin,  dafs  für  die  Fälle,  die  dem  Verf,  geeignet  erschienen,  das 
H^clmungsverfahren  für  die  Anwendung  der  Rechenmaschine  eingerichtet 
forden  ist.  Der  Yer£  hätte  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  können, 
^d©m  er  auch  den  sehr  häufig  als  praktiseh  bewährten  Gebrauch  des  Reehen- 
^_BcliiB%>erä  gebfibrend  berücksichtigt  hätte. 

^B.  Da  das  Buch  nicht  nur  für  die  Praxis,  sondein  aueh  für  das  Btudium 
^HV^vtimmt  ist,  so  soll  hier  noch  auf  einige  Punkte  näher  eingegangen  werden, 
^pia  denen  Ref.  im  Hinblick  auf  den  zweitaa  Zweck  mit  dem  Verl"-  nicht  gansc 
derselben  Meinung  ist 

Im  L  Teil,  der  Theorie  der  Beobachtungs fehler,  wird  das  Fehlergesetz 
•^in  aus  der  Hagenschen  Hypothese  über  die  Elementariehler  abgeleitet. 
^^  empfiehlt  sich  diesea  Verfahren  zwar  dadurch,  daß*  nur  verhältnismäfeig 
?^*i&ge  mathematisehe  Kenntnisse  voraus  gesetzt  werden,  jedoch  ist  diese 
'•JTPothese  selbst  nicht  gerade  einfach  und  bietet  mancherlei  Angriffspnnkte 
*^.  Wenn  nun  auch  die  Elitwickelungen  von  Laplace  über  diesen  Gegen- 
^^^d  für  den  angenommenen  Leserkreis  vielleicht  xu  schwierig  sind,  io 
^tte  sich  doch  leicht  auf  1  bis  2  Seiten  die  kLa,'3sische  G  aufs  sehe  Ab- 
^^timg^  aixf  Gnmd  der  Annahme  des  arithmetischen  Mittels  als  wabrßchein- 
^i^sten  Wert  einer  mehrfach  gleich  genau  beobachteten  Grö&e^  geben  lassen, 
AnlfäUig  ist  es,  dals  im  U.  Teil,  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
7*  Efgebnisse  des  L  Teils  vollständig  unberücksichtigt  bleiben.  Es  wird 
^*"  rielmehr  von  dem  Grundsat/  ausgegangen ,  dafs  die  gesuchten  Grölten 
^      m    bestimmen    oder    die    Fehler    der    Beobaebtungsergebnisse    so    aus- 
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zngleichen  sind,  dafs  die  Quadratssumme  der  auf  die  Gewichtseinheit  zurück- 
geführten  wahrscheinlichsten  Beobachtungsfehler  ein  MiTiimiiTn  wird.     Diese 
einfache  Annahme  ist  für  ein  Buch,  wie  das  vorliegende,  gewüjs  empfehlens- 
wert, zumal  da  man  dadurch  unmittelbar  auch  auf  das  arithmetische  Mittel 
als   plausibelsten  Wert  gefOhrt  wird.     Zu  welchem  Zwecke  sind  dann  ttber 
die  Entwickelungen  des  I.  Teils  gemacht  worden?    Es  hätte  doch  wenigstens 
angedeutet  werden  müssen,    dafs  das   G  aufs  sehe  Fehlergesetz   sofort  auch 
auf  diesen  Grundsatz  führt.     Aufserdem  kann  man  bei  diesem  Yerfahren 
nicht    von    „  wahrscheinlichsten '^    Beobachtungsfehlem    sprechen,     sondern 
höchstens  nur  von  plausibelsten,  eine  Bezeichnung,  die  gleichfalls  von  Gaufs 
herrührt.     Wenn    der  Verf.    femer   behauptet,    dals  wir  keinen  „strengen^ 
Beweis    dafür    fähren    könnten,    dafs    wir    nicht    auf  eine    andere   Weise 
(z.  B.  dadurch,  dafs  man  die  Summe  irgend  einer  anderen  Potenz  der  absolut 
genommenen  Beobachtungsfehler  möglichst  klein  macht)  im  gegebenen  Falle 
etwas    Besseres    zu    erreichen   imstande   seien,    als  durch   die  Meiiiode  der 
kleinsten  Quadrate,  so  ist  dieses  ja  richtig;  denn  ohne  irgend  welche  Axiome 
oder  Hypothesen  läfst  sich  überhaupt  nichts  streng  beweisen.     Es  sei  aber 
hier  darauf  hingewiesen,  dafs  z.  B.  unter  den  sehr  allgemeinen  Voraussetzungen 
der  zweiten  Gaufs  sehen   Begründung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
in  der  Theoria  combinationis  observationum  etc.  die  hierauf  beruhende  Art 
der  Kombination  der  Beobachtungen  die  plausibelsten,  d.  h.  den  geringsten 
Fehlem  unterworfenen  Resultate  liefert 

Um  ein  Mafs  ftir  die  Genauigkeit  der  Beobachtungsergebnisse  und  der 
aus  ihnen  abgeleiteten  Gröfsen  festzustellen,  wird  als  zweiter  Grunds»'^ 
eingefELhrt,  dafs  als  Mittelwert  der  Quadrate  der  wahrscheinlichsten  ß^' 
obachtungsfehler  (?)  oder  als  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  der  (Sewicht^^ 
einheit  der  Wert  angenommen  wird,  der  sich  ergiebt,  wenn  wir  i^^ 
Quadratsumme  der  wahrscheinlichsten  Beobachtungsfehler  durch  die  Anau'^ 
der  überschüssigen  Beobachtungsergebnisse  dividieren.  Auch  von  6iea»^' 
Gnmdsatze  wird  behauptet,  dafs  er  sich  nicht  streng  beweisen  lasse.  Jede^^ 
falls  läfst  er  sich  aber  auf  einen  sehr  viel  einfacheren  zurückführen;  und  di^^ 
ist  hier  von  Wert,  da  sich  der  vom  Verf.  gewählte  Grundsatz  durchaus  nicb^ 
von  selbst  versteht,  was  schon  die  häufigen  Verstöfse  gegen  ihn  leigeC^ 
Da  nämlich  im  I.  Teil  der  mittlere  Fehler  (angenähert)  als  das  Mittel  äff^ 
Quadrate  der  wahren  Fehler  definiert  ist,  so  kann  der  zweite  Gmndsai-^ 
hieraus  unter  Annahme  des  ersten  streng  abgeleitet  werden,  und  es  lifsr^-' 
sich  sogar  zeigen,  dafs  diese  Berechnung  des  mittleren  Fehlers  gegenübe^^ 
allen  sonst  noch  möglichen  Arten  die  günstigste  ist. 

Auf  den  Seiten  251/253  wird  die  Aufstellung  der  Seitengleichimg  fH^^ 
ein  vollständig  beobachtetes  Viereck  behandelt.  In  sämtlichen  13,  durcb^ 
Figuren  erläuterten  Beispielen  wird,  ebenso  wie  in  den  beiden  Fällen  de^^ 
Zahlenbeispiels  auf  S.  254/257,  als  Centralpunkt  der  dem  Dreieck  mi 
dem  kleinsten  Flächeninhalt  gegenüberliegende,  also  ihm  nicht  angehörig^^ 
Eckpunkt  gewählt.  Dies  ist  falsch;  von  der  Anwendung  dieses  Prinzips  is 
also  abzuraten.  Dafs  im  Gegenteil  der  dem  Dreieck  mit  der  gröüsten  FUch-^ 
gegenüberliegende  Eckpunkt  des  Vierecks  als  Centralpunkt  fEbr  die  AufeteUnn^S 
der  Seitengleichung  der  günstigste  ist,  ist  schon  lange  bekannt;  am  Beweis- ^^ 
dieses  Satzes  waren  Andrae,  Zachariae  und  Jordan  beteiligt  Die  h^^^ 
23.  Bande  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen  (1894)  hierüber  zwiÄJh«^^ 
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W,  Jordan  und  dem  Verf.  geführte  Fehde  erschfißt  demnach  Herrn  Koll 
nicht  bekehrt  2U  haben.  Vielleicht  macht  es  aber  auf  ihn  mehr  Eindruck, 
wcfim  ich  mitteile,  dafs  Gaufs  bereits  in  einem  Briefe  an  Gerling  vom 
11.  Februar  1824  den  Satz  in  der  obigen  Form  obne  jede  Einschränkung 
L  ausgesprochen  hatte,  und  dafs  sieh  überdies  in  seineni  Kachlafa  ein  rein  ana- 
^^büscher  BeweU  dafür  vorgefunden  hat,  der  in  d^m  im  Dmck  befindlichen 
^BX.  Bande  von  Gaufs'  Werken  veröffentlicht  werden  wird. 
^H  Überhaupt  ist  es  dem  Ref  anfgefaUen,  dafs  sieb  in  dem  ganzen  Bnche 
^^äer  Name  Ganfs  nur  einmal  (auf  S.  lOl)»  und  noch  dazu  in  einer  Anmerkung 
Torfindet,  und  zwar  hier  auch  nur  bei  der  Angabe  der  ,»üblichen  Gaufs  sehen 
BexeichnuBgisweise^^  \aa]  u,  s,  w.  Freilich  wird  no*.^h  fünfmal,  ebenfalls  ohne 
nähere  Kennttichmachung  durch  Andeutung  der  Vornamen  oder  durch  Ähn- 
ÜfCheSy  dieser  Name  zitiert,  jedoch  ist  damit  ein  anderer,  Fr.  G.  Gaufs,  gemeint. 
Die  zwei  Bogen  umfassende,  besonders  paginierte  und  am  Bchlufs  bei* 
^^bene  Zusammenstellung  aller  wichtigeren  und  für  don  praktischen  Ge- 
brauch in  Frage  kommenden  Formeln  wird  manchem  Leser  erwünscht  sein. 
f,         Potsdam.  A.  Böaace, 

Dt.  P<  H.  Bchoate,    Professor   der  Mathematik   an   der  EeichsuniversitSt 
m  Groningen  (Holland):  ICehrdimenBioiiBle  Geometrie.     Erster  Teil. 
Bie   linearen  Rüume.     Mit  65  Figuren   und  335   Aufgaben.     Sammlung 
I        Schubert  XXXV.     Leipzig,  G,  J.  Göschen.     1902.     Pii'is  geb.   10  Mark. 
'         Fast    wie    eine   geistreiche   Antithese    mutet    es   den   der   Sache  fem  er 
Gehenden  an,  wenn  er,  wie  im  vorliegenden  Buche,  von  einer  darstellenden 
Geometrie  im  »*dimensionalen  Räume  liest,     Ist  doch  die  mehrdimensionale 
öoometrie  eine  kühne  Schöpfung  der  reinen  Abstraktion,   während  die  dar- 
^«*  11  ende  Geometrie    mit   ihren   zahlreichen  Begehungen  zur  Praxis  so  ganz 
^fttif    dem    Boden    der    Wirklichkeit   steht.      In    der    That    kami   man,    dem 
^^pitigen   Stande    der   Wissenschaft   nach,    die    gesarate   Geometrie   einteilen 
^^    eine   reale,    welche  sich   in   unserra   Räume  verwirklichen   läfst,   und   in 
I     ®^©    ideale,    die   hloe    gedacht    werden    kann.      Aber   es    finden    sich    doch 
'^e    innigsten  Zusammenhänge  zwischen  diesen  Gebieten,     Auch  die  Gebilde 
^«1*    gewöhnlichen   Geometrie^  wie   die  Gerade,   der  Kreis  u,  s.  t   existieren 
J*  Hur  in  der  Vorstellung;  sie  beraben  auf  der  Abstraktion,  wenn  sie  auch 
^  4er  Wirklichkeit  mit  einer  gewissen  Annäherung  realisiert  werden  können. 
*^    betrachtet    ist    die    mehrdimensionale   Geometrie   eine   Art   von   Weiter- 
^'^Wieklung  oder  Verallgemeinemng  der   gewöhnlichen  Geometrie,  nur  mit 
^^Ä  Unterschiede,   dafs   ihr   auch   die  angenäherte  Eealisi  er  barkeit  mangelt. 
^^««    philosophische    Seite    und   die    grofsen    prinzipiellen    Bcbwierigkeiten 
*«rden   —   was   ja  übrigens   auch   ein   Standpunkt   ist  —  im   vorliegenden 
fliehe  nicht  weiter  beröhrt.     Der  Verfasser  bemerkt,   es  genüge,   dafs  man 
*^^h   anfserhalh  des  gewöhnlichen  Raumes  einen  Punkt  denken  könne;   über 
^^  Präge    der   wirklichen   Existenz    der  mehrdimensionalen   Geometrie   soll 
^^hi  weiter    gegrübelt    werden.      Er    giebt  dann   mit  elementaren   Mitteln 
*^^e  streng  logisch  aufgebaute,  synthetische  Theorie  der  mehrdimensionalen 
iineaTen  Ränme  und  gewinnt  für  die  Begrifle  Parallelismus,  OrtbogonalitÄt, 
ÄOBtaad^  Projektion  und  Winkel  zum  Teil  in  nener  Weise  die  entsprechenden 
^*ftwtionen.     Daran   schliefst  sich   die   weitere  Ausführung  dieser  Betraeh- 

^tKhrifl  t  MAttifiinntik  II.  Thfflik.  18,  Bind.    nm.   ?.  Heft.  21 
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ttmgen   in   der  dat^tellönden   imd  analjtiacheii  Geometrie,   in  dar 
der  Lage   und   der  Anzahl   und   in   der  Polygonometrie,      Hier  m^\ 
näher   darauf  eingegangen  werden,   wie  der  Verfasser  die  darsilelläid*! 
metrie  solcher  höheren  Ellume  behandelt. 

Unter  einem  rechtwinkligen  Koordinaten  -  System  im  ff-dimesfliaBil«  I 
Eaume  Jl^  versteht  man  n  durch  einen  Punkt  0  gehende  Geruäe  0  X^/) X^,.Ml^l 
von  denen  je  zwei  aufeinander  senkrecht  stehen  ^  die  aber  feram  wtki} 
allgameinere  Eigenschaft  hahen,  dafs  der  durch  ä  von  ihnen  btitiasail 
Haum  i?j  auf  dem  durch  die  abrigon  n  —  d  Geraden  bestimmten  E&mti  E^l 
senkrecht  steht.  Einen  Punkt  P  des  Raumes  li^  kann  man  durch  n  f 
^n-v  welche  bexw.  auf  den  Geraden  ÖX^,  ÖX^  ,  .  ,  OX^  Benkrecht 
auf  diese  Koordinatenachsen  projizieren,  wodurch  man  die  Punkte  Pj,  Pj^/l 

erhält.      Die    n   Koordinatenachsen    bestimmen    ferner    zu    zweien    - 

Ebenen  OXjZ,,  OX^X^  u.  s.  f.     Legt   man    dureli  -P  Baume  M^_^, 

zu  diesen  Ebenen  orthogonal  sind,  so  ergeben  sich  als  ProjekÜcmRi  o^ 
Punkte  Pis,  Pi3  u.  s.  f.  Es  genügt  meistens,  n  —  1  solche  Projektki^ 
ebenen  z.  B.  ÖX^  X^,  OX^X^  .  ,  ,  ÖX^_^X„  m  betrachten,  Be^cirSaken  wr 
uns  jetzt  auf  den  Banm  von  vier  Dimensionen  M^y  so  ist  ein  Fonkt  i& 
gekehrt  bestimmt  durch  die  Projektionen  i*j|,  P^j,   P^^, 

Um  nvm  tu  einer  Art  von  Darstellung  der  Gebilde  des  E^  m  giba^ 
zeichnet  man  in  der  Zeicheuebene  zwei  auf  ©inander  senkrechte  Qf^wk  oi 
dem  Schnittpunkt  0  und  denkt  sich  die  Projektionsebene  des  M^  m  ^ 
Quadranten  der  ZeichenEäche  geklappt,  so  da^  man  also  die  vier  lUH^ 
strahlen  durch  0  der  Iteihe  nach  mit  OXj,  OX,,  OX3,  OX^  h«mAmL 
Man  kann  dann  die  Projektionen  eines  Punktes  in  diese  Felder  eintztgs, 
erhält  gewisse  LagenbeRiebungen  zwischen  denselben  und  ist  imiitttdi, 
den  idealen  Operationen  im  E^  gewisse  Konsü-uktionen  in  dieser  Tafel  ptpi 
über  zu  stellen.  Von  den  im  vorliegenden  Buche  durch gei^durten  Pmblerait 
des  E^  erwihnen  wir  folgende:  Bestimmung  der  La^enTerbältnlaM  mant 
Geraden,  Darstellung  einer  Ebene  und  eines  gewöhnlichen  Raumes  Mp  B^ 
Stimmung  des  Absiandes  eines  Punktes  von  einem  Kaume  H^^  Be$tiniiiion| 
des  Winkels  zweier  Geraden.  Wenn  man  auf  Grund  dieser  Abbildiing  ft 
die  abstrakten  Begriffe  im  M^  reale  Gröfsen  erhält,  so  scheint  es  &^  ^bet- 
flüssig  KU  bemerken,  dafs  diese  realen  Gröfsen  eben  nur  durch  die  benotiiv 
Abbildung  den  idealen  Gebilden  des  Ji\  zugeordnet  werden,  und  man  kam 
darüber  im  Zweifel  sein,  ob  man  die  Bezeiclmung  „darstellende"  Geomftoit 
auf  diese  Abbildung  anwenden  solb  Denn  die  Quadranten  in  der  ZekW 
ebene  und  die  Projektionsebenen  des  Koordinatensystems  im  R^^  sind  dod 
nur  durch  eine  ZiulserUche,  fast  meebanische  Bezieh ung^  in  Zasammenhaif 
gebracht  und  zwischen  beiden  gähnt  die  Kluft,  welche  die  ideale  mcb*» 
dimensionate  Geometiie  von  der  gewöhnlichen  trennt,  ohne  da&  dleselb» 
durch  diese  Abbildung  überbrückt  würde. 

Dafs   die   Konstruktion  des   Abstandes  s^weier  Punkte   im  E^  ihre  Be^ 
gründung   erst  in   dem   spüteren   Abschnitt   über  die   analytische  Geomeö^ 
erfährt,   verstöfirt  etwas  gegen    das  sonst  so  strenge  Sjstem  des  Ve 
und    liefse    sich   vermeiden    durch   Voran  Stellung    des   Abschnittes    Über 
analytische  Geometrie.     Einen  besonderen  Vorzug  des  Buches  bUden  di&  ^ 
reicher    Zahl    (335)    eingeäocbtenen,    zum   Teil    allerdings     nicht 
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Üuf gaben,    welche    dem   Leser   Gelegenheit  bieten,    sein   Eindringen   in   die 

^^'Materie   selbst   zu   koütrolieren.      Zahlreiche   kleine  stilistische  Unebenheiten 

haben   sich   infolge   der  Übertragung   sxxs  dem  Holländischen  eiögesehliuhen, 

^*ilm  übrigen  kann  man  dem  Buche  nur  wünschen,  dafs  es  das  Interesse  für 

^^die  mehrdimensionale  Geometrie  in  weiteren  Kreisen  verbreite.     Denn  diese 

Hraibstrakten  Spekulationen   bilden   eine   vor/Jlgliche  Bchulo  für  strenge  Logik 

"*4md    fahren    auch    dazu,    die    Begriffe    und    Definitionen    der    gewöhJilicheD 

^Geometrie  scharfer  zu  fassen,  ganz  abgesehen  davon,  dafs  man  auch  schon 

^.  Ru   neuen  Theoremen  der  gewöhnlichen  Geometrie  dadurch  gelangt  ist,  dafs 

man    diese    Geometrie    als    eine    Schaittbildung    aus    dem    Baum    von    vier 

"*"    ensionen  auffaXste. 

München  j  Nov.  1902. Karl  Doehlemann» 
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Dr.  Ludwig  MiirCj  K;  Reallehrer  in  Deggendorf .  Sammlung  der  Auf- 
gaben aus  der  höheren  Mathematik,  teohDiflChen  Mechanik  imd 
daratellenden  Geomatria^  welche  bei  der  Vorprüfung  für  das  Bau- 
ingenieur-, Architektur-  und  ^I aschin euingenieur fach  an  der  k.  technischen 
Hochschule  m  München  in  den  Jahren  1885  bis  mit  1901  gestellt  worden 
mud.     München,   Theodor   Ackermanu.     1901.     Preis  brosch.    1^60  Mk, 

Die  Figm^en  sind,  auf  die  Hälfte  verkleinert,  den  Aufgaben  beigegeben. 

München,  Nov.  1902.  Karl  Doehlemann. 


I  geb 
Wei^ 
^'dan 


f.  Milllcr,  Professor.    Zeichnende  Geometrie.    Im  Auftrage  der  Königlich 

Württembergischen  Centralsteüe  für  Gewerbe  und  Handel  herausgegeben. 
Mit  XI  Figurentafeln  und  mehreren  Abbildungen  im  Text    6,  vermehrte 
Auflage.     Stuttgart,  Paul  NeE     1901.     Preis  geb.  2,20  Mk, 
Das  Buch   ist   itlr  solche  Schulen  bestimmt,   in  welchen  die  Geometriö 
licht    als    ein   besonderes    Unterrichtsfach,    sondern    im    AnachluTs    an    das 
geometrische    Zeichnen   behandelt   wird.     Die   Anschauung,    welche   die   gut 
lausgefilhrte   Zeichnung  liefert,    soll    mögliebst   ausgenutzt   werden,    um   die 
geometrischen  Wahrheiten  zu  erkennen  und  um  zu  Beweisen  für  dieselben  zu 
^gelangen*  Der  Verfasser  giebt  eine  grolse  Zahl  guter  und  praktisch  angeordneter 
eiche nüb ungen ,  welche   sich   auf  die  Gerade   und   den  Kreis   beriehen,   so- 
'^dann  Konstruktionen   von  Kegelschnitten   und  cjklischen  Linien  (Cykloiden, 
Trocboiden,  Kreisevolvente,  archimedische  Spirale).    Sehr  gut  sind  die  Winke 
und   Bemerkungen    über    die   Werkzeuge   und   Materialien   zum   praktischen 
Zeichnen  und  über  die  Genauigkeit  beim  Konstruieren.     Die  dem  Text  ein* 
gereihten   Figuren  5,   B   und  10   kann   der   Referent,    auch    wenn   sie   aus- 
drücklich   als    schematisch    und    der    vollständigen    Richtigkeit    entbehrend 
bezeichnet  werden^  nicht  gelten  lassen.     Denn  unter  allen  Umständen  mufs 
der  Schein  vermieden  werden,  als  berührten  die  von  der  Spitze  des  Kegels 
I      aaeb    den    Scheiteln    der  Grundellipao    gehenden  Mantellinien   diese   Üllipse 
^»in  den  Scheiteln. 
^&         München,  Nov,  1902.  Karl  Do£hleiiu^. 
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in  den  schiefen  oder  sog.  Eavalier- Perspektiven  u.  s.  w.»  m.  besond  Bezug  auf 
<üe  lEometr.  Skizzen-Blöcke  (D.  E.  G.-M.).  gr,  8*,  lY  u.  4Ä  S.  m.  145  Abb. 
Hannover,  Gebr.  Janecke,  M,  1. 

3£akü&ot,  Wilh.,  Das  Stereoskop.  Seine  Auwendg.  in  den  tecku,  Wissen- 
sehAften.  Über  Entstehnng  u.  Konstraktion  Stereoskop,  Bilder,  gr.  ö**,  Vll, 
es  a  m.  50  Fig.    Leipzig,  Veit  Ä£  Co.  M.  l,m 
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Die  Drehimg  eines  kraftfreien  starren  Körpers  nm  einen 

festen  Pnnkt. 

(Zvglmch  als  Erl&atemng  zu   den  im  Verlage  von  Martin   Schilling  in   Halle, 
Serie  XXIX,  Nr.  1—3,  erschienenen  Apparaten').) 

Von  Hermann  Grassmann  in  Halle  a/S. 

Du  Problem  der  Drehung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  ist  für  den  einfachsten  Fall,  wo  keine  äufseren  Kräfte  wirken, 
•Bit  der  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  von  einer  Reihe  hervorragender 
ÜBÜhematiker  behandelt  und  namentlich  durch  die  Arbeiten  von  Euler, 
LAgrangO;  Poinsot,  Poisson  und  Jacobi  wesentlich  gefordert 
worden.  Seit  den  fünfziger  Jahren  des  vorigen  Jahrhunderts  schien 
das  Problem  so  gut  wie  erledigt,  bis  im  Jahre  1880  W.  Hefs  den 
Naehweis  führte,  dafs  die  schönen  aus  dem  Jahre  1834  stammenden 
Untersachangen  von  Poinsot,  durch  welche  insbesondere  die  geome- 
fanMihe  Seite  des  Problems  in  anschaulichster  Weise  entwickelt  wurde, 
m  eunem  wichtigen  Punkte  der  Verbesserung  bedürftig  seien.  ^)  Dies 
«Mcheint  besonders  deshalb  bemerkenswert,  weil  der  erwähnte  Fehler 
der  Poinsotschen  Darstellung^)  trotz  ihrer  grofsen  Verbreitung  fast 
ein  halbes  Jahrhundert  unbeachtet  geblieben  und  inzwischen  sogar  in 
die  Lehrbflcher  der  Mechanik  übergegangen  war;  imd  es  ist  daher 
auch  begreiflich,  dafs  durch  jene  Entdeckung,  die  wenige  Jahre  später 
noch  von  anderer  Seite  gemacht  wurde^),  die  Beschäftigung  mit 
Problem  der  Drehung  eines  kraftfreien  starren  Körpers  einen 
AnstolB  erhielt 


1)  Drei  Modelle  zur  Ereiseltheorie,  anter  Mitwirkung  von  Fr.  Schilling 

von  H.  Grafsmann.    Halle,  1902. 
S)   Vgl.  W.  Hefs,   Das  Rollen   einer  Fläche   zweiten  Grades  auf  einer  iu- 
variablen  Ebene.    Inauguraldissertation.    München,  1880. 

3)  Vgl.  nnten  S.  861. 

4)  Vgl.  die  weiter  unten  zitierten  Arbeiten  von  De  Sparrc. 
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Erster  Abschnitt, 
Der  Folbodiekegel  uiid  der  HerpolhodiekegeL    Die  beidem  Polwege. 

Wie  in  den  Elementen  der  Einematik  gessei^  wird^  lafet  eich  jede 
beliebige  Bewegung   eines    starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  0 
für  jedes  Zeitelement   auffassen   als   eine   Drehung   um   eine    gewisse, 
durch   den    festen    Punkt   gehende   Axe,    die   sogenannte   instantane 
Drehase  des  Körpers*     Diese  Aie  wechselt  freilich^  worauf  auch  ihr^ 
Name  hindeuten  soll,    von  Augenblick  zu  Augenblick  ihre  Lage^   und^f 
zwar  in  doppelter  Weise.     Einmal  verlegt  sie   beständig  ihren  Ort  in       ' 
dem    starren    Körper    und   beschreibt  alsOj    da  sie  dauernd  durch  den 
festen    Punkt    0    hindurchgehen    mufs,    eine   in   dem  starren    Korper 
liegende  Kegelfläche,  die  den  Punkt  0  zum  Scheitel  hat.    Andererseits 
aber  führt  sie  gleichzeitig  auch   eine  Bewegung  in  Bezug  auf  ein  im 
Räume   festliegendes    System    aus   und    durchläuft   somit    eine    zweite 
Kegelfläche,  welche  ihre  Lage  im  Raum  beibehält  und  ihren  Scheitel 
ebenfalls  im  Punkt  0  hat    Beide  Kegelfläcben  berühren  einander  jeden 
Augenblick    längs    einer  Erzeugenden,   und  diese  Erzeugende  ist  eben 
die   instantane  Drebare.     Dreht  sich  der  starre  Körper  um   sie  auch 
nur  unefidlick  wenige   so  kommt  dadurch  eine  andere  Erzeugende  des 
ersten  Kegels    mit   einer  solchen  des  zweiten  in  Berührung  und  wird 
80   für   den   nächsten    Moment   zur    Drehaie   des   Körpers.      Während 
einer    endlichen   Bewegung    des    starren   Körpers    rollt   also    der  erste 
Kegel,  ohne  zu  gleiten,  auf  dem  zweiten  ab.  ^d 

Um  bei  einem  speziellen  Rotationsprobleme  auf  Grund  der  dyna-  ^^ 
mischen  Differentialgleichungen  die  Gestalt  der  beiden  Kegel  und  zu- 
gleich  für  jeden  Augenblick   die  Geschwindigkeit  und   den  Sinn   da» 
Abrollens  ermitteln  zu  können,  bedient  mau  sich  swemr  gleichstimmiger 
rechtwinkliger  Koordinatensystem e^  eines  Systems  Xj  %  j5,  welches  mifc 
dem  starren  Körper  fest  verbunden  ist  und  also  an  der  Bewegung  de» 
Körpers  Teil  nimmt,   und  eines  Systems  1,  2,  3,  das  absolut  fest  im- 
Räume   liegt.     Für    beide   Koordinatensysteme   wählt    mau    den    festeiu  --— 
Punkt  0  zum  Anfangspunkt,  für  das  bewegliche  System  x^  y^  M  über 
dies  am  besten  die  Hauptträgheitsaxen  des  Korpers  in  Bezug  auf  deni 
Punkt  0  zu  Koordinatenaxen. 

Denkt  man  sich,  es  sei  gelungen,  die  beiden  Kegel  zu  bestimmen, 
und  kennt  man  aufserdem   für   irgend  einen  Augenblick  die  Lage  des 
ersten  Kegels  gegen  den  zweiten,  so  kann  man  sich  bereits  ein  voU- 
ständiges  Bild  von  dem  räumlichen  Gange  der  Bewegung  des  Körpers  j 
yerschaü'en. 


Von  HcBMANN  Grassmann.  331 

Um  indes  diese  Bewegung  auch  ihrem  zeitlichen  Verlaufe  nach 
verfolgen  zu  können,  mufs  man  auch  noch  die  Winkelgeschwindigkeit 
ermitteln ;  mit  welcher  der  Körper  in  jedem  Augenblicke  um  seine 
instantane  Axe  rotiert,  und  den  Sinn,  in  dem  diese  Rotation  erfolgt. 
Zur  anschaulichen  Durchführung  dieser  Aufgabe  pflegt  man  die  Gröise 
der  Winkelgeschwindigkeit  durch  eine  Länge  bildlich  darzustellen,  die 
man  von  0  aus  auf  der  zugehörigen  Erzeugenden  der  beiden  oben 
beschriebenen  Kegel  abtragt,  und  zugleich  den  Sinn  der  Drehung  da- 
durch zu  kennzeichnen,  dafs  man  diese  Abtragung  auf  demjenigen 
Halbstrahl  jener  Erzeugenden  vornimmt,  um  welchen  herum  die  Drehung 
in  positivem  Sinne  erfolgt  Positiv  soll  dabei  der  Sinn  einer  Drehung 
um  einen  von  0  ausgehenden  Halbstrahl  heifsen,  wenn  sie  für  einen 
diesen  Halbstrahl  von  0  aus  entlang  blickenden  Beschauer  in  demselben 
Sinne  erfolgt,  wie  diejenige  Drehung  um  die  ir-Axe,  bei  welcher  die 
positive  Seite  der  y-Axe  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  positive 
Seite  der  xr-Axe  übergeführt  wird,  diese  Drehung  betrachtet  von 
einem  Beschauer,  der  vom  Anfangspunkte  0  aus  die  positive  Seite  der 
x-Axe  entlang  sieht 

Durch  die  so  definierte  Abtragung  erhalt  man  auf  jeder  Erzeugenden 

der  beiden   Kegel   einen   Punkt,    der    durch   seine   Lage   die  Winkel- 

jl^^schwindigkeit    und    den    Sinn    der   Drehung    um    diese  Erzeugende 

charakterisiert   und  der  Drehpol   dieser  Erzeugenden  heifst     Als 

Sfeometrischer   Ort   aller  Drehpole  femer   ergiebt   sich  auf  jedem  der 

beiden   Kegel   eine   Kurve,   welche  als  Pol  weg  bezeichnet  wird,   und 

^eae    beiden  Polwege   wickeln   sich  ebenso  wie  die  beiden  Kegel  bei 

^®^     Bewegung   des    Körpers   auf  einander   ab.     Ihr  Berührungspunkt 

heLfet   dabei   für  jeden   Augenblick   der    instantane   Drehpol    des 

Körpers. 

Nach  dem  Vorgange  von  Poinsot,  auf  den  die  Einführung  der 
"^^den  Kegel  mit  ihren  Pol  wegen  zurückgeht,  nennt  man  endlich  ins- 
"^^oudere  noch  den  auf  dem  beweglichen  Kegel  liegenden  Polweg  die 
"^Ihodie  oder  Polhodiekurve,  den  Polweg  des  festen  Kegels  die 
"^^polhodie  oder  Herpolhodiekurve;  und  nach  diesen  beiden 
^'^^i^en  wiederum  werden  die  beiden  Kegel  als  Polhodie-  und  Her- 
P^lhodiekegel  unterschieden. 

Kennt   man   die   beiden  Polwege  nach  ihrer  Oröfse  imd  Gestalt, 

^^'^ie  die  Lage  der  Polhodie  in  dem  starren  Körper,  die  der  Herpol- 

öouxe   im    festen   Raum    und   endlich    für   irgend  einen  Zeitpunkt  die 

^Uung  des  Polhodiekegels  gegen  den  Herpolhodiekegel,  so  kann  man 

^^  Bewegung  des  starren  Körpers  auch  ihrem  zeitlichen  Verlaufe  nach 

^oiWommen   getreu   nachahmen.     Die  Aufgabe  der  Mechanik  bei  der 
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Behaadloug  eines  Rotatiousprobkiae  reduziert  sich  alao  der  Haupt- 
sache nach  auf  die  Bestimmung  der  beideE  Polwege. 

Um  bei  dem  speziellem  Problem^  auf  das  sich  unsere  Appartita 
beziehen^  das  heifat,  flir  den  Fall,  wo  keine  aufseren  Kräfte  wirken, 
die  beiden  Polwege  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  des  Prin^ij)^  de*' 
lehendigm  Kraß  und  des  Frhizij^s  der  FUtclmi^  welche  in  dem  Falle 
einer  kraf^rmen  Drehung  eines  starren  Körpers  nichts  anderes  aus- 
sagen, als  dafs  die  lebeBdige  Kraft  des  Körpers  und  die  drei 
Komponenten  seiner  doppelten  Flächeageschwindigkeit  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  konstant  sind,  diese  Komponenten 
bezogen  auf  die  Ebenen  des  im  Räume  festliegenden 
Koordinatensystems. 

Die  doppelte  Fläcbengeschwindigkeit  eines  nm  einen  festen  Punkt 
drehbaren  Körpers  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  stimmt  übrigens  nach 
ihrer  Stellung  im  Räume,  ihrer  Gröfse  und  ihrem  Sinne  zugleich  mit 
dem  in  Bezug  auf  denselben  Punkt  genommenen  Drehungsmoment  der 
Anirid^  eines  Sffäems  von  Stofskräflen  überein*),  welche  die  gerade 
Torhandene  Bewegung  des  Körpers  aus  dem  Ruhezustande  heraus  in 
einem  einzigen  Augenblick  erzeugen  würden. 

Nennt  man  daher  das  System  der  Antriebe  dieser  Stofskmfte  den 
Impuls  des  Körpers  und  das  Drebungsmoment  dieses  Impulses  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  sein  ImpulBmoment  in  Bezug  auf  den 
Drt^hpunkt^),  so  kanu  man  sagen:  Die  doppelte  Flächeugeecbwindig- 
keit  eines  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  Körpers  in  Bezug  auf 
diesen  Punkt  ist  nach  Stellung,  Crröise  und  Sinn  mit  dem  Impulsmomente 
des  Körpers  in  Bes&ug  auf  denselben  Punkt  gleich;  und  die  Komponenten 
dieaer  doppelten  Flachengeschwindigkeit  des  Körpers  können  somit  auch 
als  die  Komponenten  seines  Impulsmomentes  aufgefafst  werden. 

Demgemäfa  läfst  sich  die  Eigenschaft  der  Drehung  eines  kraft- 
freien starren  Körpers,  welche  durch  das  Prinzip  der  Flachen  aus- 
gesprochen  wird,  auch  folgendermafsen  formulieren: 


1)  Bekanntlich  ist  ^  eine  konstante  Kraft, ,  welche  auf  einen  nikenden 
materiellen  Punkt  einwirkt^  das  Produkt  aus  seiner  Kasse  und  der  von  dieser 
Kraft  erregten  Geschwindigkeit  gleich  dem  Produkte  au«  der  Kraft  and  der  Zeit, 
wälirend  welcher  sie  gewirkt  hat;  und  dieses  Produkt  aus  der  Kraft  und  der 
Dauer  ihrer  Wirksamkeit  bemchnet  man  als  den  Antrieb  der  Kraft  Bei 
einer  veränderlichen  Kraft  tritt  an  die  Stelle  des  Produktes  aus  Kraft  imd  Zeit 
das  Integral,  welches  über  das  Produkt  aus  der  Kraft  und  dem  zugehörigen  Zeit- 
element erstreckt  ist^  und  deaaen  Grenzen  den  Anfangs-  nnd  Endpunkt  für  die 
Dauer  der  Wirksamkeit  angebea. 

2)  Vgl  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld,  Über  die  Theorie  des  Kreisels. 
Hea  I  und  n.     Leipzig,  18ü7  und  1898.     S.  93  ff. 
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Bei  einem  kraftfreien  starren  Körper^  der  nm  einen 
festen  Punkt  drehbar  ist^  bleibt  während  seiner  ganzen  Be- 
wegung das  Impulsmoment  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  seiner 
Stellung  im  Räume,  seiner  Gröfse  und  seinem  Sinne  nach 
konstant 

Bezeichnet  man  die  konstanten  Werte  der  lebendigen  Kraft  und 
der  Komponenten  des  Impulsmomentes  beziehlich  mit  h,  G^y  G^,  G^ 
und  drückt  überdies  die  lebendige  Krafb  und  die  Komponenten  des 
Impulsmomentes  durch  die  Koordinaten  p,  q,  r  des  instantanen  Drehpols 
ausy  diese  Koordinaten  bezogen  auf  das  bewegliche,  das  heilst,  mit  dem 
starren  Körper  fest  verbundene  System,  so  nehmen  die  Gleichungen 
des  Prinzips  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächen  die  Form  an^) 

(1)  Äp^  +  Bq^  +  Cr^  =  2A 

und 

Äpc^  +  Sqb^  +  Crc^  =  G^ 

(2)  Äpa^  +  Bqb^  +  Crc^  =  G^ 

Apa^  +  Bqb^  +  Crc^  =  G„ 

^0  die  yier  Gröfsen  A,  G^^,  G^,,  G^  Integrationskonstanten  sind,  welche 
^9  soeben  angegebene  Bedeutung  haben.  Andererseits  sind  die  Gh-ölsen 
^;  Sy  C  die  drei  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  in  Bezug 
*uf  den  Punkt  0  und  besitzen  also  die  Werte 


(3) 


A  =^m<(i^  +  «f) 
1 

n 

1 


^*®i'  w,  die  Masse  und  unter  Xt,  y,,  ;ef,,  i  =  1,  2, . . .  n,  die  Koordinaten 
^"^©8  beliebigen  materiellen  Punktes  des  starren  Körpers  in  Bezug  auf 
"■  bewegliche  System  Terstanden,  während  die  neun  Gröfsen  a*,  6*,  c*, 
**  1,  2,  3  die  Richtungscosinusse  der  x,  y,  ß-Axe  des  beweglichen 
^y^t^ms  gegen  die  Axen  1,  2,  3  des  festen  Systems  sind  und  somit 
^^^   Gleichungen  genügen 


1)  Vgl.  z.  B.  Bausenberger,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.   Leipzig, 
^^-    Bd.  n,  S.  69  ff. 
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IaJ  +  a|  +  a|  =  1  (b^(\  +  6,c,  +  63C5  =  0 

6?+6|+6|-l      und     (5)  Ua,  +  c^a^+c^(H-0 
ci  +  ci  +  cl^l  [(h\  +  a^h^  +  a,b^=^0. 

Endlich  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)^  das  heifist^  die 
Summe 

Äp^  +  Bq*  +  Cr*, 

der  Ausdruck  für  die  doppelte  lebendige  Kraft  des  Körpers  und  die 
linken  Seiten  der  Gleichungen  (2),  das  heilst^  die  drei  Summen 

Äpak  +  Bqh+Crck,    t=l,2,3, 

die  Komponenten  seines  Impulsmomentes  in  Bezug  auf  das  feste 
System. 

Die  vier  Gleichungen  (1)  und  (2)  enthalten  daher  in  der  That 
den  Satz: 

Dreht  sich  ein  starrer  Körper  ohne  Einwirkung  aufserer 
Kräfte  um  einen  festen  Punkt^  so  bleibt  wahrend  der  ganzen 
Bewegung  sowohl  seine  lebendige  Kraft  wie  sein  Impuls- 
moment in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  unverändert^  und  zwar 
das  letztere  seiner  Stellung  im  Räume,  seiner  Grofse  und 
seinem  Sinne  nach. 

Für  die  weitere  Untersuchung  werden  sich  die  Gröfsenb^ziehungen, 
die  zwischen  den  sieben  Konstanten  A,  B,  C,  G^,  G^,  G,  und  h  ob- 
walten, als  besonders  wichtig  erweisen.  Zunächst  möge  über  dieselben 
wenigstens  so  viel  bemerkt  werden,  dafs  die  vier  Gröfsen  Ä,  B,  C 
imd  h  ihrer  Natur  nach  positiv  siud,  denn  die  Grölsen  Ä,  JB,  C  sind 
die  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  in  Bezug  auf  den  Punkt  0, 
imd  h  ist  der  konstante  Wert  seiner  lebendigen  Kraft.  Hinsichtlich 
der  Grröfsenfolge  der  drei  Hauptträgheitsmomente  A,  B,  C  femer  möge 
vorausgesetzt  werden,  dafs 
(6)  A<B<C 

sei.^) 

Neben  dieser  Ungleichung  (6)  besteht  dann  aber,  wie  aus  den 
Gleichimgen  (3)  hervorgeht,  zwischen  den  drei  Grröfsen  A,  B,  C  noch 
eine  andere  wichtige  Ungleichung.    Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (3) 


1)  Der  Fall,  wo  zwei  von  den  Hauptträgheitsmomenten  einander  gleich  sind, 
ist  einer  einfacheren  Behandlung  fähig  und  möge  hier  von  der  Betrachtang  was- 
geschlossen  bleihen.    Ein  kurzer  Hinweis  auf  diesen  Fall  findet  sich  auf  S.  374  f. 
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folgt  nämlich  durch  Addition  und  unter  Berücksichtigung  der  dritten 
Gleichung  die  Beziehung 

n     • 

1 

welche  zeigt^  dafs 

(7)'  A  +  B^C 

sein  mulk  Selbstyersi&idlich  gelten  auch  die  beiden  zyklisch  ent- 
sprechenden Ungleichungen.  Doch  bieten  sie  weniger  Interesse^  da  sie 
bereits  eine  Folge  der  Ungleichung  (6)  sind. 

Zweiter  Abschnitt 

Die  Polhodiekurve. 

Für  die  Beantwortung  der  Frage  nach  der  Beschaffenheit  der  Pol- 
wege liefert  schon  die  Gleichung  (1)  einen  wichtigen  Beitrag.     Denn 
sie  ist  eine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  Koordinaten  py  q,  r 
des  Drehpols  in  Bezug  auf  das  in  Bewegung  begriffene  System;   und 
da  sie  neben   dem  konstanten  Gliede  2h  nur  Glieder  enthält^   die  in 
Py  if  r  quadratisch  sind,  und  überdies  die  vier  Gröfsen  Ä,  B,  G  und  h 
mnüich   positiv   sind,   so   stellt   sie  ein  EUipsoid  dar,   das  mit  dem 
starren  Körper  fest   verbunden   ist,   und   dessen   Hauptaxen   mit   den 
HaupttnLgheitsaxen  des  Körpers  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  zusammen- 
Wien.  Dieses  EUipsoid  ist  aufserdem,  wie  der  Vergleich  seiner  Gleichung 

(1)  Ap^  +  Bq^  +  Cr«  =  2h 

^it  der  Gleichung  des  Trägheitsellipsoides  für  den  Punkt  0: 

(8)  Al^'  +  Bri'  +  C5*  =  1 

^'?*,  mit  diesem  Trägheitsellipsoide  nicht  nur  koaxial,  sondern  auch 
*™ioh  und  möge,  mit  Rücksicht  auf  die  Entstehung  seiner  Gleichung, 
^  Sllipsoid  der  lebendigen  Kraft  genannt  werden.  Da  die 
'^ooir^inaten  p,  q,  r  des  Drehpols  in  Bezug  auf  das  bewegliche  System 
^^  Oleichung  (1)  des  Ellipsoids  der  lebendigen  Kraft  befriedigen,  so 
öildet  dieses  EUipsoid  einen  geometrischen  Ort  für  den  Pol  weg,  den 
^w  Drehpol  in  dem  starren  Körper  beschreibt,  das  heifst,  einen  geo- 
^•^WscsÄe»  Ort  für  die  Polhodiekurve. 

Einen  zweiten  geometrischen  Ort  für  diese  Kurve  liefern  die  drei 
öwiclixmgen  (2)  des  Prinzips  der  Flächen.  FreiUch  enthalten  diese 
™i  Gleichungen  in  den  neun  Richtungscosinus  ük ,  6* ,  c* ,  /c  =  1,  2,  3 
Äoch  eine  Beziehung  auf  das  im  Räume  festliegende  Koordinatensystem, 
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welche  in  der  Gleichung  der  gesuchten  Flache  nicht  yorkommen  darf. 
Man  eliminiere  daher  diese  neun  Cosinus^  indem  man  die  drei  Glei- 
chungen des  Prinzips  der  Flächen  quadriert  und  die  entstehenden 
Gleichungen  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  addiert. 
Auf  diese  Weise  erhalt  man  die  Gleichung 

(9)  A'p'  +  B'q^  +  (7r«  =  G^ 
wobei  zur  Abkürzung 

(10)  Gl+Gl  +  Gl^  G» 

gesetzt  ist;  und  wo  also  G  die  Gröfse  der  doppelten  Flächengeschwindig- 
keit des  Körpers  oder,  was  dasselbe  ist^  die  Gröfse  seines  Impuls- 
momentes bedeutet.  Nun  stellt  aber  die  Gleichung  (9)  wiederum  ein 
mit  dem  starren  Körper  fest  yerbundenes  EUipsoid  dar,  und  zwar  ein 
EUipsoid,  das  dem  Ellipsoid  der  lebendigen  Kraft  koaxial  ist;  wir  wollen  es 
als  das  Ellipsoid  der  Flächen  bezeichnen.  Beide  EUipsoide  schneiden 
sich  in  einer  Raumkurve  vierter  Ordnung  der  ersten  Art; 
und  diese  Kurve  mufs  mit  Rücksicht  auf  die  mechanische  Bedeutung 
der  Polhodie  stets  reell  sein  und  besteht,  da  die  beiden  EUipsoide 
koaxial  sind,  aus  zwei  kongruenten  Zweigen,  von  denen  aber  zufolge 
der  obigen  Festsetzung  über  die  Konstruktion  des  Drehpols  nur  der- 
jenige Zweig  die  Polhodiekurve  bildet,  für  welchen  die  Drehung  des 
Körpers  um  den  von  0  ausgehenden  Leitstrahl  der  Kurve  in  positivem 
Sinne  erfolgt  (vgl.  S.  331). 

Die  Gleichung  des  Pölhodiekegels  erhalt  man,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  der  EUipsoide  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächen, 
deren  partieller  Schnitt  die  Polhodiekurve  ist,  das  heifst,  aus  den 
Gleichungen 

(1)  Ap'  +  Bq'  +  Cr^^2h 

und 
(9)  Ä'p'  +  B'q'  +  Cr^  =  G^ 


durch  lineare  Verknüpfung  eine  in  j?,  g,  r  homogene  Gleichung  ableitet, 


Qi 

etwa   indem    man   diese  Gleichungen  beziehlich  mit  den  Faktoren  -^ 


und  —  1  multipliziert  und  dann  addiert,  wodurch  sich  ergiebt 
(11)      A[^-A)f  +  B[ll-B)i^+C[^;-Cy^0. 

Diese  Gleichung  stellt  m  der  That  eine  Kegelfläche  dar,  deren  Scheitel 
in  0  liegt,  und  diese  Kegelfläche  geht  überdies,  mit  Rücksicht  auf  die 
Entstehung  ihrer  Gleichung,  durch  die  Schnittkurve  der  beiden  EUip- 
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Boide  (1)  nnd  (9)  hindurch.  Die  Gleichung  (11)  ist  also  wirklich  die 
gesuchte  Gleichung  des  Polhodiekegels  und  liefert^  da  sie  Tom  zweiten 
Grade  ist,  den  Satz: 

Bei  der  kraftfreien  Drehung  eines  starren  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  ist  der  Polhodiekegel  ein  Kegd zweiter  Ordnung. 

Beachtet  man  noch,  dafs  der  Polhodiekegel  ebenso  wie  die  Pol- 
hodiekurve  notwendig  reeU  sein  mufs,  so  kann  man  aus  der  Gleichung  (11) 

eine   wichtige  Folgerung   über   die   Gröfse   des  Verhältnisses   YfT   ^®^ 

rechten  Seiten  der  Gleichungen  (9)  und  (1)  herleiten.  Damit  nämlich 
die  Gleichung  (11)  einen  reellen  Kegel  darstelle,  dürfen  nicht  alle  ihre 
£oeffizienten  dasselbe  Vorzeichen  haben,  woraus  mit  Rücksicht  auf  (6) 
f\)lgt,  dals 

^^in  mufs.     Man  erhalt  also  den  Satz: 

Bei  der  Drehung  des  kraftfreien  starren  Körpers  um 
^  J.nen  festen  Punkt  liegt  das  Verhältnis  des  Quadrats  seines 
T  xxipalsmomentes  zu  seiner  doppelten  lebendigen  Kraft 
s  ^^wiflchen  seinem  gröfsten  und  kleinsten  Trägheitsmoment  in 
!3  ^ZQg  auf  den  Drehpunkt. 

Dritter  Abschnitt. 
Die  Herpolhodiekurve. 

Um  andererseits  die  Herpolhodiekurve,  das  heifst,  denjenigen  Pol- 
^^S  zu  bestimmen,  der  seine  Lage  im  Raum  unverändert  beibehält,  wird 
^^iÄ  naturgemäfs  Gleichungen  heranzuziehen  haben,    welche  eine  Be- 
^^^Imiig    auf   das    feste    Koordinatensystem    enthalten.      Solche    Glei- 
cli^xuigen  sind  aber  die  drei  Gleichungen  des  Prinzips  der  Flächen 
Gl  =  Äpa^  +  Bq\  +  Crq 
(t,  =  Äpa^  +  JBgJ,  +  CrCg 
G^^Apa^  +  Bq\  +  Crc^, 

^  denen  die  Gh*öljsien  p,  q,  r  die  Koordinaten  des  instantanen  Drehpols 
^  fiezQg  auf  das  bewegliche  System  bezeichnen.  Für  die  geometrische 
^^Utung  dieser  Gleichungen  ist  es  beachtenswert,  dafs  sie  ihrer  Form 
^^^ch  genau  mit  den  Gleichungen 

x^  =  xa^  +  y6,  +  zc^^ 

a^  =  a;aj  +  y&,  +  zc^ 

rc,  =  xa^  +  yb^  +  zc^ 


(»> 


Cia) 
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übereinstimmen,  mittelst  deren  sich  die  Koordinaten  z^,  x^,  x^  eines 
Punktes  im  festen  Koordinatensystem  dorch  die  Koordinaten  Xy  y,  z 
desselben  Punktes  im  beweglichen  System  ausdrücken.    Den  Koordinaten 


in  Bezug  auf  das  bewegliche  System  entsprechen  dabei  in  den  Gleich- 
ungen (2)  die  Gh-olsen 

Ap,    Bqy    Cr, 

während  die  Koordinaten 

X^y  X^y  X^ 

in  Bezug  auf  das  feste  System  durch  die  konstanten  Komponenten 

des  Impulsmomentes  yertreten  werden.  Die  Gleichungen  (2)  zeigen 
daher,  dab  der  Punkt  I  des  beweglichen  Systems^  der  in  diesem  die 
yei^derlichen  Koordinaten 

Äpy    JBg,     Cr 

besitzt,  im  festen  System  die  konstanten  Koordinaten 

Gl,    Gt,    G, 

hat,  also  absolut  fest  im  Räume  ist  und  die  konstanten  Komponenten 
des  Impulsmomentes  zu  Koordinaten  hat.  Der  Punkt  I  Me^  somit 
auf  dem  Lote,  das  man  auf  der  Ebene  des  Impulsmomentes  im  Dreh- 
punkte des  Körpers  errichten  kann;  wir  woUen  es  die  Impulsaxe 
des  Körpers  nennen.  Andererseits  ist  der  Abstand  des  Punktes  I  vom 
Drehpunkte  mit  Rücksicht  auf  (10)  nichts  anderes  ab  die  konstante 
Impulsstärke  G  des  Körpers.  Und  endlich  ist  der  Sinn  der  Strecke 
Ol  von  der  Art,  dafs  für  einen  diese  Strecke  entlang  blickenden  Be- 
schauer das  Moment  eine  Drehung  in  positivem  Sinne  hervorzurufen 
strebt  (vgl.  S.  331).  Der  Punkt  /  charakterisiert  also  durch  seine  Lage 
die  Stellung,  die  Gröfse  und  den  Sinn  des  Impulsmomentes  vollständig 
und  möge  daher  als  der  Impulspol  der  Bewegung  bezeichnet 
werden.  Femer  möge  die  Strecke  07,  von  dem  Drehpunkte  0  des 
Körpers  nach  dem  Impulspole  /  der  Bewegung  gezogen,  die  Strecke 
des  Impulsmomentes  heifsen.  Ihre  Richtungscosinus  g^en  das 
feste  System  besitzen  die  Werte 

(14)  cosa^^-^,        cosaj^-;^,        cosaj  =  -^- 

Der  Strecke  Ol  des  Impulsmomentes  kommt  nun  aber  auch  eine 
ivichtige  Bedeutung   für   das   bewegliche   System   zu.     Die   Koordinaten 
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^Pj  Bqy  Cr  ihres  Endpunktes  ^  des  Impulspoles  Ij  in  Bezug  auf  das 
l>ewegliche  System  treten  nämlich  zugleich  als  Koeffizienten  in  der 
Oleichimg  der  Tangentialebene  auf,  die  sich  im  instantanen  Drehpol 

^j  q,  r  des  Körpers  an  das  EUipsoid  der  lebendigen  Kraft  legen  lälüsty 

43enn  diese  Gleichung  lautet: 

C^5)  ^p5  +  Bqri  +  Cr^  =  2h, 

^vi^orin  liegt,  dafs  die  Strecke  Ol  des  Impulsmomentes  in  die  Linie  des 
IL««tes  fällt,  das  man  vom  Drehpunkte  0  des  Körpers  auf  diese  Tan- 
^^B^ntialebene  herablassen  kann.  Da  aber  andererseits  die  Strecke  Ol 
&L^^^  Impulsmomentes  während  der  ganzen  Bewegung  des  Körpers  im 
I^'ffiimie  fest  bleibt,  so  mufs  auch  diese  Tangentialebene,  wenigstens  ihre 
S^^^^ähmg  im  Baume  beibehalten.  Sie  kann  aber  auch  ihren  Abstand 
TOÄi  Drehpunkte  0  nicht  verändern;  denn  aus  der  Gleichung  (15) 
e:sr)^ebt  sich  für  diesen  Abstand  der  Ausdruck 

2^ 


ozici  dieser  reduziert  sich  wegen  der  Gleichung  (9)  auf 

(16)    ■  *  =  i*, 

is^     abo  wirklich  konstant. 

Die  Tangentialebene  des  Ellipsoids  der  lebendigen  Kraft,  konstruiert 
ini  Drehpole  des  Körpers,  hat  somit  nicht  nur  eine  konstante  Stellung 
g^S'^ii  <I&8  f*^ste  Koordinatensystem,  sondern  sie  liegt  überhaupt  im 
BÄ-Qme  fest  und  möge  daher  als  die  invariable  Ebene  bezeichnet 
wox^en. 

Ihre  Lage  ist  fixiert  durch  die  Gleichung  (16)  für  ihren  Abstand  8 
voro  Anfangspunkte  und  durch  die  Gleichungen  (14),  welche  die 
Riditungscosinus  ihrer  Normale  gegen  das  feste  System  angeben. 

Nun  dreht  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  der  starre  Körper  und 
mit  ihm  das  EUipsoid  der  lebendigen  Kraft  in  jedem  Augenblicke  um 
den.  Leitstrahl  des  instantanen  Drehpols,  das  heifst  nach  dem  Obigen, 
'"'^  den  Berührungsradius  der  invariablen  Ebene.  Und  da  dieser  Be- 
^■^l^XTuigsradius,  sofern  er  nicht  gerade  mit  einer  der  drei  Hauptaxen 
des  JÜlipgoids  zusammenfällt,  nicht  auf  der  zugehörigen  Tangential- 
eWtt«  senkrecht  stehen  kann,  so  tritt  durch  die  Drehung  des  Ellipsoids 
^^  seinen  Berfihrungsradius  in  jedem  Augenblick  ein  neuer  EUipsoid- 
F*3iki;  mit  der  invariablen  Ebene  in  Berührung,  und  der  neue  Be- 
™^^^ting8radius  ist  dann  immer  für  den  folgenden  Augenblick  wieder 
Äe  instantane  Drehaxe  des  Körpers.     Hieraus  folgt: 
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Bei  der  Drehung  eines  kraftfreien  starren  Korpers  nm 
einen  festen  Punkt  wälzt  sich  das  EUipsoid  der  lebendigen 
Kraft,  das  seinen  Mittelpunkt  dauernd  in  dem  festen  Dreh- 
punkt des  Körpers  hat,  ohne  zu  gleiten,  auf  der  invariablen 
Ebene  fort. 

Dieser  Satz  liefert  zugleich  eine  anschauliche  geometrische  Er- 
zeugung der  Herpolhodiekurve.  Denn  da  die  Herpolhodie  als  die 
Kurve  definiert  war,  welche  der  Drehpol  des  Körpers  in  dem  festen 
System  durchläuft,  und  dieser  Drehpol  in  jedem  Augenblick  durch 
den  Berührungspunkt  der  invariablen  Ebene  mit  dem  EUipsoid  der 
lebendigen  Kraft  dargestellt  wird,  so  ist  die  Herpolhodiekurve  der 
geometrische  Ort  aller  Berührungspunkte,  die  das  EUipsoid  der  leben- 
digen Kraft  bei  seinem  AbroUen  auf  der  invariablen  Ebene  ergiebig 
womit  insbesondere  der  Satz  bewiesen  ist: 

Bei  der  Drehung  eines  kraftfreien  starren  Korpers  um 
einen  festen  Punkt  ist  die  Herpolhodie  eine  ebene  Kurve. 

Vierter  Abschnitt. 
Das  Büschel  der  Polhodiekegel.    Die  drei  zerfi&Uenden  KegeL 
Denkt  man  sich  in  der  Gleichung  des  Polhodiek^els 

(11)    A  (f;  -  ä)p^ + 5(S  -  sy + c(f;  -cy^  o, 


die  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann 


(17)         1^  {Ap"  +  Bq'  +  Cr*)  -  (^ V  +  B'q*  +  Cr*)  =  0 , 


das  Verhältnis  — ,   veränderlich,  so  steUt  sie  ein  ganzes  Büschel  von 

Kegeln  zweiter  Ordnung  dar.  Die  Kegel  dieses  Büschels  sind^  wie  die 
Gleichungsform  (11)  zeigt,  sämtlich  koaxial,  und  zwar  faUen  ihre 
Hauptaxen  mit  den  Hauptträgheitsaxen  des  Körpers  in  Bezug  auf  den 
Punkt  0  zusammen. 

Andererseits  aber  haben  die  Kegel  des  Büschels,  wie  man  aus  der 
Gleichungsform  (17)  entnimmt,  aufser  ihrem  Scheitel  0  keinen  reeUen 
Punkt  mit  einander  gemein.  Da  BÄmlich  jeder  gemeinsame  Punkt 
irgend  zweier  Flächen  eines  Büschels  von  Flächen  zweiter  Ordnung 
sämÜicJien  Flächen  des  Büschels  angehört,  und  nach  der  »Gleichung  (17) 
in  dem  Kegelbüschel  auch  die  beiden  imaginären  Kegel  enthalten  sind, 
deren  Gleichungen  lauten 

Ap"  +  Bq'  +  Cr*  ^  0,     A*p*  +  B*q*  +  C*r*  -  0, 
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und  welche  aoTser  ihrem  gemeinsamen  Scheitel  0  überhaupt  keinen 
reellen  Ponkt  darbieten^  so  können  auch  die  reellen  Kegel  des  Büschels 
auTser  dem  Punkte  0  keinen  reellen  Punkt  mit  einander  gemein  haben. 
Endlich  geht  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  und  mit  alleiniger 
Ausnahme  des  gemeinsamen  Scheitels  aller  Eegelflächen  atich  nur  eine 
Kegelfläche  des  Büschels  hindurch.  Denn,  ist  nicht  gerade  p  =  g  =  r  =  0, 
80  bestimmt  die  Gleichung  (17)  bei  gegebenem  p,  g,  r  eindeutig  den 

Parameter  -r^   der  durch   den   Punkt   p,  q,  r    gehenden   Fläche    des 

Büschels. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Sämtliche  Polhodiekegel,  welche  einem  gegebenen  Dreh- 
punkte 0  eines  starren  Körpers  zugehören,  bilden  ein  Büschel 
von   koaxialen    Kegeln    zweiter    Ordnung,    deren    Hauptaxen 
mit  den  Hauptträgheitsaxen   des  Körpers   in  Bezug  auf  den 
Punkt  0  zusammenfallen,  und  welche  aufser  ihrem  Scheitel  0 
deinen   reellen   Punkt    mit    einander    gemein    haben.      Dabei 
geht    durch   jeden    Punkt    des    Raumes    mit    Ausnahme    des 
Punktes    0  nur   eine   aber   auch   stets   eine   Kegelfläche   des 
BQ.8chels  hindurch. 

Wie  jedes  Büschel  von  konzentrischen  Kegelflächen  zweiter  Ord- 
^^ui^  enthält  auch  das  Büschel  der  Polhodiekegel  drei  in  ein  Ebenen- 
Paar  zerfallende  Kegel  zweiter  Ordnung.  Die  Gleichungen  dieser  drei 
-Ebenenpaare  erhält  man,  wenn  man  über  den  Parameter  .des  Büschels, 

^*s    heilst,  über  das  Verhältnis   ^t;   nach  einander  in  der  Weise   ver- 

™gty  dais  immer  eine  von  den  drei  in  der  Gleichung  (11)  auftretenden 
Differenzen  verschwindet.  Man  hat  somit  dieses  Verhältnis  der  Reihe 
^^^ch  den  drei  Hauptträgheitsmomenten  gleich  zu  machen,  also  nach 
^Uiander  zu  setzen: 

(18)    ^  =  ^,        (19)    f^  =  B,        (20)     J^  =  C, 

wodurch   die  Gleichung  (11)   des  Polhodiekegels   in   die   Gleichungen 

^^^^^'  B{A  -  B)q'  +  C(Ä  -  C)r^  =  0 

A{B  -  Ä)p'  +  G{B  -  6>«  =  0 

Ä{C  -  Ä)p'  +  B{C  -  B)q^  =  0. 

^ou  Jen  drei  Ebenenpaaren,  welche  durch  diese  drei  Gleichungen  dar- 
B^^Ut  werden,  ist  allerdings  nur  eins  reell.  Schreibt  man  nämlich 
^"^W  Berücksichtigung   der   Ungleichungen  (6)    die    Gleichungen   der 
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drei  Ebenenpaare  in  der  Weise,  dafs  in  den  Klammem  nur  positiTe 
Differenzen  auftreten,  wodurch  die  Gleichungen  die  Form  annehmen 

(21)  B(B  -  Ä)q^  +  C{G  -  Ay  =  0 

(22)  A{B^  Ä)p^  -C(C-B)r»^0 

(23)  ^  (C  ~  A)p^  +  B(C  -  B)q^  =  0, 

so  sieht  man  in  der  That,  daCs  das  erste  und  dritte  Ebenenpaar 
imaginär  ist,  und  dafs  bei  jedem  von  ihnen  nur  seine  DoppdUnie  redl 
ist.  Bei  dem  Ebenenpaar  (21)  wird  diese  Doppellinie  durch  die 
Gleichungen 

(24)  g«  =  0      und      r«  =  0 

dargestellt  und  fällt  also  mit  der  Axe  des  kleinsten  Trägheits- 
moments Ä,  das  heifst,  mit  der  groisten  Axe  des  Trägheitsellipsoids 
und  des  EUipsoids  der  lebendigen  Kraft  zusammen.  Bei  dem  Ebenen- 
paar (23)  lauten  die  Gleichungen  der  Doppellinie 

(25)  i>»  =  0      und      8««0; 

die  Doppellinie  ist  daher  in  diesem  Falle  die  Axe  des  grölsten  Träg- 
heitsmoments, das  heifist,  die  kleinste  Axe  des  Trägheitsellipsoids  und 
des  Ellipsoids  der  lebendigen  Kraft. 

Man  kann  dies  auch  so  ausdrücken:  In  den  beiden  FäUen  (21) 
und  (23)  eines  imaginären  Ebenenpcuires  ist  der  PoOwdiekegd  in  eine 
gerade  Linie  zusammengeschrumpft;  die  instantane  Axe  behält  also 
ihre  Lage  in  dem  starren  Körper  bei.  Da  sich  femer  in  diesen  beiden 
Fällen  dann  auch  die  Polhodiekurve  in  einen  Punkt,  nämlich  in  einen 
Endpunkt  der  gröfsten  oder  kleinsten  Axe  des  Ellipsoids  der  leben- 
digen Kraft  zusammengezogen  hat,  und  somit  gerade  der  oben  ausge- 
schlossene Ausnahmefall  eintritt,  wo  der  Berührungsradius  der  inyariablen 
Ebene,  um  den  die  Rotation  erfolgt,  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht, 
so  kann  durch  die  Drehung  auch  kein  neuer  Pimkt  der  inyariablen 
Ebene  mit  einem  solchen  des  Ellipsoids  der  lebendigen  Kiuft  in  Be- 
rührung treten.  Der  Berührungspunkt  dieser  Ebene,  das  heilBt,  der 
Drehpol  des  Körpers,  bleibt  also  auch  im  Räume  fest,  und  die  Herpci- 
hodiekurve  ist  somit  ebenso  wie  die  Folhodiekurve  in  einen  Punkt,  der 
Herpolhodiekegel  ebenso  wie  der  PoUwdiekegel  in  eine  gerade  Linie 
zusammengeschrumpft.  Dabei  wird  die  gerade  Linie,  welche  den  Herpol- 
hodiekegel vertritt,  durch  das  Lot  gebüdet,  das  man  vom  Drehpunkte 
des  Körpers  auf  die  invariable  Ebene  fällen  kann,  während  der  Fuls- 
punkt  dieses  Lotes  die  Herpolhodiekurve  ersetzt. 
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Hieraus  folgt  bereits,  dafs  der  Abstand  d  der  Herpolbodieebene 
Yon  dem  Drehpunkte  0  des  Körpers  in  diesen  beiden  Fällen  gleich 
der  grölsten  oder  kleinsten  Halbaxe  des  Ellipsoids  der  lebendigen 
Kraft  sein  wird.  Dies  zeigt  man  aber  auch  leicht  analytisch.  Nach 
dem  Obigen  entsprechen  den  geraden  Linien  (24)  und  (25)  diejenigen 
Werte  der  Impulsstarke  O,  welche  den  beiden  Gleichungen 

(18)     fl  =  ^      und      (20)    g-C 

Oenüge   leisten.     Bezeichnet   man   daher   die  Halbazen  des  Ellipsoids 
der  lebendigen  Kraft;,  das  durch  die  Gleichung 

(1)  Äp^  +  Bq^  +  Cr«  =  2Ä 

dargestellt  wurde,  mit  a,  h,  c,  setzt  also 

(26)        .-)/f,   »-y»,   e.yf. 

odety  was  dasselbe  ist, 

(27)  Ä^^,      B-l^,      0-1*, 

SO  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (18)  und  (20)  in: 


oder  in: 


ö«       2h  ,        ö«       2h 

Jh-'ä^       ^^        2Ä  =  :? 


2h  ,         2h 

-Q-^       und       -^ 


oder  endlich  mit  Rücksicht  auf  (16)  in: 

(28)     *  =  a      und       (29)     *  =  c, 

woraus  in  der  That  hervorgeht,  dafs  fiir  die  beiden  extremen  Werte 

des  Verhältnisses  -^   das   EUipsoid   der   lebendigen  Kraft   mit   einem 

Endpunkte  seiner   gröfsten   oder   kleinsten  Axe   die   invariable  Ebene 
berührt,  dafs  also  das  EUipsoid  um  seine  in  diesem  Falle  im  Räume 
fest  liegende  grölste  oder  kleinste  Axe  und  zwar  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit rotiert. 

Man  pflegt  dies  so  auszudrücken:  Die  Axen  des  gröfsten  und 
Ueinrten  Haupttragheitsmoments  sind  zwei  „permanente'^  („natür- 
liche", „freie")  Drehaxen  des  Körpers.  Das  soll  heifsen:  Wenn 
^  Körper  in  irgend  einem  Augenblick  um  eine  dieser  beiden  Axen 
^^,  so  setzt  er  die  Rotationsbewegung  um  diese  Drehaxe,  die 
^*>ul  sowohl   im  Körper   wie   im  Räume  fest   bleibt,   mit  konstanter 
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Winkelgeschwindigkeit  fort,  so  lange  niclit  eine  änlsere  Kraft  gk«^  H  V 
auf  ihn  einwirkt,  so  lange  also  der  Körper  wirklich  krafUni  lilj^^  H  ^ 

Nach  Ausscheidung  dieser  beiden  Fälle  eines  imaginären  EW^ 
paares  bleibt  von  den  drei  Fallen  (18),  (19),  (20)  noch  derf^ 
übrig,  wo 

(19)  -S-^ 

ist,  wo  also  wegen  (27)  und  (16) 

(30)  *  =  6 

ist,  das  heifst,  wo  der  Abstand  d  des  Drehpunktes  O  Ton  der  inTiniUeB 
Ebene  gleich  der  mittleren  Halbaxe  b  des  Ellipsoids  der  lebediga 
Kraft  ist.  Hier  wird  der  Polhodiekegel  durch  die  Gleichung  (22)  i» 
gestellt,  die  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann 


(31)  I  =  ±]/ 


A{B  —  A) 

C{C  -  B) 


Der  Polhodiekegel  ist  also  in  ein  reelles  Ebenenpaar  ausgeartet,  dewi 
Ebenen  durch  die  mittlere  Axe  des  Ellipsoids  der  lebendigen  Enft 
hindurchgehen  und  mit  der  grölsten  Axe  des  Ellipsoids,  das  häi, 
mit  der  rr-Axe,  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Neigungswinkel  l  ob- 
schlief sen,  die  sich  aus  der  Gleichung 


(32)  tgX~±y 

bestimmen. 


Ä{B  —  A) 
C{C-  B) 


Fünfter  Abschnitt. 

Das  System  der  Polhodiekurven. 

a)   Das  System  von  Polhodiekurven,  das  einem   konstanten  Wem 
dex  lebendigen  Kraft  sugehört. 

Wir  gehen  nunmehr  zu  der  Betrachtui^;  aller  Polhodieknna 
über,  welche  einem  gegebenen  starren  Körper  in  Bezng  auf  eina 
gegebenen  festen  Punkt  zugehören.  Wir  wissen  bereits  (vgL  S.  336), 
dafs  jede  Ton  diesen  Polhodiekurven  einen  Zweig  einer  Ramnkam 
vierter  Ordnung  der  ersten  Art  bildet,  welche  durch  die  beideo  Glä- 
chnngen  (1)  und  (9)  oder,  wenn  man  will,  durch  die  Gleichungen  (1) 
und  (11)  dargestellt  wird.  Hält  man  in  diesen  Oleichnngen  einii- 
weilen  den  Wert  der  lebendigen  Kraft  h  konstant  und  laust  nur  die 
Stärke  O  des  Impulsmomentes  yariieren,  so  bekommt  man  ein  BiisM 
von  Raumkurven  vierter  Ordnung  der  ersten  Art,  namUch  die  Gtesunl- 
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heit  derjenigen  Raumkorven^  die  aus  dem  Ellipsoide  der  lebendigen 
Kraft  mit  dem  Parameter  h  durch  das  soeben  betrachtete  und  durch 
die  Gleichung  (11)  (oder  (17))  dargestellte  Büschel  von  Polhodiekegeln 


Fig.  1. 


Ä'iflgeschnitten  werden.^)  Und  die  einzelnen  Zweige  dieses  Büschels 
^oii  Raumkurven  bilden  dann  eben  dasjenige  System  von  Polhodie- 
*^ii^en,  das  dem  Werte  h  der  lebendigen  Kraft  zugehört  (vgl  Fig.  1). 

^)     Die  drei  Grenzfälle,  insbesondere  der  Fall  der  trennenden 

Polhodie. 


rf^. 


In  diesem  System  von  Polhodiekurven   sind  wiederum   diejenigen 

'^^  Kurven  ausgezeichnet j  die  den  drei  in  ein  Ebenenpaar  zerfallendoi 

'^^^l^dn  zweiter   Ordnung  entsprechen.     Den  beiden  imaginären  Ebenen- 

*^^^Ten  ist,  wie  schon  oben  erwähnt,  je  eine  Polhodiekurve  zugeordnet, 

^^    in  einen  Punkt  zusammengeschrumpft  ist  und  je   einen  Endpimkt 

^^^    gröfsten  oder  kleinsten  Axe  des  Ellipsoids  der  lebendigen  Kraft 

^*^et.     Dem   reellen  Ebenenpaar   dagegen   entsprechen   zwei  von  der 

^"-Ajce    begrenzte    Halbellipsen,    die    den   beiden    Ellipsen    angehören, 

^Iche    durch    die    Ebenen  (31)    aus    dem    Ellipsoide    ausgeschnitten 

^^^en.    Diese  beiden  Ellipsen  trennen  die  Polhodiekurven,  welche  die 

Axe  mnschliefsen,    von  denen,  welche  die  ^s^-Axe  umschliefsen:    die 

^^gehörige   Polhodiekurve    möge    daher   als   „trennende    Polhodie" 


1)  Wir   verstehen   dabei   allgemein   unter   einem    Büschel  von  Raumkurven 
*^***'*er  Ordnung  der  ersten  Art  das  einfach  unendliche  System  von  Raumkurven, 
^^^cbes  doich  ein  Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  einer  diesem  Büschel 
^^t  angehörenden  Fläche  zweiter  Ordnung  ausgeschnitten  wird. 
Zttltoehrilt  f.  Mathematik  a.  Physik.  4S.  Band    1902.  3.  n.  4.  Heft.  23 
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bezeichnet  werden.^)  Die  Neigungswinkel  A  ihrer  beiden  Ebenen  gB|i| 
die  a;y-Ebene  stehen  übrigens  zu  den  Neigungswinkeln  ji  der  hm- 
schnitte  des  EUipsoids  gegen  die  a:y-Ebene  in  einer  engen  Beziehmig.^ 
Führt  man  nämlich  in  Gleichung  (32)  an  Stelle  von  A,  B,  C  ikn 
Werte  aus  (27)  ein,  so  nimmt  die  Gleichung  (32)  die  Form  an 


(33)  tgA  =  ± 


«1/  >  ^i." 


Andererseits   folgt   aus    der  Gleichung   der   beiden  ^auptkreissehnitfe 
des  Ellipsoids",  welche  lautet') 

(34)  (/.-ii)-'-(?-p)-'  =  <>' 

für   die  Neigungswinkel   ft  der  Kreisschnitte   gegen  die  a:y-Ebene  die 
Gleichung 


(35)  tg,i  =  J  =  ± 


Die  Winkel  X  und  [i  befriedigen  also  die  Proportion 
(36)  tg^:tgfi  =  o:a, 

und  diese  gestattet  eine  einfache  geometrische  Deutung.  Man  denke 
sich  nämlich  in  der  o^^- Ebene,  der  die  Winkel  iL  und  fi  angehören,  die 
Ellipse 

(37)  :t+:v=i 

gezeichnet,  welche  diese  Ebene  aus  dem  Ellipsoid  der  lebendigen  Enft 
ausschneidet  (vgl.  Fig.  2),  trage  innerhalb  ihrer  Ebene  an  die  jr-Axe 
die  Winkel  X  und  ft  an  und  bringe  den  freien  Schenkel  des  Winkelt  k 
zum  Schnitt  mit  der  Ellipse  in  T,  fälle  von  T  das  Lot  TQ  auf  die 
x-Axe  und  verlängere  es  über  T  hinaus  bis  zum  Schnitt  mit  dem 
freien  Schenkel  des  Winkels  ft  in  [7.    Dann  verhält  sich 

tgX:tgii==QT:QU, 

1)  Vgl.  Routh,    Die   Dynamik   der   Systeme    starrer   KOrper,    deutsch  tob 
Schepp.     Leipzig,  1898.     Bd.  II,  S.  107. 

2)  Vgl.  die  oben  zitierte  Dissertation  von  Hefs.     S.  8. 

3)  Siehe    zum    Beispiel:    Salmon- Fiedler,    Analytische    Geometrie  dei 
Raumes.    Teil  I.    Vierte  Auflage.    Leipzig,  1898.    S.  180  f. 
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^,imd  wegen  (36)  besteht  daher  die  Proportion 

QT:QU^c:a, 

welche  zeigt^  daCs  der  Punkt  TT  auf  dem  Kreise  liegt,  der  die  gezeichnete 
JEUlipse  in  den  Endpunkten  ihrer  grofsen  Axe  berührt.  Man  hat  also 
den  Satz: 

Verzeichnet  man  in  der  Ebene  der  gröfsten  und  kleinsten 
Axe  des  Ellipsoids  der  lebendigen  Kraft  aufser  der  Ellipse, 
die  diese  Ebene  aus  dem  EUipsoide  ausschneidet,  die 
Spuren    der    beiden    Hauptkreisschnitte    des    Ellipsoids,    so 

Fig.  2. 


2 

1 

/^^ 

/ 

K 

/                                                  ^ 

/ 

\ 

/  ^^ — 

/> 

C\ 

V 

z 

7  y 

N 

\ 

r- — ^       ^ ir-^ "^ 

9 

1 . 

\                                 ^ 

a 

y 

r 

sind  die  beiden  Winkel,  welche  diese  Spuren  mit  der  grofsen 
Axe  dej  Ellipse  einschliefsen,  die  exzentrischen  Anomalieen 
der  Punkte,  in  denen  die  Ellipse  von  der  trennenden  Pol- 
hodie  getroffen  wird. 

Dieser  Satz  ergiebt  dann  für  die  grofse  Halbaxe  der  trennenden 
Polhodie  die  folgende  Konstruktion: 

Man  schlage  um  den  Mittelpunkt  0  der  Ellipse 


(37) 


+  -.=1, 


welche  durch  die  a:j?-Ebene  aus  dem  Ellipsoide  der  lebendigen  Kraft 
ausgeschnitten  wird,  innerhalb  ihrer  Ebene  mit  dem  Badius  der  Haupte 
kreisschnitte  des  Ellipsoids,  dafs  heifst,  mit  seiner  mittleren  Halbaxe  6, 

28* 
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den  Kreis  und  Terbinde  den  Mittelpunkt   O  der  Ellipse  mit  eaok  i^ 
ihren  vier  Schnittpunkten  mit  jenem  Kreise,  er  hei&e  K]  TerlingcR  j^ 
Linie  OK,  bis  sie  gleich  der  grofsen  Halbaxe  a  der  Ellipse  wird,liij: 
und  falle  von  U  das  Lot  auf  die  x-Axe,  das  die  Ellipse  in  T  8ch]i% 
mag,  so  ist  das  Stück  0T=  c  seiner  Gröise  und  Lage  nadi  dielj^ 
grofse  Aie    der   trennenden  Polhodie,    während   die   halbe  klebe  As 
nach  Gröfse   und  Lage  mit  der  mittleren   Halbaxe  (b)  des  EUipuah 
der  lebendigen  Kraft  zusammenfällt. 

Dafs  wirklich  die  in  der  a;;er-Ebene  liegende  Halbaxe  OT  is 
trennenden  Polhodie  gröfser  ist  als  die  in  der  y-Aze  liegende  Hab- 
axe  bf  folgt  daraus,  dafs  der  zu  dem  Leitstrahl  OT  der  EUipee  iJTi 
gehörende  Polarwinkel  l  stets  kleiner  ist  als  der  zu  dem  LeitstnU 
OK=b  gehörende  Polarwinkel  fc,  so  lange  nicht  6  =  rtoderlac 
wird;  diese  beiden  Fälle  aber  sind  durch  die  Ungleichungen  (6)  fonds 
Betrachtung  ausgeschlossen. 

Natürlich  kann  man  die  Länge  c  der  halben  grofsen  Axe  Ol 
der  trennenden  Polhodie  auch  leicht  durch  Rechnung  finden.  Dan 
Obigen  zufolge  ist  die  trennende  Polhodie  eine  Hälfte  der  zerfidleirfa 
Raumkurve  vierter  Ordnung,  die  aus  dem  Ellipsoide  der  lebendig» 
Kraft 
(1)  Ap^  +  Bq^  +  Cr'  =  2A 

durch  das  Ebenenpaar 

(22)  A(B  -  Ä)p'  -  C(C  -  B)r^  =  0 

ausgeschnitten  wird  (vgl.  Fig.  1).  Um  nun  aber  über  die  Halbaxenlängoi 
der  beiden  Ellipsen,  in  welche  diese  Kurve  zerföllt,  Anfschluis  zu  erhalten, 
stelle  man  zunächst  die  Gleichung  desjenigen  Cylinders  auf,  der  duiA 
die  Kurve  hindurchgeht,  und  dessen  Erzeugende  der  :r-Axe  paraDd 
laufen.  Dazu  eliminiere  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (22)  die 
Gröfse  p,  indem  man  diese  Gleichungen  beziehlich  mit  den  Faktor« 
B  —  Ä  und  —  1  multipliziert  und  dann  addiert^  wodurch  sich  die 
Gleichung  ergiebt 

(38)  B{B  -  A)q'  +  C{C  -  A^r"  «  2A(B  -  A\ 

welche  den  in  Rede  stehenden  Cylinder  darstellt.  Ihre  Form  zeigt, 
dafs  der  Cylinder  elliptisch  ist  und  die  Halbaxen  besitzt: 

(39)  a.=-l/f  =  .,        C-l/^^- 

Diese  Halbaxen  b^  und  q  des  elliptischen  Cylinders  sind  dabei  xu- 
gleich    die   Halbaxen    derjenigen    Ellipse^   welche    die    Projektion    der 
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beiden  Polhodieellipsen  auf  die  y^sr- Ebene  bildet.     Da  aber  die  beiden 
£benen  der  trennenden  Polhodie  mit  der  y^sr- Ebene  den  Winkel  q—^ 
eingchlielBen,  so  werden  die  Halbaxen  b  und  c  der  trennenden  Polhodie 
(40)  b^b^^b 

und 

^    ^  ^        sinX         V    C(C-Ä)    BinX  ' 

wobei  k  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist.     Es  wird  daher 

_1 l/ri       i~  _  i/ÄiB-Ä)+ClC^B)^ 

8ini    "  y  ^-^  tgU  "  V  Ä{B-Ä)  ' 

nnd    hei  Einführung  dieses  Wertes  yerwandelt  sich  die  Gleichung  (41)  in: 


^  '^  V  CA       '        C  —  Ä 
oder,    falls  man  die  Division  im  zweiten  Bruche  ausführt,  in: 


wofCir  man  wegen  (27)  auch  schreiben  kann: 


Um   endlich   zu    zeigen,   dafs   dieser  Ausdruck   gröfser  als  b    ist, 
l>ide  man  die  Differenz  c*  —  6*.    Es  wird 


«/.« 


a'c 


c»  _  b«  =  o»  +  c«  -  ^  -  6», 
*e  heifst 

(44)  c»  -  b»  =  (''•-fe')(fc'-<^') . 

Dieser  Ansdrack  aber  ist  sicher  positiv;  denn  die  TJngleichnngen  (6) 

ziehen  wegen  (27)  die  Ungleichungen  nach  sich 

(^)  a>b>c. 

^o^sUch  ist  wirklich 

(«)  Ob. 
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ß)  Die  beiden  Hauptfälle. 

Nach  Erledigung  dieser   drei  Grenzfälle,   in  denen   die  Polhodie- 
kurve  in  einen  Punkt  oder  in  zwei  Halbellipsen  ausgeartet  ist,  bleiben 

jetzt  noch  die  beiden  HauptfäUe  zu  behandeln,   wo   der  Parameter  -^ 

des  Polhodiekegels  zwischen  den  beiden  kleineren  HaupUrägheitsmomenien 
A  und  B  oder  zwischen  den  beiden  gröfseren  Hauptträgheitsmomenten  B 
und  C  liegt,  wo  also  eine  von  den  beiden  üngleichui^en  befriedigt 
wird: 

(47)  A<^<B<C 
und 

(48)  ^<B<g<C, 

oder  was  wegen  (27)  und  (16)  dasselbe  ist,  die  beiden  Fälle,  wo 
zwischen  dem  Abstände  d  des  festen  Punktes  0  von  der  invariablen 
Ebene  und  den  Halbaxen  des  Ellipsoids  der  lebendigen  E^raft  die 
Ungleichungen  bestehen: 

(49)  a>d>b>c 
und 

(50)  a>b>d>c. 

Nun  wurde  die  Polhodiekurve  oben  definiert  als  partieller  Schnitt 
des  Ellipsoids    der   lebendigen  Kraft   und  des  Ellipsoids  der  Flächen^ 
nämlich  als   ein  Zweig  der  Raumkurve  vierter  Ordnung,  in   der   sieb 
die  beiden  EUipsoide  schneiden,  deren  Gleichungen  lauteten: 

(1)  Ap^  +  Bg^  +  Cr^  =  2A 

(9)  A^p^  +  B'q^  +  C^r^  =  G\ 

Fafst  man  in  diesen  Gleichungen  für  den  Augenblick  nicht  nur  wie 
bisher  die  lebendige  Kraft  ä,  sondern  auch  die  Stärke  G  des  Impuls- 
momentes als  fest  gegeben  auf,  so  erhält  man  eine  einzelne  Kurve  des 
oben  betrachteten  Büschels  von  Raumkurven  vierter  Ordnung  der  ersten 
Art.  Um  über  die  Form  und  Lage  dieser  Raumkurve  mit  den  festen 
Paranieterwerten  h  und  G  Aufschlufs  zu  erhalten,  benutze  man  die 
abwickelbaren  Flächen  zweiter  Ordnung,  auf  denen  die  Raumkurve 
gelegen  ist.  Man  erhält  die  Gleichungen  aller  Flächen  des  Büschels 
von  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Raumkurve  vierter 
Ordnimg  //,  G  hindurchgehen,  durch  lineare  Verknüpfung  der  Glei- 
chungen (1)  und  (9).  Wie  jedes  Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung 
enthält  nun  dieses  Büschel  vier  abwickelbare  Flächen  zweiter  Ordnung. 
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Eine  solche  abwickelbare  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  der  zu  der  Raum- 

kurve  hy  G  und  den  beiden  in  ihr  enthaltenen  Polhodiekuiren  gehörige 

Polhodiekegel,  dessen  Gleichung  (11)  bereits  oben  aus  den  Gleichungen  (1) 

nnd  (9)  durch  lineare  Verknüpfung  abgeleitet  wurde.    Die  drei  anderen 

abwickelbaren  Flächen  des  Böschels  sind  drei  Cylinderflächen  zweiter 

Ordnung^  deren  Betrachtung  dazu  dienen  kann^  eine  genaue  Anschauung 

von  der  Raumkurre  vierter  Ordnung  h,  G  zu  vermitteln.     Man  findet 

die  Gleichungen   dieser   drei  Cylinderflächen   zweiter   Ordnung,   wenn 

man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (9)  der  Reihe  nach  die  drei  Gröfsen 

Pf  q  und  r  eliminiert,  wodurch  man  die  drei  Gleichungen  erhält 

B(B  -  Ä)q'  +  C{C  -  Ay  =  2h  {^-ä), 

CiC-S)r*  +  AiÄ-B)p*  =  2h(^^-B), 

A{A-C)p'  +  B(B-C)q*  =  2h(^^-C)- 

Diese    Gleichungen    schreibe    man    mit    Rücksicht    auf   die    Un- 
gleichungen (47)  und  (48)  in  der  Form 

(51)  B{B-A)q'+CiC-Ay^2h(^-A), 

■(52  a)  AiB-A)p'-C{C-B)r*  =  2h{B-^, 

(52b)  C(C  -  B)r*  -  A(B  -  Ä)p*  =  2h  [^  -  b)  , 

(53)  A{C-Ä)p*  +  B{C-B)q^=^2h[C-^, 

^^  jetzt  aUe  in  den  Klammem  auftretenden  Diflferenzen  positiv  sind, 
voraxiggegetzt,  dafs  man  von  den  beiden  Gleichimgsformen  (52  a)  und 
(52  b)  die  erstere  Form  (52a)  wählt,  in  dem  Falle,  wo 

"*>  'W'ahrend  man  die  zweite  Form  (52  b)  zu  benutzen  hat,  wenn 

^  Hieraus  folgt  dann,  dafs  die  beiden  Cylinder  (51)  und  (53) 
elliptisch  sind,  dafs  dagegen  der  durch  die  Gleichung  (52  a)  oder  (52  b) 
""gestellte  Cylinder  hyperbolisch  ist  und  überdies  die  x-  oder  ^-Axe 
■«Uieidet,  je  nachdem  die  Ungleichungen  (a)  oder  (b)  gelten. 
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Natürlich  kann  man  die  Gleichungen  (51)  bis  (53)  auch  als  die 
Gleichungen  dreier  ebenen  Kurven  ansehen,  nämlich  als  die  Gleichungen 
für  die  Projektionen  der  Raumkurve  Ä,  G  auf  die  yz-,  zx-  und  a;y-Ebene. 
Bei  dieser  Auffassung  sagen  die  Gleichungen  aus,  dafs  die  Projektionen 
der  Raumkurve  h,  G  auf  die  yz-  und  a;y-Ebene  Ellipsen  oder  Stücke 
von  Ellipsen  sind,  dafs  aber  ihre  Projektion  auf  die  jgra;- Ebene  durch 
Stücke  einer  Hyperbel  gebildet  wird,  deren  reelle  Axe,  in  dem  FaUe  (a) 
mit  der  a;-Axe,  in  dem  Falle  (b)  mit  der  z-Axe  zusammenfällt. 

y)   Die  Projektionen  des   betrachteten  Systems  von 
Polhodiekurven  auf  die  Hauptträgheitsebenen. 

Nach  dieser  Orientierung  über  die  verschiedenen  Kurvenformen, 
welche  bei  den  Polhodiekurven  eines  Körpers  auftreten  können,  kdiren 
wir  zur  Untersuchung  des  ganzen  Büschds  von  Baumkurven  vierter 
Ordnung  zurück,  dessen  Zweige  die  PoViodiekurven  bilden.  Wir  betrachten 
also  wieder  in  den  Gleichungen  (1)  und  (9)  und  ebenso  in  den  Glei- 
chungen (51)  bis  (53)  die  Stärke  G  des  Impulsmomentes  als  ver- 
änderlich und  nur  noch  die  lebendige  Kraft  h  als  konstant.  Die  Glei- 
chungen (51)  bis  (53),  welche  die  Projektionen  der  Raumkurven  des 
Büschels  auf  die  Koordinatenebenen  darstellen,  sind  aber  bei  ver- 
änderlichem G  die  Gleichungen  dreier  in  den  Koordinatenebenen 
liegender  Kegelschnittbüschel.  Und  zwar  sind  die  Gleichungen  (51) 
und  (53),  welche  den  Projektionen  auf  die  yz-  und  a^y-Ebene  zu- 
gehören, die  Gleichungen  je  eines  Büschels  ähnlicher  und 
koaxialer  Ellipsen,  deren  Axen  die  in  diesen  Ebenen  liegenden 
Hauptträgheitsaxen  bilden;  die  Gleichung  (52a)  oder  (52b)  aber  die 
Gleichung  eines  Büschels  von  Hyperbeln  mit  gemeinsamen 
Asymptoten. 

Die  Gleichung  dieses  AsymptotenpaarSy  welches  das  Hyperbelbüschel 
vollständig  charakterisiert  und  selbst  dem  Büschel  angehört,  lautet 
(54)  A(B-  A)p^  -  C{C  -By^  0. 

Sie  stimmt  also  mit  der  Gleichung  (22)  überein,  die  sich  uns  oben 
für  das  Ebenenpaar  ergeben  hat,  das  in  dem  Büschel  der  Polhodie- 
kegel  enthalten  ist  und  aus  dem  EHipsoid  der  lebendigen  Kraft 
die  „trennende  Polhodie"  ausschneidet.  Die  Asymptoten  des  Hyperbel- 
hiischels  sind  daher  nichts  anderes  als  die  beiden  Geraden,  in  denen  die 
xZ'Mene  durch  das  Ebenenpaar  der  trennenden  Polhodie  geschnitten  tcird. 
Die  Kurven  des  Ilyperbelbü seheis  verteilen  sich  auf  die  beides 
Scheitehvinkelpaare,  welche  die  gemeinsamen  Asymptoten  des  Büschels 
mit    einander    bilden.      In    dem    Falle    (a)   nämlich  liegen  sie  in  dem 
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Winkelpaar,  das  die  x-Axe  enthält,  in  dem  Falle  (b)  in  dem  Winkelpaar, 
das  die  jer-Axe  einschliefst.  Die  Hyperbeln  innerhalb  eines  jeden  dieser 
beiden  Winkdpaare  sind  wieder  unter  einander  ähnlich  und  Tcoaxial. 

Da  eine  jede  Polhodiekurve  als  partieller  Schnitt  zweier  Ellipsoide 
eine  ganz  im  Endlichen  verlaufende  Kurve  ist,  so  mufs  dasselbe  auch 
von  ihren  senkrechten  Projektionen  auf  die  Eoordinatenebenen  gelten. 
Insbesondere  können  daher  ihre  senkrechten  Projektionen  auf  die 
xj?- Ebene  nicht  die  ganzen  durch  die  Gleichungen  (52  a)  und  (52  b) 
dargestellten  Hyperbeln  umfassen,  sondern  sie  können  nur  einen  Bogen 
dieser  Hyperbeln  ausmachen,  und  zwar  offenbar  einen  Bogen,  dessen 
Mitte  von  einem  Scheitel  der  Hyperbel  gebildet  wird.  Aber  auch  von 
den  Ellipsen,  welche  durch  die  Gleichungen  (51)  und  (53)  dargestellt 
werden,  ist  für  jeden  gegebenen  Wert  der  Stärke  G  des  Impulsmomentes 
immer  nur  die  eine  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Projektion  der 
diesem  Werte  von  G  zugehörigen  Polhodiekurve,  von  der  andern 
Ellipse  dagegen  nur  ein  Bogen, 

Zum  Beweise  hierfür  hat  man  nur  zu  zeigen,  dafs  eine  von  den 
Halbaxen  der  Ellipsen  (51)  und  (53)  die  entsprechende  Halbaxe  des 
EUipsoids  der  lebendigen  Kraft  an  Gröfse  übertrifft. 

Man  bezeichne  also  die  Halbaxen  der  Ellipse  (51),  welche  der 
y-^-Jlbene  angehört,  mit  /J^  und  y^,  die  der  Ellipse  (53),  welche  in  der 
J^y-Hbene  liegt,  mit  a^  und  ß^.     Dann  ist  zufolge  der  Gleichung  (51) 


(55)            ßl  = 

,.:<z.l) 

nnd    zufolge  der 

Gleichung  (53) 

(56)             «1  = 

-"Ale -AT         "^^ 

^3           B{C-B) 

In  dem  Falle  (a),  in  welchem  d>b  und 

(«) 

J<^<B<C 

i*,  -wird  daher 

ß\<^      und 

y\<-f 

oier  -wegen  (27) 
alto 

<b* 

<c\ 

(51) 

ßi<b          und 

yi<c; 

gTj.     V*-    T-..-^  ^j^.    --stfth»-^^    ■■  I  I   llTrn#«=»  im  *is^m.  f *Äfli  IHmVl. 


mit        ^  ^  -^ 


>  t.  ^  f  mit        iy  ^  %. 

,o*rvuki«f  ip^fi^n«^   pr\t;^r   ii>-Jir  w    01?-   3i:3si0R-   HaJhsxe  h  des  Qk 

fii»  fr  lj\f<i^  ^zu"-  rvi*?  Ula/mfL  jxr^  P.  ^ ykiiff»  auf  die  xy-Ebene  iW 
jitr  >fii  xJtywWMiyii  -vonvaifr  corrn.  fiat  x- Axe  halbiert  wiid.  \k 
r'ji4*^'.^n9r^K   tmuvr^imüif  lün    m  immsm  fm£k  nie  x-Axe^  und  diaHh 


cj  <  ^        und       Ä  <  ^  • 

'^/;  «3  -^  a  and       /J,  <  6. 

Hi<?rarj«5  fol^t:  .Solang  der  Abstand  d  des  Drehpunktes  von  der 
W^'xytWifÄi^XffziiH  kleimer  bleibt  als  die  mittlere  Halbaxe  6  des  EUip- 
*iou\H  Af-r  kh^rndigen  Kraft,  ist  die  Projektion  der  Polhodieknrre  auf 
dif?  yr-Kb*-ne  ein  EUipsenbo^en ,  welcher  durch  die  ir-Axe  halbiot 
wird,  ihre  Projektion  auf  die  ry- Ebene  aber  eine  f?olle  Ellipse,  Dit 
l*olhß<iifhirre  um.ichUeßt  also  in  diesem  Falle  die  z-Axe,  nnd  dasselbe 
j^ilt  dann  auch  von  dem  PdhfxHekegd  (vgl.  Fig.  3). 

Man  kann  den  Hauptinhalt  der  gewonnenen  Ergebnisse  in  dem 
Saf  ze  zunam  m en fassen  : 

Bei  der  Drehung  eines  kraftfreien  starren  Körpers  nm 
iMuen  ff^Hien  l^unkt  umschliefst  der  Polhodiekegel  eine  grofste 
oder    kleitiHte    Halbaxe    des   Ellipsoids  der   lebendigen  Kraft, 
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3  nachdem  der  Abstand  des  Drehpunktes  von  der  Her- 
olhodieebene  gröfser  oder  kleiner  ist  als  die  mittlere  Halb- 
xe  dieses  Ellipsoids. 

b)  Das  zweifach  unendliche  System  aller  Folhodieknrven. 

Um  endlich  eine  Übersicht  über  sämtliche  Polhodiekurven  eines  um 
amen  festen  Punkt  drehbaren  Körpers  zu  gewinnen,  hat  man  in  den 
Oleichungen  (1)  und  (11)  nicht  nur  die  Stärke  G  des  Impulsmon^entes, 
sondern  auch  die  lebendige  Erafb  h  als  yeränderlich  anzusehen.  Dann 
stcdlen  diese  Gleichungen  ein  Bündel  von  Baumkurven  vierter  Ordnung 


der  ersten  Art  dar^),  deren  Zweige  das  gewünschte  System  aller 
Polhodiekurven  bilden.  Von  jenem  Raumkurvenbündel  aber  kann  man 
sich  leicht  eine  Vorstellung  verschaflFen. 

Die  Gleichung  (1)  ist  nämlich  bei  veränderlichem  h  die  Gleichung 
eines  Büschels  ähnlicher  und  koaxialer  Ellipsoide;  und  dieses  Büschel 
hat  die  Eigenschaft,  dafs  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  und  nur 
eine  Fläche  des  Büschels  hindurchgeht,  denn  die  Gleichung  (l)  bestimmt 
bei  gegebenem  p,  q,  r  den  Parameter  h  der  Fläche  eindeutig.  Die 
Gleichung  (11)  aber  war,  wie  wir  im  vierten  Abschnitt  gezeigt  haben, 
die  Gleichimg  des  dort  betrachteten  Büschels  von  Polhodiekegeln,  das 
heilst^  ebenfalls  die  Gleichung  eines  Büschels  von  Flächen  zweiter  Ord- 


!)•  Unter  einem  Bündel  van  Baumkurven  vierter  Ordnung  der  ersten  Art  ver- 
stehen wir  dabei  das  zweifach  unendliche  System  von  Raumknrven,  in  welchem 
die  Flächen  eines  Büschels  von  Flächen  zweiter  Ordnung  von  den  Flächen  eines 
zweiten  solchen  Büschels  geschnitten  werden  (vgl.  S.  345). 
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nnng.  Und  da  auch  von  den  Fluchen  dieses  Kegel büschelB  innk  y^ 
Punkt  des  Raumes  siet^  eitw  imd,  abgesehen  vom  Punkte  0,  »arb  tt 
mnc  Fläche  hindurchgeht,  der  Punkt  0  aber  in  dem  Bischel  aiuüitie 
und  koaiialer  Ellipsoide  eine  Fläche  für  sich  bildet,  so  geU  and  ^ 
jedm  Punli  des  Baumes  ehie^  aber  auch  mir  ehte  Kurve  des  ' 
Ghkhumjm  (1)  und  (U)  danjeskUfm  BftmMs  ton  SmtmJmn 
Ordnung  Mmiureh,  Dieselbe  Eigeuecbafl  kommt  endlich  aiicii  ^ 
System  aller  Polhodiekurtmi  zu,  welche  die  Zweige  dieses  KurreabWil 
bilden,  wenigstens  wenn  man  die  Punkte  der  Ase  des  mjtikm 
Hauptträgheitsmomentes  ausnimmt,  welche  als  Doppelpunkte  d^ 
fallenden  Raumkurven  vierter  Ordnung  immer  zwei  Polhodieknrrea 
gehören. 

Man  kann  hieran  noch  die  Bemerkung  knüpfen,  dafe^  w^he 
einem  kraftfreieUj  um  eineD  festen  Punkt  drehbaren  stÄiren  Korper 
irgend  einen  Augenblick  die  Lage  des  Körpers  und  überdies  rlie  Laei 
seines  instantanen  Drehpols  gegeben  ist,  damit  seine  Bewegung  in  jV^ 
FaDe  eindeutig  bestimmt  ist.  Denn  durch  die  Lage  des  Drehpob  ftr 
irgend  einen  Augenblick  ist,  abgesehen  von  dem  Ausnahmefall,  iro4i 
Dreh  pol  auf  che  Äxe  des  mittleren  Trägheitsmomentes  fallt,  die  vt 
gehörige  Polhodiekurve  eindeutig  festgelegt,  aulserdena  aber  aidi  dk 
Lag€  der  dieser  Folhodiekurve  entsprechenden  Herpoliiodieebeii/fe,  h 
der  That  ist  diese  ja  nichts  anderes  als  die  Tangentialebene,  die  que 
im  anfiinglichen  Drehpol  des  Körpers  an  das  durch  ihn  b^tinmitt 
EUipsoid  der  lebendigen  Kraft  legen  kann.  Und  da,  wie  unten 
werden  wird  (vgl,  S,  362),  auch  in  dem  genannten  Ausnabmefkll, 
Drehpol  der  Are  des  mittleren  Trügheitamomente^  angehört, 
Angabe  seiner  Lage  auf  dieser  Axe  die  Bewegung  des  KöTpen 
zweideutig  vorgeschrieben  ist,  so  hat  man  den  Satz: 

Kennt  man  bei  einem  kraftfreien,  um  einen  festen  Punki 
drehbaren  starren  Körper  für  irgend  einen  Augenblick  anfiel 
der  Lage  des  Körpers  noch  die  Lage  des  instantanen  Drei- 
pols,  so  ist  dadurch  die  Bewegung  des  Eorpers  eindeuti, 
bestimmt 
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leutti 


Um    über    den    Sinn    der    Fortbewegung    des    Drehpols    auf  d« 
Folhodiekurve  Aufschlufs  zu  erhalten^),  benutzt   man   am    besten 
von  den  drei  Eul^sctien  THfferenUalghi^ungen^  welche  lauten: 


1)  Vgl  hierzu  Roüth,  Bd.  ü.     S.  106. 


(61) 
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B'^  =  iC-Ä)rp 


Itt  der  mittleren  von  diesen  Gleichungen  ist  mit  Rücksicht  auf  die 
Ungleichung  (6)  der  in  der  Klammer  auftretende  Faktor  C  —  A  positiv. 
Die  Gleichung  zeigt  daher^  dafs  das  Vorzeichen  des  Differential- 
quotienten -^  mit   dem  des  Produktes  rp  übereinstimmt,   dafs  sich 

also  der  Drehpol  in  denjenigen  vier  Oktanten  des  beweg- 
liehen Koordinatensystems,  für  welche  das  Produkt  rp  positiv 
ist,  im  Sinne  der  positiven  y-Axe  bewegt,  in  den  anderen  vier 
Oktanten  in  entgegengesetztem  Sinne  (vgl.  Fig.  3). 

ümschlielst  also  die  Polhodiekurve  die  positive  (oder  negative) 
Seite  der  x-Axe,  so  wird  die  Polhodiekurve  und  also  auch  der  zu- 
gehörige Polhodiekegel  für  einen  vom  Scheitel  des  Kegels  aus  die 
Kegelaxe  entlang  blickenden  Beschauer  in  negativem  Sinne  durch- 
laufen (vgL  S.  331).  Umschliefst  dagegen  die  Polhodiekurve  die  posi- 
tive (oder  negative)  Seite  der  jer-Axe,  so  erfolgt  diese  Durchlaufung 
^  positivem  Sinne.    Man  hat  also  den  Satz: 

Bei  der  Bewegung  eines  kraftfreien  starren  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  wird  der  Polhodiekegel  von  der  instan- 
tanen  Axe  für  einen  vom  Scheitel  des  Kegels  die  Kegelaxe 
^i^tlang  blickenden  Beschauer  in  negativem  oder  in  positivem 
°inne  durchlaufen,  je  nachdem  diese  Axe  mit  der  Axe  des 
kleinsten  oder  gröfsten  Trägheitsmomentes  zusammenfällt. 

Die  Halbellipsen  der  trennenden  Polhodie  endlich  werden  für  einen 
^^xn  Drehpunkte  aus  die  Axe  des  kleinsten  (gröfsten)  Trägheitsmomentes 
®^tlang  blickeuden  Beschauer  in  negativem  (positivem)  Sinne  durchlaufen. 

Sechster  Abschnitt. 

Die  Erzengang  der  Herpolhodiekurve  mittelst  der  drei  Apparate. 

.^^^  Die  drei  Apparate,  durch  welche  in  den  beiden  oben  behandelten 
^^ptf allen  und  in  dem  Grenzfalle  der  trennenden  Polhodie  die  Be- 
^Stmg  des  kraffcfreien  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  nach- 


^^      — imt   und   zugleich   die  Herpolhodiekurve    beschrieben   werden   soll, 
^^^"Xihen  auf  dem  Gedanken,  dafs  man  anstatt  des  Ellipsoids  der  leben- 
^Sen  Kraft  atich  diejenige  Kurve  auf  der  HerpoUiodieebene  rollen  lassen 
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um  eiii€!&  r««t«ii  H^ 


koHn,  weifte  ilnrch  dk  anfänanderfolgemien  Beriihnmg^mkU 
smdß  ihr  lebetHÜgm  Kraß  mit  der  Herpolho^iw^ene  auf  £s»m 
ffdnldet  mrd.     Dabei  ist  Tomusgesetzit^    dafs  man  diese  Kuire, 
nach  dem  Obigen  mit  der  Polhodiekorve  id^itiseh  ist,  mit  <kiij 
heitskreuz  deä  Drehptmktes"  in  feste  Verbindting  bringt,  den 
in    der    gehörigen  Entfernung  von   der    Herpolhodieebene  feithät 
die    BerüJinmg    der    Polhodiekurve    mit     der    Uerp^vlbodieebeue 
pasiende  Aufhängnng  der  Polhodieknrve    so    regelt,   dafe  bei 
Drehung   des   Körpers   um   den  Leitstrahl   des    Berti  brungipünha 
Polhodieknrve   von    ihrem  Berührungspniikte    in    dem    auf  S.  351  ^ 
gegebenen  Sinne  durchlaufen  wird  (Tgl.  die   Figuren  4  und  5). 

Wie   weiter  unten  gezeigt  werden   wird^    ist   dazu   m  den  biiii 

aben    betrachteten  Hauptfallen  einer  nicht    zerfallenden  PolhodiiiRi 

erforderlieh,  dafa  die  Impnkaxe,  da«   heilst,    das  Tom  Drehpimkteli 

pj^  ^  Körpers     auf    die    HerpolMi. 

ebene  gefällte  Lot,  tm  im  H 

liodieknrFe     uniÄchlossen   vöi 

oder  nicht,  je  nachdem  der  H^ 

stand  dee  Drebpunkte.«  rot  h 

Herpolhodieebene    kleiner  ojv 

gröfter  ist  als  die  niitÜereHdl^ 

axe     des    Ellipäoids    der  Ubo^ 

digen   Kraft, 

Als  feste  Verbindting  tk 
PolhodieAnri'e  mit  dem  Trig 
beitskreuz  des  Drehpunkttit  vs^ 
man  am  besten  den  Foliii^ 
k^gd  benutzen.  Man  läfat  ik 
den  längä  der  Polhodiekurrf  i^ 
geschnittenen  Polhodiekegel  mit  seiner  Kandkurve  unter  Aussei 
des  Gleitens  auf  der  Herpolhodieebene  abrollen,  während  man 
Scheitel  in  der  zu  der  Polhodiekiu^e  gehörigen  JEIntfemung  von  ist 
Herpolhodieebene  festhält  und  dabei  die  Aufhängung  in  der  ob«i  iq» 
gegebenen  Weise  regelt.  Der  geometrische  Ort  der  Berii 
der  Herpolhodieebene  mit  der  Bandkurve  des  PoLbodiekegels 
die  Herpolhüdiekurve* 

Eine  solche  Anordnung  der  Apparate  gewährt   noch    den  Vo: 
dafg  sie  die  Bewegung  des  Foinsot sehen  Polhodi^kegels  wieder 
in  den  Vordergrund  der  Betrachtung  rückt    AUerdings  ist  ja  die 
gegebene,  ebenfalls  von  Poinsut  herrührende   Veranschaulich ung 
Drehung    des    kraftfreien    starren   Körpers    durch    das    Abrollen 


uer  ooen  i^^ 
jhruaggpqiiktiM 
egels  ist  i^M 

I 


Von    U^LHktAi^N    CiRAS^^KAXN. 
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Fig.  &. 


ÜUipsoids  auf  einer  Ebene  äuTserst  übersichtlich  und  besitzt  überdies 
den  wichtigen  Vorzug,  dafs  die  Modellieruug  eines  einzigen  Ellipsoids 
ausmchefti  würde,  nm  alle  möglichen  Formen  der  Drehung  eines  ge- 
gebeien  Körpers  nachzuahmen;  demi  sieht  man  you  den  Unterschieden 
ah,  welche  lediglich  durch  die  GrÖfse  der  lebendigen  Kraft  der  Be- 
wegung bedingt  werden,  ao  würden  sich  die  yerBcluedenen  Bewegungs- 
formen des  Körpers  durch  blofse  Veränderung  des  Abstandes  der 
ner[jolhodieebene  vom  Mittelpunkte  des  Elüpaoids  ergeben  müssem 

Andererseits  aber  leidet  diese  Methode  der  Veranschaulichung  an 
Btn  Mangel^  dafs  bei  ihr  die  Form  des  Herpolhodiekegels  und  die  Art 
der  Bewegung  dea  Polhodiekegels  nicht  deutlich  genug  erkennbar  ist* 
lü  diesen  beiden  Beziehungen 
a]ier  lälst  die  von  uns  gewählte 
Methode,  bei  der  die  Polhodie- 
kmrve  als  Randkurre  des  Pol- 
hodiekegels  auf  der  zugehörigen 
fe»laji  Ebene  abrollt,  nichts  zu 
wünschen  übrig;  aufaerdem  er- 
^iQöglicht  sie  eine  bessere  Ver- 
gieichung  der  Bewegung  des 
kraftfireien  starren  Körpers  mit 
der  Bewegung  eines  Körpers^ 
der  Ton  Kräften  beeinüufst  wird. 
EüdHch  gestattet  die  beschrie* 
bene  Einrichtung  der  Apparate, 
mittelst  derselben  die  Herpal- 
bodiekurve  auf  einem  Papier- 
Matt  5ra  Terzeichnen,  so  dafs 
*d»o  tue  Apparate  nicht  nur  die 

^regung  des  kraftfreien  starren  Körpers  uachahmenj  sondern  zugleich 

Herpolhodiezirkel   dienen  können.     Befestigt  man  nämiich  ein 

Pttpierblatt  mit  einem  Stück  aufgelegten  Blaupapiers  auf  der  Fufsplatte 

der  Apparate  und  läfst  den  Polhodiekegel  ohne  Anwendung  von  Druck 

anter    gelegentlicher    sanfter   Nachhülfe    durch    die    Hand    auf   seiner 

Unterlage  abrollen ,  so  ruft  der  Kegel  durch  sein  blofses  Gewicht  die 

Herpolhodiekurve   mit  hinreichender  Deutlichkeit  auf  dem  Papierblatt 

^or.    Eine  genaue  Einhaltung  der  Eafcfemung  des  Drehpunktes  von 

^  Berpolhodieebene  erzielt  man  dabei  ^  wenn  man  nach  Lösung  der 

strauben,  mittelst  deren  die  Stütze  des  Drehpunktes  aul'  der  Fuls- 

platte  befestigt   ist,   die   beiden  Papierstücke   zwischen  der  Stütze  und 

^^^  Pulsplatte  einklemmt. 
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Siebenter  Abschnitt. 
Die  Gestalt  der  Herpolliodiekiirve. 

Die  Gestalt  und  die  Eigenschaften  der  Herpolhodiekurve  lassen 
sich  nicht  mehr  in  so  elementarer  Weise  entwickeln  ^  wie  dies  bei  der 
Polhodiekurve  möglich  war.  Die  Gleichung  der  Herpolhodiekurve  wird 
nämlich  im  allgemeinen  transscendent^  und  ihre  Ableitung  und  Dis- 
kussion erfordert  bereits  umfangreichere  Bechnungen^  welche  den  für 
diese  Blätter  zur  Verfügung  stehenden  Raum  überschreiten  würden. 
Es  möge  daher  auf  eine  eingehende  Behandlung  der  Herpolhodiekurve 
verzichtet  werden,  was  um  so  mehr  erlaubt  scheint^  als  die  vorliegende 
Abhandlung  ja  wesentlich  den  Zweck  verfolgt,  das  Yerstöndnis  für  die 
drei  Apparate  und  die  durch  sie  dargestellte  Bewegung  zu  vermitteln 
und  namentlich  einen  Überblick  über  die  verschiedenen  Bewegungs- 
formen zu  gewähren,  welche  bei  der  Drehung  eines  kraftfreien  starren 
Körpers  um  einen  festen  Punkt  eintreten  können,  wozu  eine  genauere 
Diskussion  der  Herpolhodiekurve  nicht  unbedingt  erforderlich  ist.  Doch 
sollen  wenigstens  historisch  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Herpol- 
hodiekurve mitgeteilt  werden;  hinsichtlich  ihrer  Begründung  aber  möge, 
soweit  dieselbe  gröfsere  B/echnungen  nötig  machen  würde,  auf  die  ein- 
schlägige Litteratur  verwiesen  werden. 

a)  Die  Herpolhodiekurve  in  den  beiden  HauptfäUen. 

Der  Leitstrahl  der  Polhodiekurve,  vom  Drehpunkte  des  Körpers 
aus  gezogen,  variiert  in  den  beiden  von  uns  oben  betrachteten  Haupt- 
fällen, auf  die  wir  zunächst  eingehen  wollen,  zwischen  einem  gröfsten 
Werte,  den  er  für  die  beiden  in  der  a:;8r- Ebene  gelegenen  Scheitel  der 
Kurve  erreicht,  und  einem  kleinsten  Werte,  den  er  für  die  beiden 
anderen  Scheitel  annimmt.^)  Fällt  man  femer  vom  Drehpunkte  0  des 
Körpers  das  Lot  031  auf  die  Herpolhodieebene  und  bezeichnet  die  Ver- 
bindungslinien seines  Fufspunktes  31  mit  den  Punkten  der  Herpolhodie- 
kurve als  die  Leitstrahlen  der  Herpolhodiekurve,  so  bildet  jeder  Leit- 
strahl der  Herpolhodiekurve  die  eine  Kathete  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  der  zugehörige  Leitstrahl  der  Polhodie- 
kurve ist,  während  die  andere  Kathete  durch  das  Lot  OJf,  das  heifst^ 
durch  ein  Stück  der  Impulsaxe  dargestellt  wird.  Und  dieses  Lot  ia^ 
wenigstens  in  den  beiden  von  uns  jetzt  betrachteten  Hauptfallen  Jdeineß^ 


1)  Vgl.  Poinsot,  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps.  Joum.  de  matli^ 
Serie  1.  Bd.  16  (1851).  S.  108,  in  der  von  Schellbach  besorgen  deatsche^* 
Übersetzung  (Berlin  1861)  Ö.  43.     Siehe  ferner  die  obige  Figur  3. 


Von  Hciuujor  QmAWUMsm, 
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ils  der  kleinste  Leitstrahl  der  Polhodtekui-ve.  *)    Folglich  schwankt  auch 
der  Xieite*T^bl  der  Herpülhodiekurve  in  den  beiden  HauptfäUen  zwischen 

eiiem  gTL^^iten  und  einem  kleinsten,  von  NuU  verschdedefmi  Werte  hin 

uid  her. 

Die    H*5rpolhodiekurve    ist    also    zwischen    zwei    künzen- 

trische  Kreise^  ihre  ^^Grenj^kretHe^^  eingeichlossen,  welche  den 
fiifspunkt  M  jenes  Lotes  zum  Mittelpunkt  haben,  und  welche 
abwechselnd  von  der  Herpolhodiekorve  berührt  werden* 

Man  kann  daher  den  Punkt  M  als  den  Mittelpunkt  der  Her- 
polhodiekurve  bezeichnen  und  die  Inipidsaxe^  welche  im  Mittel- 
pctntte  M  der  Herpolhodiekurve  auf  deren  Ebene  senkrecht  steht  und 
zugleich  dnrch  den  Scheitel  0  des  Herpolhodiekegels  hindurchgeht,  die 
Axe  des  Herpolhodiekegels  nennen. 

Von  dem  Verlaufe  der  Herpolhodieknnre  zwischen  den  beiden 
Örenzkreisen  hatte  sieh  Poinsot  eine  unrichtige  Vorstellung  gebildet, 
ii  so  fem  er  annahm,  dafs  sich  die  Kurve  nach  Art  einer  Wellenlinie 
iwiachen  den  beiden  Kreisen  hinziehe  und  also  zwischen  je  zwei  auf- 
einanderfolgenden Berührungspunkten  mit  diesen  Kreisen  einen  Wende- 
punkt besitze.*) 

Im  Jahre  1880  zeigte  indes  W,  Hefs,  indem  er  sich  dabei  auf  die 
nach  dem  Obigen  zwischen  den  Hauptträgheitsmomenten  eines  Körpers 
herrschende  Ungleichung 

0)  A  +  B^C 

*ttttzte^  dafs  die  Herpolhodiekurve  keine  Wendepunkte  auf- 
weisen kÖnne^),  sondern  überall  ihrem  Mittelpunkte  die  kon* 
k&ve  Seite  zukehren  müsse,  ein  Ergebnis^  das  dann  später  von 
^örsclriedenen   Autoren    bestätigt   worden   ist.*)      In   dieser   Bessiehung 


1)  Diet  folgt  X.  B.  aus  den  von  Po  ine  Dt  in  dera^lbeit  Abhandlung  anf  B.  111 
^er  ÜberseUung  auf  S*  45)  unter  der  Nr.  6*2  angegebenen  Formeln. 
t)  VgL  dieBclbe  Abhandlung  8.  93  f  (Übersetzung  S.  35  f).    Auf  diese?  irrigen 
^Äcliaauag  beruhte  auch  die  von  Poinsot  ebenda  S.  102  eingeführte  Bezeichnung 
'^«•polhodie  (^  Schlangelweg). 

3)  Her«,  DiÄsertÄtion  S.  29—32. 

4)  Zuerst  YOB  De   Sparre  in  den  Arbeiten:    Sar  Terpolodie  de  Foinsot 
^^^pte«  rendui  dee  s^ancea  de  Vm.  Paris  Bd.  99  (1884  Okt.— Dea.).    S.  906.     Sur 

J^^i^lhodie  dana  le  ca«  d'une  surface  du  aecond  degr^^  queloonque.  Ebenda. 
^  101  (1886  Jnli— 8ept).  8.  370.  Sur  le  mou^ement  d'im  eoUde  antour  d*un 
^^'^t  fixe  et  ffur  le  pendnle  conique.  Ann.  de  la  soc.  scient.  de  Bruieiles,  Bd.  9 
.^^^G)  B.  S.  49.  Besonder B  geeignet  zur  Orientierung  über  den  G^egenstand  sind 
/^^  beiden  Arbeiten  von  Itesal;  DtWeloppementa  sur  un  point  de  l&  th^orie  de 
*    *Xätation   des  corps  solidee.     Joum.  de  Tee,  poiyt.     Heft  53  (1Ö85),  S.  17  und 
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gleicht  also  die  Herpolhodiekuire  der  senkrecliten  Projektion  der  Bahn 
des  sphärischen  Pendels  auf  eine  horizontale  Ebene^  mit  der  sie  übrigens 
auch  die  Eigenschaft  gemein  hat^  dafs  sie  im  allgemeinen  eine  irans- 
scendente  Kurve  ist,  die  sich  in  unendlich  vielen  miteinander  kongruenten 
Windungen  zwischen  den  beiden  Grenzkreisen  hinschlingt,  ohne  jemals  in 
sich  zurückzukehren. 

b)  Die  Herpolhodiekiirve  in  dem  Grensfall  der  trennenden  Polhodie. 

In  dem  Grenzfalle  der  trennenden  Polhodie,  zu  dem  wir  nunmehr 
übergehen  wollen,  gehört  einem  jeden  Ellipsenquadranten  der  Polhodie- 
kurve  ein  spiralförmig  gewundenes  Stück  der  Herpolhodiekurve  zu,  das 
sich  in  unendlich  vielen  Spirdlwindungen  um  den  Schnittpunkt  der 
Impulsaze  mit  der  invariablen  Ebene  herumzieht.^)  Der  starre  Körper 
bewegt  sich  dann  in  der  Weise,  dafs  die  Polhodieebene  an  diesen 
Spiralwindungen  der  Herpolhodiekurve  abrollt,  und  zwar  mit  einer 
Winkelgeschwindigkeit,  welche  für  jeden  Augenblick  durch  die  Lange 
des  Leitstrahls  der  Polhodiekurve  dai^estellt  wird.  Und  da  diese 
Winkelgeschwindigkeit  stets  endlich  bleibt,  die  Anzahl  der  Spind- 
windungen  aber  unendlich  grols  ist,  und  bei  Durchlaufung  jeder  Spind- 
windung eine  volle  Umdrehung  des  Körpers  stattfindet,  so  wird  der 
instantane  Drehpol  des  Körpers  den  Mittelpunkt  der  Spirale 
in  endlicher  Zeit  überhaupt  nicht  erreichen  können. 

Dies  Ergebnis  läfst  sich  auch  dadurch  bestätigen,  dafs  man  direkt 
die  Zeit  bestimmt,  welche  der  Drehpol  zur  Durchlaufung  einer  ganzen 
Herpolhodiespirale  gebrauchen  würde,  wodurch  sich  für  diese  Zeit  ein 
unendlich  grofser  Wert  ergiebt.*) 

Umgekehrt  wird  ein  kraftfreier  starrer  Körper,  der  für  einen 
Augenblick  um  die  Axe  des  mittleren  Hauptträgheitsmomentes  rotiert^ 
in  jeder  noch  so  langen  endlichen  Zeit  in  seiner  Rotation  um  diese 
Axe  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  beharren;  und  zwar  bleibt 
dann  diese  Axe  sowohl  im  Körper  wie  im  Räume  fest. 

Die  Axe  des  mittleren  Hauptträgheitsmomentes  ist  also 
ebenso  wie  die  beiden  anderen  Hauptträgheitsaxen  eine  „per- 
manente" („natürliche",  „freie")  Drehaxe  des  Körpers. 


Note  Bur  la  courbure  de  Therpolhodie.  Ebenda.  Heft  55  (1885),  S.  276,  von  denö*-""«^ 
die  zweite  den  betreffenden  Nachweis  enthält.  Vgl.  femer  die  Arbeit  vc^^^ 
A.  Petrus:  Beiträge  zur  Theorie  der  Herpolhodie  PoinsotB.  Halle.  Inaugmiw  ^" 
dissertation.    1902,  in  der  sich  auch  weitere  Litteratorangaben  finden. 

1)  Vgl.  die  bereits  mehrfach  zitierte  Arbeit  von  Poinsot,  S.  96  ff.  und  116      ^• 
(Übersetzung  S.  36  f.  und  47  f.) 

2)  Ebenda  S.  299. 
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Achter  Abschnitt. 
Die  Stabilität  der  Drehung  um  die  drei  Hanptträgheitsaxen. 

kdessen  besteht  zwischen  der  Drehung  um  die  Axe  des  mitt- 
leren nnd  um  die  Axen  der  beiden  extremen  Hauptträgheitsmomente 
ein  wichtiger  Unterschied  hinsichtlich  der  Stabilität  der  Drehung. 
Wird  nämlich  die  Drehaxe  des  Körpers  durch  eine  momentan  wirkende 
änlsere  Kraft  in  dem  Körper  auch  nur  unendlich  wenig  aus  der  Lage 
^er  der  drei  Hauptträgheitsaxen  yerschoben^  und  dann  der  Körper 
wieder  sich  selbst  überlassen^  so  beschreibt  die  instantane  Axe  den- 
jenigen Kegel  aus  dem  von  uns  oben  betrachteten  Büschel  von  Pol- 
hodiekegelU;  welcher  durch  die  neue  Lage  der  Drehaxe  bestimmt  wird. 
Die  Farm  dieses  Folhodiekegds  aber  ist  gänzlich  versdiieden,  je  fMchdem 
die  permanente  Drehaxe  durch  die  Axe  des  mittleren  oder  durch  die  Axe 
mies  der  beiden  extremen  Hauptträgheitsmomente  g^üdet  wurde. 

Bei  der  Axe  des  grölsten  oder  kleinsten  Trägheitsmomentes  näm- 
lich ist  der  Polhodiekegel  ein  Kegel  von  selir  Ideinen  Öffnungsunnkdn. 
TrotE  der  Störung  durch  den  Anstofs  hält  sich  daher  die  Drehaxe 
sowohl  im  Körper  wie  im  Räume  in  umittelbarer  Nähe  der  ursprüng- 
lichen permanenten  Drehaxe.  Die  Drehung  des  Körpers  um  die  Axe 
des  gröfsten  oder  kleinsten  Trägheitsmoments  heifst  daher  stabil.^) 

Gfanz  anders  liegen  die  Verhältnisse  bei  einer  Drehung  um  die 
Axe  des  mittleren  Hauptträgheitsmomentes. 

Sieht  man  zunächst  von  dem  FaUe  ab^  wo  die  Drehaxe  auch 
nach  der  Einwirkung  des  äufseren  Anstofses  in  einer  der  beiden  Ebenen 
der  trennenden  Polhodie  verbleibt,  so  wird  die  Drehaxe  nach  Auf- 
hebung der  störenden  Kraft  einen  nicht  zerfallenden  Polhodiekegel  be- 
schreiben, welcher  sich  eng  an  die  Ebenen  der  trennenden  Polhodie 
^^i^hniiegt  und  in  einem  der  vier  keilförmigen  Räume  liegt,  die  durch 
^  Ebenenpaar  der  trennenden  Polhodie  gebildet  werden  (vgl.  Fig.  3), 
'^'«fcÄer  aiso  nicht  die  Axe  des  mittleren  Hauptträgheitsmoments,  sondern 
^^^tt'etfer  die  des  kleinsten  oder  die  des  gröfsten  Trägheitsmomentes  um- 
^iefsen  wird.  Die  gröfste  und  kleinste  Ö&ung  eines  solchen  Kegels 
**Dö  dabei  nur  wenig  von  den  Werten  tc  und  2X  oder  7t  und  7t  —  2X 
•bweichen,  vorausgesetzt,  dafs  wir  wie  oben  (auf  S.  344  ff.)  unter  k  den 


1)  Vgl.  hierzu  Klein-Sommerfeld  S.  128  ff.;  ferner  Fricke,  KurzgefafBte 
^nesungen  über  verschiedene  Gebiete  der  höheren  Mathematik  mit  Berücksich- 
J8^  der  Anwendnngen.  Analytisch-fonktionentheoretiBcher  Teil.  Leipzig.  1900. 
^••*6ff.  und  Appell,  Traitä  de  m^canique  rationelle.  Bd.  11.  Paris.  1896. 
8.  «19  ff. 
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Winkel  verstehen,  den  die  Ebenen  der  trennenden  Polhodie  mit  der 
xy-Eheue  einschliefsen.  Infolgedessen  wird  sich  die  instantane  Dreh- 
axe  in  hinreichend  langer,  aber  jedenfalls  endlicher  Zeit  sehr  stark 
von  der  Axe  des  mittleren  Haapttragheitsmomentes  entfernen  ^);  und 
zwar  sowohl  in  dem  Körper  wie  im  Räume. 

Aber  selbst  in  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle,  wo  die  Störung 
der  Bewegung  eine  Verschiebung  der  instantanen  Drehaxe  innerhalb 
einer  der  beiden  Ebenen  der  trennenden  Polhodie  zur  Folge  hat,  wird 
mit  Rücksicht  auf  den  Durchlaufungssinn  der  Polhodiekorren  (ygL 
Fig.  3)  wenigstens  für  zwei  von  den  vier  möglichen  Yerschiebungen 
ebenfalls  bereits  in  endlicher  Zeit  eine  starke  Verlegung  der  Drehaxe 
stattfinden,  während  bei  den  beiden  anderen  Verschiebungen  allerdings 
die  instantane  Drehaxe  wieder  ihrer  ursprünglichen  Lage  zustreben  wird. 

Die  Drehung  des  Körpers  um  die  Axe  des  mittleren  Haupt- 
trägheitsmomentes besitzt  also  die  Eigenschaft,  daCs  eine  noch  so 
kleine  Störung  dieser  Drehung  im  allgemeinen  eine  Veränderung  in 
der  Bewegung  hervorrufen  wird,  bei  welcher  nach  endlicher  Zeit  die 
instantane  Drehaxe  eine  von  der  ursprünglichen  Lage  der  Axe  sehr 
stark  abweichende  Richtung  annimmt.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man 
die  Drehung  um  die  Axe  des  mittleren  Hauptträgheitsmomentes  labiL 


Neunter  Abschnitt. 
Die  Art  des  Abrollens  des  Polhodiekegels  auf  dem  HerpolhodiekegeL 

Schon  oben  wurde  auf  den  Unterschied  hingewiesen,  der  in  der 
Art  des  Abrollens  des  Polhodiekegels  auf  dem  Herpolhodiekegel  hervo^ 
tritt  und  zu  einer  verschiedenen  Aufhängung  der  Polhodiekegel  bei  den 
Apparaten  Veranlassung  giebt  (vgl.  Fig.  4  und  5). 

Ersetzt  man  eine  ganz  beliebige  Bewegung  eines  starren  Körpers  Wf^- 
eitlen  festen  Punkt  durch  die  Abwickelung  eines  beweglichen  Kegel» 
auf  einem  festen  Kegel,  so  können  drei  verschiedene  Bewegungsformc^^Q 
auftreten,  welche  man  entsprechend  den  drei  beim  Rollen  eines  beweg' 
liehen  Kreises  auf  einem  festen  Kreise  vorkommenden  Bewegung®' 
formen  als  epiejkloidisch,  hypocykloidisch  und  pericykloidis  ^^* 
bezeichnen  kann. 

Sobald  nämlich  die  beiden  Kegel  sich  längs  ihrer  instantanen  ^^^ 
rührungslinie  ihre  konvexe  Seite  zukehren,  wollen   wir   das  AbroIÄ-^ 


1)  Jede  nicht  zerfallende  Polhodiekurve  wird  von  der  instantanen  Achs^        ^ 
endlicher  Zeit  durchlaufen.    Vgl.  z.  B.   das  soeben  erwähnte  Werk  von  Fri^^^  '^  ^ 
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des  Polhodiekegels  auf  dem  Herpolhodiekegel  für  den  betreffenden 
Augenblick  epicykloidisch  nennen.  Wenn  dagegen  die  konvexen 
Seiten  beider  Kegel  längs  ihrer  Berühmngslinie  nach  derselben  Seite 
gewendet  sind,  soll  die  Bewegung  als  hypocykloidisch  oder  peri- 
eykloidisch  bezeichnet' werden,  je  nachdem  der  Polhodiekegel  von 
dem  Herpolhodiekegel  längs  der  Berührungslinie  umschlossen  wird,  oder 
selbst  den  Herpolhodiekegel  längs  dieser  Linie  umschliefst. 

Ein  Übergang  aus  der  epicykloidischen  in  die  hypocykloidische 
oder  pericykloidische  Bewegungsform  oder  der  umgekehrte  Übergang 
findet  statt,  wenn  die  Berührungslinie  der  beiden  Kegel,  das  heifst,  die 
instantane  Drehachse  des  Körpers  in  eine  y,Wendelini€^^  eines  der  beiden 
Kegel  zu  liegen  kommt.  Dagegen  tritt  ein  Übergang  aus  der  hypo- 
cyldoidischen  in  die  pericykloidische  Bewegungsform  oder  der  umge- 
kelirte  Übergang  ein,  wenn  die  beiden  Kegel  oder,  was  auf  dasselbe 
iuiUMuikommt,  die  beiden  Kurven  eines  senkrecht  zu  ihrer  Berührungs- 
lioie  gelegten  Normalschnitts  mit  einander  eine  Berührung  gerader 
Ordnung  haben. 

Bei  dem  von  uns  betrachteten  besonderen  Fall  eines 
kraftfreien  Korpers  sind  indes  von  diesen  drei  Arten  des  Ab- 
rollens nur  die  epicykloidische  und  die  pericykloidische  Be- 
^egungsform  möglich,  während  eine  hypocykloidische  Be- 
legung überhaupt  ausgeschlossen  ist. 

Das  kann  man  sich  auf  folgende  Weise  klar  machen:    Rein  kine- 
matisch  betrachtet   wären   für   eine   hypocykloidische  Bewegung   zwei 
Formen  denkbar.     In   der  That   könnten   die   beiden  Kegel   entweder 
gleichzeitig    der  Axe    des   Herpolhodiekegels    ihre   konvexe   Seite   zu- 
kehren,  oder   aber   beide   zugleich   ihre  konkave  Seite.     Bei  der  Be- 
wegung eines   krafkfreien   starren  Körpers   indes   ist   der   erstere   von 
^esen  beiden  Fällen  von  vornherein   ausgeschlossen,   weil   nach   dem 
Qersschen  Satze  (vgL  S.  361)  der  HerpolJwdiekegd  seiner  Axe  stets  die 
^^f^^'^kave  Seite  zuwendet.    Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dafs  ebenso 
^ch  die  andere  rein  kinematisch  denkbare  Art  hypocykloidischen  Ab- 
lollons,  eine  hypocykloidische  Bewegung  nämlich,  bei  der  beide  Kegel 
IwigB  ihrer  Berührungslinie  der  Axe  des  Herpolhodiekegels  ihre  kon- 
*ÄVe  Seite  zukehren,  bei  einem  krafkfreien  Körper  kinetisch  unmöglich 
itt.    Denn  da  sich  beim  krafkfreien  starren  Körper  die  Bewegung  in  der 
Weise  vollzieht,  dafs  das  Ellipsoid  der  lebendigen  Kraft  auf  einer  festen 
®>«iie,  der  Herpolhodieebene,  abrollt,  und  die  Polhodiekurve  den  geo- 
metrischen Ort  derjenigen  Punkte  dieses  Ellipsoids  bildet,  welche  während 
der  Bewegung  mit  der  Herpolhodieebene  Ln  Berührung  treten,  so  liegt  für 
jeden  Augenblick  der  Bewegung  die  Polhodiekurve  auf  derselben  Seite  der 
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Herpollwdieehene  wie  der  MittdpuM  des  EUipsoids,  das  keifst,  wie  der 
Drehpunkt  des  Körpers,  Würde  sich  aber  der  Polhodiekegel  mit  seiner 
Polhodiekurve  auf  hypocykloidische  Art  auf  dem  Herpolhodiekegel  und 
der  Herpolhodiekurve  abwickeln  und  zugleich  der  Aze  des  Herpolhodie- 
kegels  seine  konkave  Seite  zuwenden,  so  mäbte  gerade  im  G^enteil 
die  Polhodiekurve  in  der  Umgebung  ihres  Berührungspunktes  mit  der 
Herpolhodiekurve  von  dem  gemeinsamen  Scheitel  der  beiden  Kegel,  das 
heifst,  vom  Drehpunkte  des  Körpers,  durch  die  HerpcXhodieebene  getremU 
sein.  Denn  in  dem  Falle  einer  hypocykloidischen  Bewegung  müfste  sich 
der  Polhodiekegel  mit  seiner  Polhodiekurve  aus  dem  ihn  umfassenden 
Herpolhodiekegel  und  seiner  Herpolhodiekurve  in  der  Umgebung  der 
Berührungslinie  beider  Kegel  durch  Zusammenbiegen  des  Herpolhodie- 
kegeis  unter  Festhaltung  der  Berührungslinie  samt  ihrer  Tangen- 
tialebene erzeugen  lassen.  Nun  ist  aber  beim  kraftfireien  starren 
Körper  die  Herpolhodiekurve  eine  ebene  Kurve.  Und  bei  weiterem 
Zusammenbiegen  des  Herpolhodiekegels,  der  ja  seiner  Axe  die  kon- 
kave Seite  zukehrt,  würde  die  HerpolhodieA^urve  aus  ihrer  Ebene 
heraustreten  und  auf  diejenige  Seite  dieser  Ebene  gelangen  müssen, 
welche  von  dem  Drehpunkte  des  Körpers  durch  diese  Ebene  getrennt 
ist.  Da  aber  eine  solche  Lage  der  Polhodiekurve  nach  dem  Obigen 
ausgeschlossen  ist,  so  ist  für  einen  kraft&eien  starren  Körper  eine 
hypocykloidische  Bewegung  überhaupt  unmöglicL  Es  kann  also  die 
Bewegung  eines  kraftfreien  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt 
nur  entweder  epicykloidisch  oder  pericykloidisch  sein.  Hieraus  folgt 
zum  Beispiel,  dafs  eine  Bewegung  von  der  Art  der  Prazessionsbewegung 
der  Erde,  welche  bekanntlich  hypocykloidisch  ist,  bei  einem  kraftfreien 
starren  Körper  nicht  vorkommen  kann. 

Andererseits  kann  aber  die  Bewegung  eines  kraftfreien  starren 
Körpers  auch  nicht  abwechselnd  epicykloidisch  und  pericykloidisch 
sein,  sondern  sie  mufs  während  ihres  ganzen  Verlaufes  ihren  Charakter 
bewahren;  denn  weder  der  Polhodiekegel,  welcher  ja  von  der  zweiten 
Ordnung  ist,  noch  auch  der  Herpolhodiekegel  (vgl.  S.  361)  weist  eine 
Wendelinie  auf.  Das  Auftreten  einer  Wendelinie  bei  einem  der  beidei:^ 
Kegel  war  aber  nach  dem  Obigen  (vgl.  S.  365)  die  Voraussetzung  fiir^ 
einen  solchen  Übergang. 

Ob  nun  endlich  die  epicykloidische  oder  die  pericykloidische  B-^ 
wegungsform  eintritt,  läfst  sich  ziemlich  leicht  entscheiden.  Schon  (^-^ 
Betrachtung  der  Bewegung  des  auf  der  Herpolhodieebene  rollenden  EUS^  ] 
soids  der  lebendigen  Kraft  läfst  erraten,  dafs  das  Abrollen  des  Polhod  '^^ 
kegeis  epicykloidisch  oder  pericykloidisch  sein  wird,  je  nachdem  c^^* 
Polhodiekegel  die  gröfste  oder  kleinste  Axe  dieses  Ellipsoids  nmschli6i^K> 
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Mit  YoUiger  Sicherheit  aber  entnimmt  man  dies  aus  dem  Durch- 
laufungssinn  des  Polhodiekegels.  Da  nämlich  nach  unserer  Verein- 
banmg  (vgl.  S.  331)  die  „Brehstreck^^,  das  heifst  die  Strecke  vom 
Drehpunkt  nach  dem  Drehpol,  immer  nach  derjenigen  Seite  der  in- 
Btantanen  Axe  hin  abgetragen  wird,  um  welche  hemm  die  Drehung  in 
positivem  Sinne  erfolgt,  so  gilt  ganz  allgemein  der  Satz: 

Bei  qricyMoidischem  oder  higpocykloidischem  Ähroüen  eines  Polhodie- 
kegels auf  seinem  Serpdhodiekegel  wird  für  einen  Beschauer j  dessen  Auge 
im  Scheitel  der  beiden  Kegd  liegt,  der  Polhodiekegd  von  der  instantanen 
Axe  in  negativem  Sinne  durchlaufen,  bei  pericyJdoidischem  Abrollen  in 
positivem  Sinne.^) 

Für  einen  kraftfreien  starren  Körper,  bei  welchem,  wie  wir  gezeigt 
haben,  die  hypocykloidische  Bewegungsform  ausgeschlossen  ist,  kann 
man  diesem  Satze  auch  die  Fassung  geben: 

Bei  einem  hraftfreien  starren  Körper  ist  die  Bewegung  des  Pothodie- 
Aegds  epicykUndisch  oder  pericyJdoidisch,  je  nachdem  für  einen  vom  Scheitel 
des  Pdhodiekegds  die  Kegelaxe  entlang  blickenden  Beschauer  der  Kegel  von 
3fr  instantanen  Axe  in  negativem  oder  positivem  Sinne  durchlaufen  unrd, 

HierfBr  aber  kann  man  nach  dem  auf  S.  357  entwickelten  Satze 
üblich  sagen: 

Bei  der  Drehung  eines  kraftfreien  starren  Körpers  um 
©inen  festen  Punkt  ist  das  Abrollen  des  Polhodiekegels  auf 
dem  Herpolhodiekegel  epicykloidisch  oder  pericykloidisch, 
je  nachdem  seine  Axe  mit  der  Axe  des  kleinsten  oder 
gröfsten  Trägheitsmomentes  zusammenfällt,  oder,  was  uach 
dem  Satze  auf  S.  354 f.  dasselbe  ist,  je  nachdem  der  Abstand  des 
Drehpunktes  von  der  Herpolhodieebene  gröfser  oder  kleiner 
^^t  als  die  mittlere  Halbaxe  des  Ellipsoids  der  lebendigen 
Kraft 

Zehnter  Abschnitt. 

Fortsetzung:  Der  Impulskegel. 

In  engem  Zusammenhang  mit  der  Art  des  Abrollens  des  Polhodie- 
*^el8  auf  dem  Herpolhodiekegel  steht  die  Frage ,  ob  die  Impulsaxe 
^  Bewegung,  welche  zugleich  die  Axe  des  Herpolhodiekegels  bildet, 
^fserhailb  oder  innerhalb  des  Polhodiekegels  liegt, 

1)  um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  einzusehen,  braucht  man  sich  nur  zwei 
^'^iakegel  yomiBtellen,  von  denen  der  eine  auf  dem  andern  auf  epicykloidische, 
"TPocykloidiflche  oder  pericykloidische  Axt  abrollt. 
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Um  diese  Frage  allgemein  zu  entscheiden^  betrachte  man  die  rela- 
tive Bewegui^  der  Impulsaxe  in  Bezug  auf  das  mit  dem  Korper  fest 
verbundene  Koordinatensystem.  Die  Koordinaten  Lj  M,  N  des  Impuls- 
pols  in  Bezug  auf  das  bewegliche  System  sind  nach  S.  338  mit  den 
Koordinaten  p,  q,  r  des  instantanen  Drehpols  durch  die  Gleichungen 
verknüpft 

(62)  L^Äp,      M^Bq,      N^Cr. 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dafs  der  Impulspol  relativ  zu  dem  in  Be- 
wegung begriflFenen  Korper  eine  Kurve  beschreiben  wird,  welche  zu 
der  Polhodiekurve  in  dem  Verwandtschaftsverhaltnis  der  Affinität  steht, 
und  dafs  diese  Affinitat  die  drei  Koordinatenaxen  des  beweglichen 
Systems,  dafs  heifst,  die  drei  Hauptaxen  der  Polhodiekurve  zu  Doppd- 
Unten  hat.  Hieraus  folgt,  dafs  die  von  dem  Impulspol  in  dem  dreh- 
baren Körper  beschriebene  Kurve,  wir  wollen  sie  nach  dem  Vorgänge 
von  Klein  und  Sommerfeld^)  als  die  Impulskurve  bezeichnen, 
ebenso  wie  die  Polhodiekurve  einen  Zweig  einer  Btmmkurve  tnerter 
Ordnung  bildet,  welche  die  Koordinatenebenen  des  beweglichen  Systems 
zu  Symmetrieebenen  hat,  und  daüs  sie  femer  in  sfwei  ebene  Kurven 
zerfällt,  deren  Ebenen  durch  die  Axe  des  mittleren  Hauptträgheits- 
moments  hindurchgehen,  sobald  dies  bei  der  zugehörigen  Polhodiekurve 
eintritt. 

Die  Gleichungen  der  Impulskurve  erhalt  man,  wenn  man  in 
den  Gleichungen  (1)  und  (9)  der  Polhodiekurve  für  die  Koordinaten 
p,  q,  r  des  Drehpols  ihre  Werte 

(63)  P-Ä^      ^  =  ^'      ^==C' 

ausgedrückt  in  den  Koordinaten  L,  M,  N  des  Impulspols,  substituiert, 
wodurch  sich  die  Gleichungen  ergeben: 

(64)  _  +  _  +  _^_  2A 
und 

(65)  V  +  M'  +  N'^  G\ 

welche  zeigen,  dafs  die  Impulskurve  eine  sphärische  Kurve  ist,  A^ 
aus   der  Kugel  (65)    durch    das    mit    ihr   konzentrische  Ellipsoid  (fr-^ 


1)  Klein- Sommerfeld  S.  123.  Vgl.  ferner:  Maxwell,  On  a  Dynami^^^^^ 
Top,  for  exhibiting  the  phenomena  of  the  motion  of  a  System  of  invariable  fo::^^'' 
about  a  fixed  point,  with  some  suggestions  as  to  the  Earth's  motion.  Transacticr^:^' 
of  the  Royal  Society  of  Edinburgh.  Vol.  21.  Part.  IV,  1857.  (Scientific  Pap^^^ 
Vol.  1.    Cambridge.    1890.    S.  248.) 
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aui^eschnitten  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere,  dafs  die  beideti 
ebenen  Kurven,  cms  denen  sich  die  zerfallende  Imptdskurve  zusammensetzt, 
zwei  gröfste  Halbkreise  der  Kugel  (65)  sind. 

Für  den  vorliegenden  Zweck  genügt  es,  den  ^,ImpulskegeV\  das 
beifst,  den  Kegel  zu  betrachten,  der  die  Impulskurve  zur  Leitkurve 
und  den  Drehpunkt  des  Körpers  zum  Scheitel  hat,  und  welcher  also 
den  geometrischen  Ort  der  Impulsaxe  bildet.  Seine  Gleichung  findet 
man,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  (64)  und  (65)  der  Impulskurve 
diirch  lineare  Verknüpfung  eine  in  L,  M,  N  homogene  quadratische 
Gleichung  ableitet.      Dadurch   ergiebt   sich   für   den   Impulskegel   die 


w    i(S-^)^'+i{S-J')«*+MS-«')^'-»- 

Sie  zeigt,  daJGs  der  Impulskegel  ebenso  wie  der  Polhodiekegel  ein 
Kegel  zweiter  Ordnung  ist,  woraus  noch  folgt,  dafs  die  Impuls- 
kurve  als  ein  sphärischer  Kegelschnitt  bezeichnet  werden  darf. 

um    die    Lage    des    Impulskegels    gegen    den    Polhodiekegel    zu 
ermitteln,  dessen  Gleichung  lautete: 

(11)         A(l^-A)p'+B(i;-B),*  +  C{f^-Cy^O, 

haLt  man  wieder  die  beiden  oben  behandelten  Hauptfälle  (a)  und  (b) 
^uid  den  GrenzfiEdl  der  trennenden  Polhodie  von  einander  zu  unter- 
s<iHeiden.  Die  beiden  HauptfäUe  (a)  und  (b)  waren  dadurch  charak- 
terisiert, dafs  in  dem  einen  Falle 

(a)  Ä<^<B<C    und     *>6, 

i^    dem  andern  Falle  dagegen 

(^)  ^  <  JB  <  ^  <  C    und     *  <  6      war. 

In  dem  ersteren  Falle  (a),  in  welchem,  wie  oben  (vgl.  S.  354f.) 
gezeigt  ist,  der  Polhodiekegel  die  x-Axe  umschliefst,  schneide  man  die 
beiden  Kegel  mit  einer  zur  yz-Ehene  parallelen  Ebene,   welche   von 
üeser  den  Abstand  1  hat,  deren  Gleichung  also  lautet: 
(6T)  L^l     oder    p  =  1 . 

Die  Koordinaten  Jf,  N  und  q,  r  der  beiden  Schnittkurven   genügen 
^wm  den  Gleichungen: 
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Die  Ebene  (67)  schneidet  also  den  ImptUskegd  sowohl  wie  den  Poihodie- 
kegel  in  einer  Ellipse;  und  zwar  besitzen  deren  Halbazen  h^,  c^  nnd 
hp,  Cp  die  Werte:  


und 


''-y^jTf"  ''Y? 


2h  f  %h 


Zwischen  den  entsprechenden  Halbaxen  der  beiden  Ellipsen  bestehen 
daher  die  Beziehungen: 

s  c 

aus  denen  wegen  A<B<C  die  Ungleichungen  folgen: 

(70)  h,>\,      c,>c^. 

Diese  aber  liefern  das  Ergebnis: 

In  dem  Falle  (a)  umschliefst  der  Impulskegd  den  Polhodiekegel 
Es  liegt  also  die  Impulsaxe,  dcts  heifst,  die  Aa:e  des  Herpothodiekegds 
während  der  ganzen  Bewegung  des  Körpers  aufserhalb  des  Pdhodiekegds. 

Da  nun  aber  femer  nach  S.  367  dem  Falle  (a)  ein  epicykloidisches 
Abrollen  des  Polhodiekegels  entspricht,  und  andererseits  die  epicykloi- 
dische  Bewegu^gsform  auch  nur  in  dem  Falle  (a)  auftritt,  so  kann 
man  noch  hinzufügen: 

Beim  kraftfreien  starren  Körper  ist  das  epicykloidische 
Abrollen  des  Polhodiekegels  auf  dem  Herpolhodiekegel  stets 
von  solcher  Art,  dafs  die  Axe  des  Herpolhodiekegels,  ein- 
schliefslich  ihrer  Verlängerung  über  den  Drehpunkt  de& 
Körpers  hinaus,   ganz  aufserhalb  des  Polhodiekegels  liegt^). 

In  dem  zweiten  Falle  (b),  in  welchem,  wie  oben  (vgl.  S.  354 £^ 
gezeigt  ist,  der  Polhodiekegel  die  ^'-Axe  umschliefst,  schneide  man  di^s 
beiden  Kegel  durch  eine  zur  a:y-Ebene  parallele  Ebene,  welche  von^ 
dieser  den  Abstand  1  hat,  deren  Gleichung  also  lautet: 

(71)  N^l       oder      r=l. 


1)  Danach  wäre  z.  B.  eine  Bewegungsform,  wie  sie  in  dem  Buche  von  Kleir^ 
und  Sommerfeld  auf  S.  53  durch  die  Figur  9  veranschaulicht  wird,  für  demr^ 
Fall  eines  kraftfreien  starren  Körpers  atisgeschlossen. 
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^  Die  Koordineten  L,  M  und  p,  q  der  beiden  Schnittknrven  genügen 

daxui  den  Gleichungen 

(72)  .(g_^)L.+  '(g_i,)^.'(c_g)    ™a 

(,8)  ^(g-^y+B(g-c),.-c(c_g). 

Die  Ebene  (71)  schneidet  also  iviederum  sowohl  den  Impulskegel  wie  den 
Pölhodiekegel  in  einer  Ellipse^  und  zwar  besitzen  die  Halbaxen  dieser 
beiden  Ellipsen^  sie  mögen  heilsen  a^,  ß^  und  a^,  jS^,  die  Werte: 


und 

Zwischen  den  entsprechenden  Halbaxen  der  beiden  Ellipsen  herrschen 
daher  die  Beziehungen: 

aus  denen  wegen  A  <  B  <C  die  Ungleichungen  folgen: 
(74)  «,<«,,  i8,<i8^. 

Diese  aber  liefern  das  Ergebnis: 

,  In  dem  FaUe  (b)  wird  der  ImpulsJcegel  von  dem  Polhodiekegd  um- 
schlossen. Die  Impulsaxe,  das  heifst  die  Äxe  des  Herpolhodiekegds, 
liegt  somit  während  der  ganzen  Bewegung  des  Körpers  innerhalb  des 
Pdthodiekegds. 

Schliefslich    bleibt    noch    die    Bewegung    in    dem    Grenzfall    der 
trennenden  Polhodie  zu  untersuchen.   Für  diesen  FaD  war  nach  S.  344  flf. 

(19)     ^  =  -B      und      (30)     (J  =  6; 

die  Gleichung  (66)  des  Impulskegels  verwandelt  sich  daher  in: 

^(B-^)i«+i(2?-(7)JV»  =  0, 
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wof&r  man  wegen  A<B<C  besser  schreiben  wird; 
Hb)  \(B-A)U^^{C-B)2P  =  0    oder 


Der  Impulskegel  zerfallt  also,  wie  oben  schon  angedeutet  wje, 
in  ein  reelles  Ebenenpaar,  dessen  Ebenen  durch  die  Axe  desnitt. 
leren  Hanpttragheitsmomentes  hindurchgehen  and  mit  der  zy-Ebot, 
das  heilst,  mit  der  Ebene  des  kleinsten  und  mittleren  Hanptbigliaii- 
momenteSy  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Neigungswinkel  emscUiefa, 
die  sich  aus  der  Gleichung 

ergeben.    Vergleicht  man  diese  Gleichxmg  mit  der  Gleichung 
(32)  tgA  =  ±|/f|H| 

för  die  Neigungswinkel  X,  welche  die  Ebenen  der  trennenden  P0II10& 
mit  der  xy-Ebene  bilden,  so  ergiebt  sich  zwischen  den  Neigunp- 
winkeln  X  und  v,  welche  die  Ebenenpaare  des  zerfallenden  Polhodie-  mi 
Impulskegels  mit  der  Ebene  des  kleinsten  und  mittleren  Haupttrsgbeiti- 
momentes  bilden,  die  Beziehung 

(77)  tgv  =  |tgA, 
oder  wegen  (27) 

(78)  igv^%X, 

die  man  auch  durch  die  Proportion  ersetzen  kann: 

(79)  tgi/:tgA  =  a^c«; 

und  multipliziert  man  diese  Proportion  mit  der  Proportion  (36): 
(36)  tgA:tg^  =  c:a, 

so  erhält  man  die  neue  Proportion 

(80)  tgi/:tgft  =  a:c, 

welche  zeigt,  dafs  die  Neigungswinkel  v,  welche  die  Ebenen  des  zer- 
fallenden  Impulskegels  mit  der  xy -Ebene  bilden  0u  den  Neigmgt 
winkeln  fi,  unter  denen  die  Kreisschnitte  des  Ellipsaids  der  lebendigm 
Kraft  gegen  diese  Ebene  geneigt  sind,  in  derselben  JBejSfiehtmg  stdim, 
wie  die   Winkel  (i  m  den  Neigungswinkeln   X,   weiche    die  Ebenen  des 
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BerfaUenden  Polhodiekegels  mit  der  xy-Ebene  einschliefsen  (rgl.  S.  346  ff.). 
Man  erhält  daher  den  folgenden  Satz: 

Verzeichnet  man  in  der  Ebene  der  gröfsten  oder  kleinsten 
Salbaxe    des    Ellipsoids    der    lebendigen    Kraft    aufser    der 
Ellipse 
(37) 


^  +  ^  =  1 
a*  ^  c«        ^' 


welche  diese  Ebene  aus  dem  EUipsoide  ausschneidet^  die 
Spuren  der  beiden  Ebenen  des  zerfallenden  Impulskegels^ 
so   sind    die  Winkel,   die   diese  Spuren   mit  der  grofsen  Axe 


X 

i 

Pig.  6. 

V 

u 

l  /                            ^* 

T     \ 

9 

\                          ^ 

'S 

X 

jener  Ellipse  einschliefsen,  die  exzentrischen  Anomalieen  der 
Punkte,  in  denen  die  Ellipse  von  den  beiden  Hauptkreis- 
schnitten des  Ellipsoids  getroffen  wird. 

Ist  also  wieder  K  einer  der  vier  Punkte,  welche  die  beiden  Haupt- 
kreisschnitte aus  der  Ellipse  (37)  ausschneiden  (vgl.  Fig.  6),  und  zieht 
man  durch  K  die  Parallele  zur  kleinen  Axe  der  Ellipse  bis  zum 
Schnittpunkt  V  mit  demjenigen  Kreise,  welcher  diese  Ellipse  in  den 
Endpunkten  der  grofsen  Axe  berührt,  so  ist  0  F  die  Spur  einer  von 
den  beiden  Ebenen  des  zerfallenden  Impulskegels. 

Hat  man  bereits  den  Punkt  T  konstruiert,  in  dem  die  Ellipse  (37) 
von  der  Ebene  der  trennenden  Polhodie  geschnitten  wird,  die  jener 
Ebene  des  Impulskegels  entspricht,  so  kann  man  natürlich  die  Spur 
jener  Ebene  des  zerfallenden  Impnlskegels  auch  dadurch  finden,  dafs 
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man  im  Punkte  T  an  die  Ellipse  die  Tangente  legt  und  auf  diese  Yom 
Punkte  0  aus  das  Lot  OF  fällt.  Dann  mufs  dieses  Lot  OF  der 
Geraden  0  V  angehören. 

Aus  der  Lage  der  ^Jmpulsebenen''  g^g^i^  die  ^^Polhodieebenen^ 
kann  man  insbesondere  die  Folgerung  ziehen: 

Beim  Abrollen  einer  Halbellipse  der  trennenden  Polhodie 
auf  der  Herpolhodieebene  liegt  die  Axe  des  Herpolhodie- 
kegels  stets  in  demjenigen  von  den  vier  Winkelräumen  des 
zerfallenden  Polhodiekegels,  welcher  die  Axe  des  gröfsten 
Trägheitsmomentes  enthält  und  zugleich  der  rollenden  Halb- 
ellipse anliegt. 

Berührt  die  Halbellipse  schliefslich  mit  einem  Endpunkte  ihrer 
kleinen  Axe  die  Herpolhodieebene^  so  fallt  dife  Axe  des  Herpolhodie- 
kegels  mit  dieser  Axe  der  Halbellipse^  das  heifst^  mit  der  Doppellinie 
des  zerfallenden  Polhodiekegels^  zusammen. 

Mit  ein  paar  Worten  möge  hier  endlich  noch  der  bisher  von  der 
Betrachtung  ausgeschlossene  Fall  gestreift  werden,  wo  zwei  Haupt- 
trägheitsmomente einander  gleich  sind,  wo  also  das  TrägheitseUipsoid 
und  somit  auch  das  EUipsoid  der  lebendigen  Kraft  ein  abgepiaUetes  oder 
ein  gestrecktes  Rotationsellipsoid  ist 

Denkt  man  sich  für  den  Fall  eines  abgeplatteten  JRotationseüipsoidSf 
dessen  Figurenaxe  durch  die  z-Axe  gebildet  werden  n^ag,  in  einer 
Meridianebene  des  Ellipsoids  der  lebendigen  Kraft,  etwa  in  der  zx-lEhene, 
die  Konstruktion  der  Spuren  des  Ebenenpaares  der  trennenden  Polhodie 
wirklich  ausgeführt  (vgl.  die  Konstruktion  auf  S.  347  f.  und  die  Figur  2), 
so  fällt  der  Punkt  T  auf  den  Punkt  A]  die  beiden  Ebenen  des  Ebenen- 
paares der  trennenden  Polhodie  fallen  also  mit  der  Aquatorebene  des 
abgeplatteten  Rotationsellipsoids  zusammen.     Hieraus  folgt: 

Die  Bewegung  eines  kraftfreien  starren  Körpers  um  ^inen 
festen  Punkt  ist  stets  pericykloidisch,  sobald  sein  Trägheits- 
eUipsoid ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  ist. 

Denn  auch  der  Fall,  wo  die  Bewegung  um  eine  natürliche  Drehaxe 
des  Körpers  erfolgt,  nämlich  entweder  um  die  Figurenaxe  oder  um 
einen  Durchmesser  des  Aquatorkreises,  kann  noch  als  Gh-enzfall  einer 
pericykloidischen  Bewegimg  aufgefafst  werden. 

Führt  man  andererseits  für  den  Fall  eines  gestreckten  BotoHons- 
lilipsoids,  dessen  Figurenaxe  mit  der  a:-Axe  zusammenfällt,  inner- 
halb einer  Meridianebene  des  Ellipsoids  der  lebendigen  Kraft,  etwa  in 
der   oTjsr-Ebene,    die   Konstruktion   der   Spuren   des   Ebenenpaares   der 


} 

i 
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trennenden  Polhodie  wirklich  aus  (vgl.  Fig.  2),  so  kommt  der  Punkt  T 
auf  den  Punkt  C  zu  liegen;  die  beiden  Ebenen  des  Ebenenpaares  der 
iarennenden  Polhodie  fallen  also  wieder  mit  der  Äquatorebene  des 
Rotationsellipsoids  zusammen.  Da  aber  diese  Ebene  in  diesem  Falle 
die  Ebene  der  beiden  kleinsten  Halbaxen  ist,  so  hat  man  den  Satz: 

Die  Bewegung  eines  kraftfreien  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt  ist  stets  epicykloidisch,  sobald  sein  Trägheits- 
ellipsoid  ein  gestrecktes  Rotationsellipsoid  ist. 

Denn  auch  hier  kann  die  Bewegui^  um  eine  natürliche  Drehaxe 
noch  als  Orenzfall  einer  epicykloidischen  Bewegung  angesehen  werden.^) 

Elfter  Abschnitt. 
Die  Konstanten  der  drei  Apparate. 

Betrachtet  man  in  den  Gleichungen  (1)  und  (9)  für  das  Ellipsoid 
der  lebendigen  Kraft  und  der  Flachen  die  Haupttnlgheitsmomente  A, 
-ö,  C  als  unbenannte  Grofsen,  denkt  sich  aber  die  Koordinaten  p,  q,  r 
^M  Drehpols  in  cm  ausgedrückt,  so  hat  man  sich  den  konstanten 
^ert  h  der  lebendigen  Kraft  in  qcm  und  die  Starke  G  des  Impuls- 
Momentes  in  cm  gegeben  zu  denken.  ^ 

Nun  gehören  alle  drei  Apparate  einem  und  demselben  Trägheits- 
^Uipsoide  zu,  welches  den  Haupttragheitsmomenten 

1         x^  1  ^  1 


(8l^  A L      Tt— L_      r^ 

^  ^  ""  0,04'      ^  ~~  0,0196  '       ^  "  0;0144 

^^tspricht  Aber  auch  die  lebendige  Kraft  ist  für  alle  drei  Apparate 
Sleich  grofs  angenommen  und  besitzt  den  Wert 

(82)  h  =  5000  qcm. 

^^^olgedessen  liegen  die  drei  Polhodiekurven  auch  auf  demselben  Eüipsoide 
^'^^  lebendigen  Kraft,  auf  dem  Eilipsoide  nämlich,  dessen  Halbaxen  den 
Gleichungen  (26)  zufolge  die  Werte  aufweisen: 

(83)  a  =  y^  =  20cm,    6  =  ]/5=14cin,    c  =  ]/^  =  12cm. 

1)  Es  mag  an  dieser  Stelle  noch  bemerkt  werden,  dafs  die  in  den  Vor- 
lesnng^i^  über  Dynamik  von  H.  v.  Helmholtz  gegebene  Darstellung  der  Drehung 
^^ea  kzaftfreien  starren  Körpers  eine  Verwechselung  von  Impulspol  und  Drehpol 
^^tliai^  infolge  deren  die  sonst  schöne  Behandlung  des  Gegenstandes  zu  falschen 
^^^bnitsen  gefOhrt  hat.  Vgl.  H.  v.  Helmholtz,  Vorlesungen  über  theoretische 
^y«ik,  Bd.  I,  Abt.  2,  Die  Dynamik  diskreter  Massenpunkte,  herausgegeben  von 
^igar-Menzel.  Leipzig,  1898.  S.  827  f  Auch  die  auf  S.  326  gegebenen  Figuren 
^^"Qrfen  einer  Berichtigung. 
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Die  Bewegungen,  welche  durch  die  drei  Apparate  dargestellt  werden, 
unterscheiden  sich  also  von  einander  nur  durch  den  Wert  der  SlÄrke  G 
des  Impulsmomentes. 

Bei  dem  Apparat  für  die  epicyMoidische  Bewegung  des  PöUiodie- 
kegeis  (Apparat  1)  ist  das  Quadrat  des  Impulsmomentes 

G«=  435600  qcm 

gewählt,  sodafs  der  Abstand  ö  des  Drehpunktes  von  der  Herpolhodie- 
ebene  mit  Bücksicht  auf  (16) 

(85)  d  =  y=  15,1515  cm 

wird. 

Bei  dem  Apparat  für  die  pericyJdoidische  Bewegung  des  Pothodie- 
kegeis  (Apparat  2)  ist 

(86)  ß«=  595240  qcm 

angenommen.^)     Es  wird  somit  hier 

(87)  *  =  y  =  12,961  cm. 

Für  die  Beweguwg  der  trennenden  Polhodie  (Apparat  3)  endlich 
ist  das  Quadrat  des  Impulsmomentes 

(88)  G«=2A    1?  =  510204  qcm. 
Also  wird  in  diesem  Falle 

(89)  tf  =  _  =  =  1/  -^  =  6  =  14  cm. 

Die  Mafse  der  vier  Figuren  1,  2,  3  und  6  entsprechen  genau  denen 
der  drei  Apparate;  nur  sind  alle  Längen  im  Verhältnis  187  :  1000  ver- 
kleinert.    Bei  den  Figuren  1  und  3  sind  femer  die  zur  Zeichenebene 

senkrechten  Geraden  in  der  Verkürzung  1  :  2  und  mit  der  Neigung   r 
gegen  die  von  rechts  nach  links  laufende  Gerade  dargestellt. 


1)  Es  ist  derjenige  Wert  von  G  gewählt,  für  welchen  bei  der  pericykloidischen 
Bewegung  des  Polhodiekegels  der  kleinste  Leitstrahl  der  Herpolhodiekurve  sein 
Maximum  hat.     Dies  tritt  nach  W.  Hefs  (Dissertation,  S.  16)  ein,  wenn 


2A  =  >^^^ 


ist. 
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Eontinnierliche  Parabelträger. 

Von  Baurat  Adolf  Fbancke  in  Heizberg  a.  H. 

Mit  28  Figuren  auf  einer  Doppeltafel  in  Lithographie. 

• 

Wir  setzen  für  den  aus  einzelnen  Bogentragem  zusammengesetzten^ 
über  den  Stützen  gekuppelten^  kontinuierlichen  Trager  unverschiebliche 
Stützpunkte  voraus^  betrachten  also  insbesondere  die  Mittelstützen  als 
in  jeder  Richtung  unverrückbare  Gelenkpunkte,  um  welche  ako  die 
beiden,  über  der  Mittelstütze  mit  einander  festrerbundenen,  Einzelbögen 
bei  elastischer  Erregung  des  kontinuierlichen  Gesamtträgers  eine  ge- 
meinsame elastische  Drehung  auszuführen  gezwungen  sind. 

Auf  Grund  eben  dieses  Zwanges  gemeinsamer  Drehung  der  Bogen- 
enden  über  den  Mittelstützen  können,  in  ganz  analoger  Weise  wie  für 
den  geraden   kontinuierlichen   Balken,   die   allgemeinen   Bestimmungs- 
gleichungen  für  die  über  den  Stützen  erzeugten  Biegungsmomente  auf- 
gestellt werden. 

Es   bezeichne  ^  den   jE&chen  Wert  der   elastischen   Drehung  9, 

Welche  ein  an  dem  einen  Ende  eines  Einzelbogens  mit  zwei  Kämpfer- 

golenken  angreifendes  Eämpfermoment  Jf  »  1  an  dieser  seiner  Angriffii- 

^^^e  erzeugt^  0  aber  den  jEfachen  Wert  derjenigen  elastischen  Drehung 

9^^  welche  dieses  Eämpfermoment  Jlf  =  1  am  entgegengesetzten  Kämpfer 

6J"^eiigt,  X,  oder  im  Sonderfalle  x',  Xq,  xp,  aber  bedeute  allgemein  den 

-^fttchen  Wert  derjenigen  elastischen  Kämpferdrehung,  welche  irgend- 

''^elche,  etwa  auf  dem  Bogen  aufstehende  Belastung  P=  1,  ?  =  1  am 

^inzelbogen  mit  zwei,  freien,  Kämpfergelenkpunkten  hervorruft,  und  es 

tollen  im  folgenden  diese  Werte  g,  0,  x  als  positiv  gelten,  wenn  die 

^^««tische  Drehung,  vom  Kämpferdrehpunkte  ab  gerechnet,  nach  innen 

gerichtet  ist. 

Alsdann  gilt,  Abb.  1,   zwischen  je   drei   sich  folgenden  Stützen- 
moiuenten  M^,  M^,  M^  die  Gleichung: 

(i)  M^e^  +  M^{i,  +  £,)  +  JM3Ö,  =  -  2;Px, 

^obei   der  Index  2,  3  von  ö,  f  denjenigen  Bogen  anzeigen  soll,   auf 
Welchen  sich  die  Werte  ö,  f  beziehen. 

Diese  Gleichungen  (I)  folgen  aus  dem  Zwange  gemeinsamer  Drehung 
^^   Stützpunkte  Jlf„  da  die  elastische  Drehung  tp^  des  Bogens  11: 

2MtMlirift  f.  lUthematik  o.  Phyiik.  48.  Band.  1902.  8.  u.  4.  Heft  25 
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entgegengesetzt    gleich    sein    mufs    der    entsprechenden   Drehung    des 
Bogens  lU: 

und  sind  allgemein  sinngemäfs  gültig  für  beliebige  Bogenformen,  ins- 
besondere also  auch  für  Kreisbogen-  und  für  ParabeltiiLger. 

Um  die  Gleichungen  (I)  anwenden  zu  können^  ist  eine  allgemeine 
Darstellung  der  Werte  f,  ö,  x  erforderlich,  und  leiten  wir  daher  im 
folgenden  diese  Werte  zunächst  für  die  Ereisbogenform,  und  daraus 
für  die  Parabel  ab. 


L  Angriff  eines  E&mpfermomentes. 

Bei  zur  Mittellinie  des  Bogens  symmetrischer  Ausbildui^  desselben, 
wird  der  Wert  (g  +  0)  stets  am  einfachsten  gefunden  durch  Betrachtung 
des  symmetrischen  Angriffes  je  eines  Eämpfermomentes  M  ^  +  l  an 
jedem  Kampfer,  und  die  Betrachtung  dieses  symmetrischen  Belastungs- 
falles liefert  zugleich,  in  einfachster  Herleitung,  den  doppelten  Wert 
des   Yon   einem  Kämpfermoment  Jf  =  1    erzeugten,   in  Richtung   der 

Schlufissehne  wirkenden,  Bogenschubes  jff^i^  — • 

Für  den  Kreisbogenträger  des  unveränderlichen  Querschnittes  Tom 
Trägheitsmomente  J  gelten  für  den  symmetrischen  Angriff  zweier 
Kämpfermomente  Jf  =  1  die  Gleichungen  Abb.  2;  für  die  in  Richtung 
des  Halbmessers  gemessene  elastische  Durchbiegung  z: 

Mi'di?  ^  2i?(cosa}  -  cos/3)  -  1 
MV^d^  ^  2i2(sina}  -  ocos^)  -  o) 


EJ 
M 


EJ 


J           «     /       ^                      (o«  — /?«)  cos  Ä\       (©•  —  /?") 
-,  xr  =2??  ^cos/3  -  coso  -  ^ )  ^  — 2^ 

ti;  =  2i?  ^0}  cos  /3  —  sm  öj  —  ^y ^j  cos/3j  —  y  +  -f~  ' 


Aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  da  w;  =  0  für  ca  =  j8,  der  Wert  r{  des 
von  einem  Kämpfermoment  Jlf  =  1  erzeugten  Bogenschubes: 

2r7-    ^" 
wenn  [/3]  «=  sin  /3  —  (/3  +  '^j  cos  /3  gesetzt  wird. 
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jri  y     j  _ 

Aus  -^r-^  ^         ==  2iy (sin  j8  —  j8  cos  /3)  —  j8  aber  ergibt  sich  der  Wert : 

Beim  antisymmetrischen  Angriff  zweier  Eämpfermomente  Jf =±  1, 
sind  alle  Scheitelwerte  symmetrischer  Ordnung  M,  H,  a  ^  0,  und  es 
gelten,  Abb.  3,  die  Gleichungen  : 

7^?ir»-^ocos«;     ^,=,_^  =  _^ 

EJ  d^e       sin  co 
T^df«""^  8in/3 

EJde  coBod       X       coBco 


r'   da  8in/3        ^        Bin^ 

£/  flo        Bin  (D 

woraus,  aus   ~r  |£  fär  o  « jS,   der  Wert  folgt: 
^(g-e)  =  J_-cotangi8. 

^  *^ir  beziehen  nun  im  folgenden  die  fOr  die  Ereisbogenform,  also  f&r 

-^^Uren  der  Scheitelgleichung  x*  =  2ry  —  y^,  abgeleiteten  Formeln  in 

^^  Weise  auf  die  Parabel^  dals  wir  zunächst  die  für  sehr  flache  Kreis- 

^^^>gen  gültigen  Näherungs-  und  Rechnungsformeln  dadurch  darstellen, 

^'^fs  wir  die  Winkelfunktionen   durch   ihre  Reihen  uns   ersetzt  denken 

'^^d    nur  die  niedrigsten  Potenzen  berücksichtigen,   die  Werte  rß  mit 

^^n  Bogenlängen  s   vertauschen,   dann   aber   diese  Formeln,   weil   die 

"^^eiagleichung   für   genügend  grofse  Werte  r  in  die  Parabelgleichung 

übergeht,   als  rechnungsmäfsige  Annäherungsformeln  auf  den  Parabel- 

••■^^^^^er  anwenden,  bei  der  Beziehung  a?  =  ^''^Vj  ^*  =  2rÄ,  *"  =  öä  ' 

Wir   erhalten   auf  diesem  Wege  für  den  Angriff  eines  Eampfer- 
^^^ornentes  Jlf  =  1  an  dem  Parabelbogen,  Abb.  4,  die  Werte: 


H^ 

bVM 

8  «»Ä 

c7(e  +  Ö)  = 

.iM 

J(ß-ö)  = 

.tM 

cÄer, 

anders 

geschrieben 

Ji-\^  Jo 

8 

""""12 

86« 
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2.  Belastung  durcli  lotreclite  Einzellasten. 

Eine  im  Bogenpunkte  a  des  Kreisbogenträgers,  Abb.  5,  hängen 
lotrechte  Einzellast  P=  1  erzeugt  den  Bogenschub  H=-riP  mit  de 
Werte: 

?+{?  +  ^J  Bin  /J  —  ^a  +  yj  sin  a  —  cos  a  —  /P-riiLj  (cos  a  +  a  sin 


cos 

^=  — 

und   erzeugt   am  linken  Kämpfer  die  elastische  Drehung  9  =  -^ ,  a 


rechten  9>'=  ^  mit  den  Werten: 

-,  {oi  +  y,')  =  ß^mß  +  Go^ß  —  a%ma  —  co%a  —  2iy  (sin  /3  —  /3  cos  ß) 

p{x  -  x')  =  -  sina  (^-^'  +  ctg/j)  +  ^cosa. 

Die  Werte  rj,  (x  +  x')  werden  auch  hier  am  einfachsten  bei  Betrachtui 
des  symmetrischen  BelastungsüaUes  aus  der  Gleichung: 

Pi^d^»^""^^®^®'      +COSCJ 

und  deren  Integralen  abgeleitet,  während  der  Wert  x  —  x'  zweckmäfs 
aus   dem   antisymmetrischen   Belastungsfall  auf  Grund  der  Gleichun 

EJ  d}z  (sina  —  sin  ß)         ,     . 

^i-a  j— «  =  sm  (0  ^^ :— 5 — - ,     +  sm  (D  —  sm  a 

Pr^  aco'  sm  p  ' 

ermittelt  werden  kann. 

Für  die  Parabelform  leiten  wir  daraus  die  Werte  ab,  Abb.  6: 

_  H  _  6/»(8'--o*)(5g«  — g») 
^  ~  P  ~  64ÄÄ* 


6j9 

oder  anders  geschrieben: 

7     _  (g^  — ^^')(5«'  —  «*  —  8a») 
Jx-  ^,      -       — 

Durch  Vertauschung  von  a  mit  —  a  gehen  die  Formeln  für  x  und  3 
die  eine  in  die  andere  über  und  gilt  stets  für  diejenige  Bogenhälfl 
auf  welcher  P  steht,  die  hier  niedergeschriebene  Formel  Jtl  mit  pos 
tivem  Zahlwerte  +  "^as  im  Zähler. 
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Seien  beispielsweise,  Abb.  7,  zwei  gleiche  Parabelträger,  des  gleichen 

Menclinittes,   mit   einander  gekuppelt,   so  kann  das  über  der  Mittel- 

ifae^   durch    eine   im  Bogen  I    hängende   lotrechte  Last  P  erzeugte 

egnngsmoment  M  berechnet  werden  nach   der,  aus  der  allgemeinen 

Mehnng  (I)  hervorgehenden  Gleichung: 

^  2  Jfg xP, 

dcihe  für  die  im  Bogenpunkte  a  hängende  Einzellast  P  die  Sonder- 
Knn  annimmt: 

^obei  in  ±  8as  das  Vorzeichen  +  zu  wählen  ist,  wenn  P,  wie  in  der 
kbb4  gezeichnet,  rechts  vom  Scheitel  steht,  das  Vorzeichen  — ,  wenn  P 
:  ^inks  steht. 
_         Für    Scheitelstellung,    a  =  0,    ergiebt    sich    mithin-   der    Wert: 

«P 
ilf  =  +  ^g    nnd  man  erkennt,  dafs  hierbei  der  Bogen  11,  in  Folge  des 

«P 
Angriffs  des  lOunpfermomentes   üf  =  -  -  einen   Bogenschub 

TT    -^?!^_  Ai*  P 
^"        8s«Ä   ""  384  SÄ  ^ 

^«u  tragen  haben  würde,  während  der  Bogenschub  Hi  des  Bogens  I  be- 
tragen  würde   -Hi  =  («^  +  «gr)  —r ,    mithin,   verglichen    mit   dem  ent- 

"^»  »prechenden  Schub  H  des  freien,  ungekuppelten,  Einzelbogens  um  den 
Wert   ^^— r-  anwachsen  würde. 

oo4  sn 

Um  ZU  entscheiden,  welche  Strecken  des  Bogens  I  mit  lotrechten 
Lasten  zu  besetzen  sind,  damit  hierdurch  im  Bogen  U  die  höchstmög- 
lichen Wirkungen  hervorgerufen  werden,  betrachten  wir  die  Wurzeln 
der  Gleichung: 

o  o 


?  =  -  0,8  +  Vö.ßiTöß 

=  -_  0,8 +  0,9165  =  0,1165 

und  ersehen,  dafs,  Abb.  8,  für  a^  =  0,1165«,  die  Strecke  AB  belastet 
sein  mufs,  um  im  Bogen  11  den  gröfsten  positiven  Schub  H,  sowie 
das  gröfste  Kämpfermoment  M  zu  erzeugen.  Würde  aber  die  Strecke  BC 
des  Bogens  1   mit   möglichst  vielen  Lasten  besetzt  werden,   so   würde 


382  Eontinnierliche  Parabelträger. 

im  Bogen  11  der  gröfste  negative  Bogenschnb  Hn  und  über  der  Mittel- 
stütze das  gröfste  negative  Biegungsmoment  erzeugt  werden,  deren  ab- 
soluter Zahlenwert  den  entsprechenden,  bei  Belastung  der  Strecke  AB 
erzeugten  positiven  Werten  genau  gleich  sein  würde ,  wenn  für  die 
Strecken  BCy  AB  gleichmäfsige  Streckenbelastung  q  angenommen  wird. 

Zieht  man  auch  die  mögliche  eigene  Belastung  des  Bogens  11  in 
Betracht,  so  erkennt  man,  daüs  der  gröfste  positive  Bogenschub  im 
Bogen  U  entstehen  wird,  wenn  dieser  Bogen  voll  belastet  wird  und 
auf  dem  Bogen  I  die  Strecke  AB  mit  möglichst  vielen  Lasten  besetzt 
wird,  die  Strecke  BC  dieses  Bogens  aber  unbelastet  bleibt 

Um  nun  die  Wirkung  solcher,  auf  einzelne  Strecken  verteilter 
lotrechter  Belastungen  q  am  ein£Ekchsten  den  Zlahlenwerten  nach  fest- 
stellen zu  können,  betrachten  wir  im  folgenden  den  Einzelbogen  unter 
der  Wirkung  beliebig  verteilter  Streckenbelastung. 

3.  Wirkung  streckenweiser  lotrechter  Belastung. 

Für  volle  Belastung,  Abb.  9,  des  Parabel-Einzeltragers  gelten  die 
Werte: 

Daher  ein,  in  einen  kontinuierlichen  TiiLger  eingeschalteter  Parabeltrager^ 
bei  voller  gleichmäfsiger  Belastung  q  keinerler  Kräfte  oder  Beanspruchun — ' 
gen  auf  die  anschliefsenden  Bogenträger  überträgt. 

Für  Belastung  einer  Hälfte  des  ParabeltriLgers,  Abb.  10,  gelten  di^ 
Werte: 

wobei  der  positive  Wert  stets  auf  die  belastete,  der  negative  auf  die  ^ 
unbelastete  Bogenseite  zu  beziehen  ist. 

Für  Belastung  der  Parabel  auf  der,  vom  Scheitelpunkt  ab  gezählten  ^ 
Bogenstrecke  a,  Abb.  11,  gelten  die  Werte: 


*^*    ~  96Ä? 

^  ^  j    _  -  2a*8{28*  —  g«)  —  a(g«  ~  o«)« 

"^^^  96««  ' 
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wie  aus  den  entsprechenden  für  die  Kreisform ,  am  einfachsten  durch 
Betrachtung  des  symmetrischen,  sowie  antisymmetrischen  Belastungs- 
Mea  sn  gewinnenden  Gleichungen  hergeleitet  werden  kann. 

Von  den  Formeln  (2)  gilt  der  Wert  J%  stets  für  die  belastete, 
3t  für  die  unbelastete  Bogenseite.  Diese  Formeln  (1)  und  (2)  sind 
in  Bezug  auf  die  Symmetrieachse  des  Bogens  als  einseitig  gültige 
Gleichungen,  für  absolute,  positive  Längen  a  anzusehen.  Eine  Ver- 
tauschung  von  a  mit  —  a  verwandelt  die  Werte  x  und  x',  den  einen 
in  den  andern  mit  Umkehrung  des  Vorzeichens. 

Die  Wirkungen  nicht  am  Scheitelpunkt  beginnender  Belastungen 
können  sinngemäTs  aus  den  Summen  oder  Unterschieden  der  Wirkungen 
am  Scheitel  beginnender  Belastimgen  dargestellt  werden. 

Insbesondere  gilt  beispielsweise  für  den  Belastungsfall  der  Abb.  12: 


(2)  Jx  =  Jx'  = 


48«*         ' 


während  für  den,  die  Belastung  der  Abb.  12  zur  vollen  Belastung  er- 
g^enden  Belastungsfall  der  Abb.  13  gilt: 


(1) 


H  __  Z«(16g»  +  10 aV  —  26ag*  —  a*) 


(2)  j^=j^'  =  ±f(»;_=iv. 

Für  den,  Abb.  14  dargestellten  Belastungsfall  gelten  die  Werte: 

(\\  H  ^  V  {16g»  4-  26a8*  —  lOaV  +  a'^} 

3  "  64Ä«* 

J%  _  2g»  —  a{8^  —  ay  —  2a»g(2g<  — g«) 

(2)  «  ""  ^^«' 

JV       2a*8{28*  —  g»)  —  2s»  —  g(g«  —  g«)« 
q    ^  96««  ' 

^Ährend  für  die,  diesen  Belastungsfall  der  Abb.  14   ergänzende,  Be- 
'^^^  der  Abb.  15  die  Formeln  anzuwenden  sind: 

(1)  H  ^  P  { 16g»  —  26gg^  +  IQgV  —  g»} 
q  "^  64ÄS» 

J%       2o«g(2g»  —  g«)  +  a{8*  —  g«)  —  2g» 

(2)  «  ^  ^6«' 

JV  ^  2g»  4-  g(8«  —  ay  —  2g«g(2g«  ~  g«) 
q    ^  96g* 
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um  daher  fdr  den  gekuppelten  Parabeltrager  der  Abb.  8  das  grofste 
BiegongBmoment  über  der  Mittelstütze  auszurechnen,  haben  wir  ent- 
weder, Abb.  16,  die  beiden  Strecken  AB,  für  a  =  0,1165«,  voll  zu 
belasten,  oder  Abb.  17,  die  Erganzungsstrecke  BB  dieser  beiden 
Strecken. 

Die  Belastung  der  Abb.  26  ergiebt  das  grofste  positive  Moment  M^ 
diejenige  der  Abb.  17  das  grofste  negative  Moment  vom  gleichen  ab- 
soluten Zahlenwert. 

Setzt  man  den  Zahlenwert  a=^0,ll66s  ein  in  die  betreffenden 
Gleichungen,  so  erhält  man  in  runder  Rechnung: 

Die  Stützpunkte  kontinuierlicher  Bogenträger  liegen  häufig,  z.  B.  bei 
Gefallen  oder  Steigungen  der  Bahnen,  in  verschiedenen  Hohen.  Nameni- 
lich pflegen  auch  an  und  für  sich  die  Schlufsbogen,  Abb.  18,  als  Aus- 
leger mit  höher  liegender  Schlufsstütze  angeordnet  zu  werden.  Für 
solche  Fälle,  sowie  auch  allgemein  dann,  wenn  seitliche  Beanspruchung 
durch  Wind-  oder  Bremswirkung  in  Frage  kommen  sollte,  genügt 
keineswegs  die  Betrachtung  lotrechter,  gegen  die  Bogenschlofssehne 
rechtwinkelig  gerichteter  Belastungskräfte,  vielmehr  wird  alsdann  auch 
die  Wirkung  parallel  zur  Schlufssehne  gerichteter  Seitenkräfte  zu  be- 
achten sein. 

4.  Wirkung  einer  parallel  zur  SchluIlBselme  gerichteteu  Kraft  auf  den 
Parabelbogen  mit  zwei  K&mpfergelenken. 

Die  den  Parabelbogen  der  Abb.  19  im  Bogenpunkte  a  angreifende, 
wagerechte  Einzelkraft  /S  »  1  erzeugt  im  Bogen  die  beiden  wagerechten 
Eämpferschübe: 

^  ""   2  8«» 

„,  1        a»(6g«  —  a*) 

^    ""       2  8s* 

lind  verbiegt  den  Bogen  mit  den  für  die  elastischen  Drehungen  an  den 
Kämpfern  gültigen  Werten: 

J(x   +  x)  =  — ^^-.-.— ^ 
J(^    -  «)  = l^i-^ 
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oder  anders  geschrieben: 

•^^    ^ 24lV 

j         his*  —  a«)  (2a»  —  3a*«  —  »«) 

Der  AbschluTs  eines  kontinnierlichen  Bogenträgers  wird  häufig  durch 
ein  Widerlager  mit  fester  Einmauerung  bewirkt.  Es  wird  daher  im 
folgenden  betrachtet: 

5.  Der  Bogentrager  mit  einseitig  fester  Einmanemng. 

Die  Kräfteverteilung    in   einem  solchen   Bogen,   Abb.  20,   dessen 
eines  Widerlager  kleinen,  unverschieblichen,  Gelenkpunkt  bildet,  während 
das  zweite  Widerlager  B  undrehbar  und  unverschiebbar  eingemauert  ist, 
kiuin  zwar,  f&r  jede   beliebige  Belastung   oder  Inanspruchnahme   des 
ßogens,  stets  för  sich  auf  Grund  der  für  die  in  Frage  kommende  Be- 
I  lastung  gültigen  Gleichungen  der  elastischen  Bewegung  des  Bogens  un- 

bemittelt festgestellt  werden. 

Zur  Vermeidung   jedoch   derartiger,    sich    im    allgemeinen    nicht 

i^esonders  einfach  gestaltender  Bechnungsausführungen,  empfiehlt  es  sich, 

die   Kräfteverteilung   in   einem    solchen   Bogenträger    festzustellen   auf 

^vnnid  der  ein&chen  Überlegung,  dafs  man  einen  solchen  Bogen  mit 

''^stem  undrehbaren  Widerlager  B  betrachten  und  behandeln  kann,  wie 

^ixÄcn  Bogen  mit  Kämpfergelenk  5,   an   welchem   ein  Kämpfermoment 

^i^^i^reift,  so  zwar,  dafs  bei  B  die  elastische  Drehung  9  =  0  erreicht 

^ir-d,  Abb.  21. 

Die  Kräfteverteilung  kann  daher  durch  einfache  Anwendung  der 
*^^:r^it8  bekannten,  för  den  Bogen  mit  zwei  Kämpfergelenken  gültigen 
^^oxineln  ermittelt  werden  unter  Erfüllung  der  Bedingung  für  den  un- 
dankbaren Kämpferpunkt:  9)  =  0  oder  Mt  +  ZIPti  =  0. 

Wir  fanden  beispielsweise  für  den  Parabelbogen  den  Wert  JS  =  j 

''^^^i^d    es   entspricht   dem  Angriffe   einer   lotrechten   Scheitellast   P   der 

^'V'ejrt  der  elastischen  Kämpferdrehung  «^^^  =  ""06^  daher  im  Parabel- 

V>ogen  der  Abb.  20  durch  die  ScheiteUast  P  am  undrehbaren  Kämpfer  B 

^^8  innere  Biegungsmoment  Jlf  =  —  ^P  =  -—  erzeugt  wird.     Und  um 

nun  die  Kräfteverteilung  in  dem,  statisch  zweifach  unbestimmten  Bogen 
4er  Abb.  20,  allseitig  festzustellen,  erübrigt  nur  noch  die  Angabe  des 

\      entstehenden  G^samtbogenschubes  H,  welcher  sich  zusammenzählt  aus 
^^,  im  Bogen  mit  zwei  Kämpfergelenken  durch  P  erzeugten  Schub 
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Um  daher  fiir  den  gekuppelten  Parabeltmger    der  Abb. 
Biegiiiigsmoment  über  der  Mittel  stütze    auszurechneo , 
weder,  Ahk  16^  die  beiden  Strecken   AHj    för  a^O,l] 
belasten,    oder    Abb.    17,    die    Er^nzimgsstrecke    BB 
Strecken, 

Die  Belastung  der  Abb.  26  ergiebt  das  grÖfst«  potiÜTd 
diejenige  der  Abb.  17   das  gröfate   negative  Moment   tob 
soluten  Zfthlenwert, 

Setzt   man    den  Zahlen  wert  ff  =  0,1165s    ein    in 
Gleichungen^  so  erhält  man  in  nmder  Rechnung: 


M^  = 


16 


Die  Stützpunkte  kontinuierlicher  Bogenträger  liegen  häi 
Gefällen  oder  Steigungen  der  Bahnen,  in  verschiedenen  Hi 
lieh  pflegen  auch  an  und  für  sich  die  Schi  uTs bogen,  Äbh 
leger  mit  höher  liegender  Schlufeßtütze  angeordnet  xn  < 
solche  Fälle,  sowie  auch  allgemein  dann,  wenn  seitliche  I 
durch  Wind-  oder  Bremswirkung  La  Frage  kumnaen  i 
keineswegs  die  Betrachtung  lotreehterj  gegen  die  Bog 
rechtwinkelig  gerichteter  Belastnngskräfte,  vielmehr  wird, 
die  Wirkung  parallel  zur  Sehluissehne  gerichteter  Seiten 
achten  sein.  j 

4.  Wirkung  einer  parallel  zur  SoMiirssehne  gerichteten  1 
Parabelbogen  mit  zwei  Eämpfergelankan. 

Die  den  Parabelbogen  der  Abb,  19  im  Bogeopunkte  dl 
wagerechte  Einzelkraft  S  =  1  en&eugt  im  Bogen  die  beiden 
Kampferschübe: 

//^  1  _  «M^g*  — «*) 


™  1        a\b$»-a^ 


und  verbiegt  den  Bogen  mit  den  für  die 
Kämpfern  gültigen  Werten; 


J(k  +x) ^^ 
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Stande  aber   die   lotrechte  Einzellast  P  auf  dem  zweiten  Bogen  mit 
eiogemanertem   Widerlager,    so    würden   die   allgemeinen   Gleichungen 


2J!fig+ J!f,0  =  -Pxj 

und  bei  Scheiteißtellung  der  Last  P  würden  wir  daher  die  beiden  be- 
stimmten Zahlengleichungen  erhalten: 

"2         ^«12""  "96" 


12    "^     4     ""    96 


i^oraus  die  Werte  folgen: 


•^fee,  Abb.  26,  auch  noch  das   linksseitige  Endwiderlager  undrehbar 
öiÄgemauert,  so  würde  die  Konstruktion,  statisch  betrachtet,  fünffach 
'^^lestimmt  sein  in  Bezug  auf  die  durch  eine  Last  P  erzeugte  Kräfte- 
^^^lieilung. 

Steht  nun  diese  Last  P  z.  B.  auf  der  ersten  Öffnung,  so  gelten 
^i^  Gleichungen 

C3)  M^e  +  2M,t+  M^e  =  -  Px' 

"^^i*  Hilfe  dieser  drei  Gleichungen  können,  bei  jeder  Stellung  der 
"■^"■^'«al  P^  die  drei  Momente  Mq,  M^j  M^  leicht  ermittelt  werden.  Sind 
^*^^r  diese  Kämpfermomente  bekannt,  so  kann  nach  den  gegebenen 
-*^  c>:Ärmein  sofort  auch  der  Bogenschub  H  für  jeden  der  beiden  Bögen 
■^^^iimmt  und  nach  Bestimmung  dieser  fünf  Kraftegröfsen,  nämlich  der 
^*^^i  Stützenmomente  und  der  zwei  Bögenschübe  ist  die  fünffache 
^^^^tische  Unbestimmtheit  gehoben. 

Bei  Mittelstellung  der  Last  P  auf  Bogen  I  ergeben  sich  z.  B.  die 
^^timmten  Momentengleichungen: 


4 

12 

96 

^0 

12 

+ 

2 

3f, 

12 

P8 

96 
3 
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woraus  die  Momentenwerte  folgen: 

Ps 


M^ 


96 


Um  zu  entscheiden,  bei  welcher  Lastverteilung  die  Einwirkung  des 
einen  Bogenträgers  auf  den  andern  eine  möglichst  grofse  wird,  stelle 
man  fest,  bei  welcher  Belastung  des  ersten  Bogens  das  Mittelstützen- 
moment möglichst  grofs  wird.  Zu  dem  Zwecke  betrachte  man,  bei 
willkürlicher  Stellung  der  Last  P,  also  bei  unbestimmt  gelassenen 
Werten  x,  x'  den  allgemeinen,  aus  den  Gleichungen  (3)  hervorgehenden 
Wert  Jfj: 

und  man  erkennt,  dafs  die  Gleichung 

X  +  3x*  =  0 

die  Gh-enzpunkte  der  zu  belastenden  Strecken  angiebt. 
Da 

^^^ 96i^ 

so  ergeben  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

20a«  +  16as  -  4s«  =  0 
oder 

a«  +  0,805  -  0,2s«  =  0 

a  =  -  0,4  +  1/0,36 

0,4  +  0,6 

a  =  -  1,   a  =  +  0,2 

die  Grenzpunkte  für  die  Belastungsstrecke  des  Bogens  I  an. 

Um  daher  das  gröl'ste  positive  Moment  M^  durch  eine  Belastung 
des  Bogens  I  zu  erzeugen,  hat  man  die  Strecke  -4B,  bis  zum  Bogen- 
punkt  öj  =  0,2s  so  stark  wie  möglieh  zu  belasten,  während  man  bei 
Belastung  der  Ergäuzungsstrecke  das  gröfste  negative  Moment  erhalten 
würde  mit,  für  gleichmäfsige  Streckenbelastung,  gleichem  absoluten 
Zahlenwerte. 
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Um  überhaupt  das  grofste  Biegongsmoment  M^  zu  erhalten^  hat 
man  beide  Bögen,  entweder  auf  den  beiden  Strecken  AB  oder  der 
Er^nzongsstrecke  BB  möglichst  stark  zu  belasten. 

Man  kann  das  in  vorhergehender  Darstellung  an  dem  einfachen 
Beispiele  des  kontinuierlichen  Bogentragers  mit  zwei  gleichen  O&ungen 
vorgeftlhrte  Verfahren  der  Ermittelung  der  Kräfteverteilung,  welches 
seinem  Wesen  nach  darin  besteht,  bei  gegebener  Belastung  zunächst 
sämmtUche  Stützenmomente,  auf  Orund  der  allgemeinen  Gleichungen  (I), 
zu  berechnen,  sinngemäls  ausdehnen  auf  kontinuierliche  Bogentr'äger 
mit  beliebig  vielen  und  untereinander  verschiedenen  0£&iungen. 

Ist  eine  gröfsere  Anzahl  Öffnungen  vorhanden,  so  erhalt  man  eben 
eine  entsprechend  gröfsere  Anzahl  der  allgemeinen  Momentengleichungen  (I) 
zur  Bestimmung  der  gröfseren  Anzahl  unbekannter  Momentenwerte,  und 
sind  die  Spannweiten  und  Einzelträger  untereinander  verschieden,  so 
^halt  man  eben  ungleiche  Zahlenwerte  g,  für  diese  einzelnen  Öf&iungen, 
die  Berechnung  der  Koeffizienten  der  Momente  der  Gleichungen  (I)  fällt 
weniger  einfach  aus  wie  bei  gleichen  Öfi&iungen  und  gleichen  Trägem, 
^  Wesen  der  Sache  wird  dadurch  jedoch  nichts  geändert. 

Sind  sehr  viele  ÖflEhungen  vorhanden,  so  ist,  bei  Durchführung 
öes  rechnerischen  Verfahrens,  die  Auflösung  sehr  vieler  linearer 
Öleichungen.  erforderlich,  daher  man  für  solche  Fälle  häufig  dem 
^ichnerischen  Verfahren  den  Vorzug  geben  wird.  Dieses  kann  für  den 
^^^gentrager  in  analoger  Weise,  wie  für  den  geraden  Balken  durch- 
geführt werden. 

Aus  der  linearen  Form  aller  Momentengleichungen  (I)  folgt,  bei- 
spielsweise durch  Differenziation  nach  irgend  einem  einzigen  bestimmten 
^mflnfswert  x  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen,  für  das  Verhältnis 

^''  Änderungen  j^      irgend  zweier  Momentenwerte  M^  -^nA-i  ®^®*'® 
•  *  i"  * 

^^  konstanter,  nur  von  den  Koefizienten  ö,  g  der  Momentengleichungen 
abhSijgigej.^  Wert 

Tragt  man  daher  die  Stützenmomente  in  festen  Geraden,  natur- 

8^iiiafs  in  den  durch  die  Stützpunkte  gezogenen  Lotrechten,  als  Strecken 

*^>  80  drehen  sich  alle  Momentenlinien  (Verbindungsgeraden  der  End- 

P^^^^kte    der   Höhen    der   Stützenmomente)    um,    in   festen   Lotrechten 

"^ende,  bestimmte  Punkte  L,  K^  wenn  eine  elastische  Erregung  von 

^®^    einen  zur  anderen  Seite  durch  den  Träger  läuft.     Weil  aber  die 

^^rte  0  bei  dem  Bogen,  im  Gegensatz  zum  geraden  Balken,  negativ, 

aen  Werten   g   entgegengesetzt,   ausfallen,   so   tritt   an  die  Stelle  der 

^^eren  Teilung  der  Spannweiten  durch  die  Punkte  L,  K  die  äufsere 
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Teilung;  sodaCs  also  die  Stützenmomente  mit  gleichbleibendem,  nicht 
wie  beim  geraden  Balken  mit  abwechselndem,  Sinne  yerlanfen. 

Auch  die  Bestimmung  der  Festpunkte  S,  in  welchen  behu£9  Dar- 
stellung des  Verlaufs  der  Momentenlinien  die  EinfluTsgrölBen  (mit  be- 
stimmten Koeffizenten  yervielfältigte  Werte  der  rechten  Seite  der 
Momentengleichungen  (I)  aufgetragen  werden  können,  erfolgt  beim  Bogen- 
trager  in  analoger  Weise,  wie  beim  geraden  Träger. 

Ist  also: 

Oj  Jfi  +  «,  Jf,  +  «8^3  ="  0  bezw.  =  —  X 

eine  bestimmte  Momentengleichung  fiir  drei  sich  folgende  Stützen- 
momente M^y  M^,  M^  der  drei  Stützen  1,  2,  3,  so  hat  die  Lage  des 
Punktes  S  der  Bedingung  zu  entsprechen: 

a^x^  +  a^x^  +  «ja:,  =  («1  +  «,  +  «,)  x^ 

wenn  x^,  x^,  x^  die  Koordinaten  der  Punkte  1,  2,  3;  x^  die  Koordinate 
des  Punktes  S  bedeutet,  und  in  diesem  Punkte  8  würde  wie  beim  ge- 
raden, so  dem  gebogenen  Träger  der  Wert  — .  ^  . —  als  Ordinate 

aufzutragen  sein,  wobei  der  ganze  Unterschied  zwischen  dem  geraden 
Balken  und  dem  Parabelbogen  darin  besteht,  dafs  im  Falle  des  geraden 
Balkens  die  Werte  c^,  o,  stets  positiv  sind,  während  beim  Bogen  die 
Werte  o^,  cc^  negative  Zahlen  darstellen.  Im  übrigen  kann  das  zeich- 
nerische Verfahren  beim  Bogenträger  nach  den  nämlichen  Regeln  und 
Grundsätzen  durchgeführt  werden,  wie  bei  dem  geraden  Balken.  — 

Wir  wollen  ims  hier  darauf  beschränken  als  ein  Beispiel  zur  Auf- 
stellung zahlemnäfsiger  Momentengleichungen  bei  ungleichen  Spann- 
weiten, den  Träger  der  Abb.  28  mit  drei  Of&iungen  zu  betrachten. 

Der  Bogen  I  habe  die  Abmessungen 

?!  =  500  cm,  \  =  500  cm,  s^  =  739,5  cm 

und  den  Querschnitt  vom  Trägheitsmoment  Ji  =  61075  cm*. 

Alsdann  gelten  für  diesen  Bogen  die  Zahlenwerte  gi,  ön,  wenn 
wir  dieselben,  einfacher  Schreibweise  zuliebe,  mit  10^  vervielfältigen 

gl  =  -^  .  10^  =  rund  303, 

ö,  =  -|  =  -101. 

Der  Bogen  II  habe  die  Abmessungen  l^  =  1000  cm,  A^  »  500  cm, 
$2  ==  1148,  und  einen  Querschnitt  des  Trägheitsmomentes: 

Jg  =  313047  cm*. 
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Dann  ergeben  sich  för  diesen  Bogen  die  entsprechenden^  ebenfalls  mit 
10^  Temelfaltigten;  Zahlen: 

fe  =  90;  ön  =  -  30. 

Der  Bogen  lü  habe   die  Abmessungen  1^  =  750  cm,  h^  =  500  cm, 
Sj=934  cm  und  einen  Querschnitt  des  Tragheitsmomentes  Jg  =  130*^  cm*. 

Dann  ergeben  sich  für  diesen  Bogen  die  entsprechenden  abgerundeten 
Zahlen: 

gm  =  180;  Om 60. 

Seien  nun  die  beiden  Endwiderlager,  wie  auch  die  Mittelstützen,  unyer- 
sdiiebliche  Oelenke,  so  gelten  die  Werte  Mq  ==  M^  =  0,  und  wir  er- 
balten zur  Bestimmung  der  beiden  Momente  der  Mittelstützen  die  all- 
ganeinen  Gleichungen: 

M^en+  JM,(ei  +  6iii)=-x„ 

wobei  die  Einflufsgrölsen  x^,  x^   der  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
denjenigen   elastischen  Drehungen  an  der  Mittelstütze  1   bezw.  2  ent- 
sprechen  würden,   wie   solche   etwaige  Belastung   in  den  betreffenden 
^Ünzelbogen  mit  frei  drehbaren  Enden  hervorrufen  würde. 
Durch  Einsetzung  der  Zahlen  ergiebt  sich: 

S9SMi  -    30Jtfj  =  —  Xi 

-  30  Jf^  +  2703fj  -  -  xj. 

^teht  nun  auf  der  ersten  Öffiiung  eine  Einzellast  P,  so  ist  x,  »^  0,  und 
^  *i  der  betreffende  21ahlenwert,  z.  B.  bei  Scheitelstellung  der  Wert: 

—  Xj  =  4 — ^  =  9326  einzusetzen, 

Wodurch  also  die  Zahlengleichungen  gefunden  werden: 
393  Jfi-    30Jf,  =  9326 
-30Jfi  +  270Jf,  =  0, 
^^   aus  welchen  sich  mithin  der  bestimmte  Wert  ergiebt: 

j^  _       9326  .  270 
1  ""  898.  270  — 30« 

odo:^*. 

Jfi  =  P .  26  cm. 

T^tlt  die  lotrechte  Last  P  auf  der  mittleren  Öffnung,  so  sind  sowohl 
Xj,  wie   für  x,   bestimmte  Zahlen   einzusetzen  und  um  z.  B.  die 
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Frage  zu  »itscheidcaii,  auf  welchem  Strecken  dieser  Mitteloffiimig  sind 
Lasten  aa&nbringen,  damit  der  Bogen  I  möf^chst  stark  Iderdurch  in 
Ansprach  genommoi  wird,  löse  man  die  Gleichungen  nach  Jtf^  auf 
ond  erhalt: 

__  itf   ^       ^70«,  +  ^«t 
»         393-270  — 30-80 

Hieraas  ersieht  man,  dab  die  ErfftUang  der  Gleichang  9x^  +  x^  ==  0 
den  Scheidepankt  der  Belastangsstrecken  angeben  wird. 

Wird  die  BogensteUong  a  der  Last  P  vom  Scheitel  nach  der 
rechten  Seite  als  positir  gerechnet,  so  ist  zn  setzen: 

Ju^  ^  v*i  — g'Xsa'— ^  — 8aa,) 
10*    "  9«^ 

10»    "  96«; 

and    führt   daher   die   Gleichang   Qae^  +  x,  ==»  0   zu    der   quadratisches 

Gleichang: 

a*  -  l^Sas  -  0^5*  =  0 

mit  den  Wurzeln 

^  =  0,64  ±  yöjme 

-  0,64  ±  0,78; 
der  Wert       =  —  0,14  zeigt  mithin  den  Scheidepunkt  der  beiden  Be- 
lastungsstrecken an.  — 

Wäre  der  Bogen  der  Abb.  28  am  linksseitigen  Widerlager  0  un- 
drebbar  eingemauert,  so  wäre  Mq  nicht  =  0  zu  setzen,  und  es  würdexi 
die  allgemeinen  Momentengleichungen  gelten: 

M^ti  +  M,e^  =-Xo 

oder  in  Zahlen: 

303Jfo-101Jf,  =-«0 

-  lOlM^  +  3933fi  -  301f,  =  -  Xj 

-  30Jlf,  +270Jf,  X, 

und  bei  Nichtbelastung  der  ersten  Öflfnung  würde  x^  ==  0,  also  Mq  =  5' 
werden.     Bei   Belastung    aber    irgend   welcher   Öfi&iung  sind  die    «öt- 
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Bpiechenden  Werte  Xq,  tc^,  tc^,  wie  bereits  angegeben,  einzusetzen,  wo- 
duch  alle  Werte  M  bekannt  sind. 

Wäre  der  Bogen  auch  am  rechtsseitigen  Endwiderlager  nndrehbar 
eingemauert,  so  wäre  auch  M^  verschieden  von  0,  und  es  wtirden  die 


Jl^On  +  J^san  +  U  +  J^^söm^-^ 

oder  in  Zahlen: 

303J£o-101Jfi  =-^0 

-  101  JMo  +  393  Jfi  -  30  JK,  =  -  x^ 

-  30  Jfj  +  270Jtf,  -  eOJf,  =  -  X, 

-  60Jf, +  I8O-M5  xj. 


Wir  setzten    in    unserer  Darstellung  für    sämtliche    Einzelbögen 

^^  nämlichen    Wert  E   des    Elastizil^LtsmaTses    voraus.      Gleichwohl 

'^^iben  unsere  Formeln  und  Werte  sehr  leicht  beziehbar  auf  den  Fall, 

^*^  Bogen  aus  verschiedenem  Material,  also  Bögen  von  verschiedenen 

"^criien  E  zusammengekuppelt  werden. 

Wir   brauchen  für   diesen  Fall  in  unseren  Zahlenwerten  g,  d,  x, 

^^^  die  wirklichen,   nicht  wie  wir  der  Einfachheit  halber  thaten,  die 

"^^ftchen  Werte  der  elastischen  Drehungen  zu  verstehen,  und  ersehen, 

^^Cs  man,  für  den  Fall  verschiedener  ElastizitätsmaTse  für  die  Einzel- 

^5;en,  unsere  Ausdrücke  g,  ö,  x,  oder  bestimmte  Vielfache  derselben, 

^^^  je  durch  den  entsprechenden  Wert  E  zu  teilen  braucht,  um  alle 

^^Äneln  und  Verhältnisse  diesem  Fall  der  ungleichen  ElastizilÄtswerte 

^•^^^npassen. 


^«itMlurift  f. Mftthamfttik  n.  Physik.  48.  Band.  1902.   S.u. 4. Heft.  26 


3M     .  &er  tat  innuam^  ArflTmag  toh  pviiellen  Differentialgleu^n^ 


über  diB  lOMrisdi»  AnflSsimg  Ton  partielln 
IKffnraiiti&^leicliimgeiL 

Von  Bjchabd  Gaxs  in  Heidelberg. 

Ibe  TCffl  C.  Bunge'  ^  aogegeboie  Enreitenmg  der  Simpion«^ 
Eeec^  mr  Infiepsdon  totakr  Differentialf^eicliiiiigen  lifst  od  «^ 
Aoci:  mit  ccTZBger  Modifilcidoii  auf  die  numeriflche  Integntion  pvtidb 
I^üEeRBonügkäclmiigcB  uwendcaL  Da  ein  Mittel  zur  i^enmgsw«^  1 
]ia«cnaiio(&  für  die  Flirsik  und  Technik  von  grober  Widiiigkeii  iL 
wfmn  MsairÜBti»  Veriüiroi  feUen,  80  möchte  ich  kurz  desn  Oedick» 
cauff  der  M<äKMk  angeben. 

ZnnafJHff  bege  eine  I>iflieicntial|ßeichmig  erster  Ordnung  mit  n« 

Tnurfftaatgigm  VadaUen  rar.    Wir  denken  ans  dieselbe  nadi  ^  aS- 

dji 

gelöat.  ako  in  der  Form  gegeben: 

Diese  Gleichung  sei  m  iaiegiieien  miter  der  Bedingnng 

Wir  betncfaten  7  ak  Pnameter  und  oitfrickeln  ^z  nach  der  Tajli 
sehen  Reihe  nach  Potenzen  Ton  y  —  y«  ==  ^y.     Dann  stellt  sidi 
wahre  Wert  \<m  Az  fdgcnderma&en  dar: 

Hierin  sind  die  Ableitungen  Ton  f  in  bekannter  Schreibweise  i 
Indioes  bei«chnet  and  es  ist  mr  Abkürzung  gesetzt 

Wir  bilden  femer  den  dem  Tangententrapez  in  der  Simpson 
Regel  entsprechenden  Näherungswert  för  Jz 


1)  C.  Runge,  Über  die  numerische  Auflösung  von    Differentialgleid 
Math.  Ann.  Bd.  46,  1895. 
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«r  giebt,  nach  Potenzen  von  dy  entwickelt: 

+ [/•« + /"«r + /-u«»  +  2U  +  2n,u  +  2/-„/-u]^*  + . . 

Jim    weiterer    Näherungswert,     der    dem    Seimentrapez    in    der 
LpsoüBchen  Regel  entspricht^  ist  dnrch  folgendes  Oleichungssystem 
»ben: 

Entwickeln  wir  ^2  ^^^  Potenzen  yon  Jy,  so  wird: 
N.'f^y+if.  +  Uf  +  M^ 
+  (/«+  U>r  +  /•««'  +  2/-„/-  +  2^,,«  +  2f^u)  ^ 

+  [f>(f,  +  f.f+M  +  f.%yf  +  '- 

^S.  h.  N^  H — ^-ä — -  stimmt  noch  in  den  Qröfsen  3.  Ordnung  mit  der 

c^^^raihren  Entwickelung  überein. 

An  einem  Beispiel  möge  der  Gang  der  Rechnung  klar  gemacht 
we]*den.    Es  sei 

dy'~  y  dx^ 
—  flr  y  =  1  sei 

Gesucht  wird  j?  für  y  =  2  und  kleine  Werte  von  x. 

Die  Torgelegte  Differentialgleichung  ist  analytisch  nach  der  Pfaff- 
Jaco bischen  Methode  auflösbar  durch  Integration  des  Systems 

»  dx  :  dy  :  da  =  —  X  :  y  :  0 

/\mi  ergiebt  mit  Berücksichtigung  des  Yorgeschriebenen  Anfangswertes 

L 

»   d.  h.  für  y  =  2  und  kleine  Werte  von  ar,   wenn  wir  uns  also  auf  die 
ersten  Glieder  der  Entwickelung  beschränken  können: 

i?  =  1  +  2a:  +  2a;^  +  l,333ar». 

26* 


396    t)T)er  die  numeriBche  AuflOsong^  von  partiellen  Diffeientialgleiohiiiigen. 
Nach  unserer  Nähenmgsmethode  wird 


1  (dg  .      a»r\ 

du     ^(^du       d*t^ 


Da  j9  in  /*  nicht  explizite  yorkommt^  ist  die  Rechnung  etwas  ein&cher, 
indem  man  z/^'j?  nicht  zu  bestimmen  braucht 


Dem  Tangententrapez  entsprechend  ist: 

y 

Mf* 

dM/dx€-* 

««-* 

/•-* 

1 

Jp  a  0.1 

1 

iri  =  o^«:4- 0.0182^ 

1 
M^y»0.1  +  0.1« 

i  +  « 

1.1 

^y  =  0.2 
1.2 

1.1 4- oa« 

»  +  o.oei«« 

Dem  Sehnentrai 

)ez  entsprechend  ist: 

y 

*•-« 

dM/dxt-' 

«•-* 

dWByt-* 

/•— 

1 

^y  =  0.2 

1 

^'"«=0.2x4-0.0467  X* 
4- 0.0067  X* 

0.2  4- 0.28x4- 0.04  X« 

1+« 
|^^y  =  0.4x4-0.2x« 

f.4-«* 

X 

1.2 

l4-1.4x4-0.tx> 

1.2  4- 0.18x4- 0.04  X« 

i^,  =  ^'-+-4'Ii  =  (0.2a;  +  0.0234ar»  +  0.00333«»)C, 
^i-=^'  =  (0.0017a;»  +  0.001  lla;»)c', 

fOr  y  =  1^  ist  ;?  =-  (1  +  0.2«  +  0.02a;»  +  0.001  a;^c'. 
Der  zweite  Schritt  ergiebt: 
Dem  Tangententrapez  entsprechend: 


V 

«-* 

dMßxe—^ 

ue-* 

/e-"^^^ 

1.2 
.^y=0.1 

14- 0.2x4- 0.02 X» 

4- 0.001  X« 

^l=0.2x  + 0.0584  X* 
4-  0.0076  X« 

1.2  -1-  0.24  X  4- 0.023  X«  4- 0.001  X* 

uJy=^ 
0.1 4-  0.14  X  4-  0.026  X*  4-  0.002  x« 

1.3  4- 0.88  X  4- 0.04»  X«  4- 0.008  X» 

14- 1.4x4- 0.267 X« 
4-0.0226 

u^"-'-^'^^ 

1.8 

//y=0.2 

14 
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Dem  Sehnentrapez  entsprechend  ist: 
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I 


BM/dxe-* 


dufdye' 


/«" 


12 


1+o.Sx  +  o.oi«^ 

-f  Ü.OOlz* 


1.24-O.MX 

4-0.0S32> 


14-1.4x4-0.8570^   {8«4-lJS95x> 

du 


u 


4-0.00389«* 

:  ^ '"  j  =  0.8  x  + 0.0867*» 
'  4- 0.0197  X» 


ay 


Jy-. 


0.84-0.S<x4-0.115x» 


0.4  t  4- 0.819  e> 


J^,= 


1.44-0.60x4-0.198  j:« 


1  -f  1.8x  4-  0.576X* 


1.8 


(1.8  4-0.84x4-0.088x*) 


j(1.4  4-0.80x+0.l88x*) 


2 


=  (0.2a;  +  0.0628a:«  +  0.0117ar^)e', 


^'7^^  =  (O.OOlöx«  +  0.0014ar»)6', 

Ar  y  =  1.4  ist  j?  =  (1  +  0.4a:  +  0.080a:*  +  0.010ar»)c'. 
Die  nächsten  Schritte  ergehen: 


j- 

iVi*-' 

^»-^»e-' 

y 

Z€-* 

**  1  M*  + 0,0087 X«  4-  0.01S8X» 
•^  i  Ot« 4 0a889x«  4-  0.0468 X* 
•^    «»  +  0.1784x'«4-0.0788x» 

0.8x  4-  0.10S5X*  4-  0.0881  x' 
0.8  X  4-  0.1866  X«  4-  0.0588  X« 
0.8x4-0.1815xl>4-0.084ax' 

0.0018x»  +  0.0016x« 

-  0.0008  x*  + 0.0018  X« 

0.0010x»  + 0.0020  X» 

1.6 
1.8 
8.0 

1  +  0.6  X  +  0.18  X»  +  0.0848  X» 
1  +  0.8x  +  0.8181  X*  +  0.0884x< 
1+X  + 0,498  X» +  0.164  X» 

ftr  y  =  2  ist  also 

^  =  (1  +  o:  +  0.498a:*  +  0.164ar»)(l  +  a:  +  0.5a:»  +  0.167ar»), 

4  h.  i^  =  1  +  2a:  +  1.998a:*  +  1.329a:\ 
Der  wahre  Wert  ist 

;?  =  1  +  2a:  +  2a:*  +  1.333ar», 
**8o   ist  der  Fehler  unserer  Näherungsrechnung 

-  0.002a:*  -  0.004a:». 

Die  Aufgabe  ist  auch  unter  allgemeinerer  Nehenbedingung  zu  he- 
*^ÄXideln,  wenn  z.  B.  yerlangt  wird,  dafs  die  Fläche  durch  eine  gegebene 
^^Hakurve  doppelter  Krümmung  hindurchgehe. 

Die  Raumkurve  sei  in  der  Form  gegeben: 

z  =  9(a:), 
y  =  0(a:); 
^^'^^   ist  die  Tangente  der  Raumkurve  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

z-l^  tp\x)  (x  -  i), 
y-i2  =  0»(a:-|). 
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Ift  Z  ein  unbestimmter  Koeffizient,  so  bedeutet 


den  EbmenHifhd,  deawn  Triger  die  Tangente  ist;  eine  Ebou 
Büschels  nrals  Tangentialebene  der  Flache  sein;  d.  L  an  der 
knrre  ist 


es 
ex 


^\x)^X9\x), 


An  der  Raamknrre  sind  also  ^    und    ■^-    durch  die  Besiehi 

ex  dy 

banden: 

ex         ▼^   V    /  oy         V    / 

ICt  Hilfe  der  Differentialgleichnng 

'",-'('■*■  "-'S 

and  der  soeben  angegebenen   Beziehung   sind    ^    und   ^ 

Eurre  zu  berechnen.  Die  Berechnung  von  u  und  ^  macht  u 
Sdiwieri^eiten. 

Dieselbe  Methode  ist  aach  auf  partielle  Differentialgle 
höherer  Ordnung  anwendbar;  wir  wollen  noch  für  Differentialgle: 
2.  Ordnung  dem  W^  andeuten. 

Es  sei 

?-l  —  H  dz      dz      d^        d*z  \ 

dy^^'V'V'^'dx'    dy'    dx^'    dxdy)' 


für  y  =«  yo  ^i 


^y     wy/o 


Wir  setzen  in  bekannter  Bezeichnungsweise 


dz  dz  d^z  d*z 


^'^^ir»      ä";}«?      *"  — p*i5      ^ 


Dann  wird: 


dx'      "^^  dy'      '^dx^'      ^       dxdy 


2^ 


-r^__ 


11. 


S 

Ml 


I 
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und  für  y  =  y^: 


z  =^  e. 


0^ 


?  =  &• 

Wir  suchen  jetzt  einen  der  Simpsonschen  Regel  entsprechenden 
Näherungswert  für  z/g. 

Dem  Tangententrapez  entsprechend  ist: 

N,  =  f[^,y,  +  ^,    ^o  +  «of ,    i'o  +  Ä^,    Jo  +  Z-of , 
^0  +  da;«    2  '     *•  +  dx    2  j^^y- 


Dem  Sehnentrapez  entsprechend  bilden  wir  folgendes  System: 


^'"4  -  /[^,  y  +  ^y, «  +  (9  +  f^y)^y,P  +  (||  +  |i^y)^y, «  +  ^"i, 

Dann  ist 

ein  Näherungswert,  der  in  den  dritten  Potenzen  noch  mit  der  wahren 
Entwickelung  übereinstimmt;  und  es  wird 

r' 

^  =  ^0  +  2o^y  +  I  ^qdJy. 
Heidelberg,  Physikalisches  Institut;  den  1.  Mai  1902. 
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Beiträge  zur  Theorie  der  kleinen  Schwingungen. 

Von  J.  HoRN  in  Clausthal. 

In  dem  im  47.  Band  dieser  Zeitschrift  S.  400 — 428  erschienenei 
Aufsatze  ^^ur  Theorie  der  kleinen  endlichen  Schwingungen  yon  Systemei 
mit  einem  Freiheitsgrad''  habe  ich  mir  die  Aufgabe  gestellt^  die  kleiner 
Schwingungen  auf  Gh-und  der  von  der  Dynamik  gelieferten  Differential 
gleichungen  exakt  darzustellen^  ohne  die  Differentialgleichungen  in  dei 
üblichen  Weise  durch  Vernachlässigung  der  Produkte  kleiner  Gröfsei 
auf  lineare  Differentialgleichungen  zu  reduzieren. 

In  der  jetzigen  Arbeit^)  gehe  ich  zu  Systemen  mit  mehreren 
Freiheitsgraden  über;  ich  beschranke  mich  aber  zunächst  auf  klein< 
periodische  Schtvingungen.  Die  mathematischen  Untersuchungen,  welch< 
Poincar^')  angestellt  hat,  um  zu  den  periodischen  Lösungen  einei 
speziellen  Falles  des  Problems  der  drei  Körper  zu  gelangen,  sind  zwa 
auf  unsere  Aufgabe  nicht  ohne  weiteres  anwendbar,  sie  können  abe: 
bei  der  Aufirachung  der  periodischen  Lösungen  der  Differential 
gleichungen  der  kleinen  Schwingungen  als  Wegweiser  dienen.  Übrigem 
finden  sich  Ansätze  zur  Lösung  unserer  oder  einer  yerwandten  Auf 
gäbe  bei  Poincare*),  Picard*)  und  Painlev^.*)  Die  erste  der  beidei 
Noten  von  Painleve  sollte  eigentlich  als  Grundlage  für  unsere  Unter 
suchungen  dienen  können;  sie  enthält  aber  an  der  entscheidenden  Stell« 
eine  unbegründete  Behauptimg,  und  die  Folge  davon  ist,  dafs  ein  Sat 
über  periodische  Lösungen  von  Differentialgleichungen  als  allgemeii 
giltig  ausgesprochen  wird,  der  bei  den  dynamischen  Problemen  nu: 
deshalb  gilt,  weil  das  durch  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  gelieferte 
Integral  vorhanden  ist 

1)  Im  folgenden  wird  häufig  auf  die  „Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper* 
von  Routh  (deutsch  von  Schepp,  Leipzig  1898)  zu  verweisen  sein,  worin  di< 
Theorie  der  kleinen  Schwingungen  unter  den  üblichen  Vernachlässigungen  ein 
gehend  behandelt  ist.  Hinweise  auf  die  beiden  Bände  dieses  Werkes  werde 
durch  Routh  1.  bezw.  Routh  IL  unter  Beifügung  der  Seitenzahl  der  deutsche 
Ausgabe  gegeben. 

2)  Les  m^thodes  nouvelles  de  la  M^canique  Celeste,  Paris  1892—1899. 

3)  M^canique  cdleste,  Bd.  I,  S.  166—169. 

4)  Trait^  d'Analyse,  Bd.  III,  S.  180  -185. 

5)  Sur  les  petits  mouvements  p(^riodiques  des  systemes  (Comptes  renduE 
Bd.  1*24,  S.  1222).  —  Sur  les  i^etits  mouvements  periodiques  des  systemes  ä  longu 
periode  (Comptes  rendus,  Bd.  124,  S.  1340), 
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M  Die  ünteFBuchangen  über  periodische  Lösungen  gewisser  Differential- 

m         gleichungssysteme  in  §§  2—4  des  yorliegenden  Aufsatzes^   welche  die 
M  mathematische  Grundlage  für  die  Ermittelung  der  periodischen  Schwin- 

m  gnngen   bilden^   mufsten   daher  ohne  Bezugnahme  auf  die  angeführte 

■  Note  von  neuem  durchgeführt  werden.    In  §  1  wird  ein  System  von 

f  n  Freiheitsgraden  betrachtet^   dessen  Verbindungen  von  der  Zeit  nicht 

abhängen    und    welches   eine   E[räftefunktion   besitzt;    unter  gewissen 
Voraussetzungen    über    die    lebendige    E[raft    und    die   Eräfkefunktion 
werden  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  der  Lagrangeschen 
Form  aufgestellt.    Die  in  der  Nahe  einer  Gleichgewichtsl^e  erfolgenden 
periodischen  Bewegungen  (welche  den  Hauptschwingungen  der  Näherungs- 
theorie entsprechen)  werden   unter  gewissen  einschränkenden  Voraus- 
setzungen in  §  5  dargestellt.    In  §  6  werden  die  allgemeinen  Resultate 
mnf  Systeme  mit  einem  Freiheitsgrad  angewandt  und  mit  dem  früheren 
^ufisatE    in   Verbindung    gebracht;    als    Beispiel    dienen  ^die    kleinen 
Schwingungen  rollender  Cylinder,  welche  in  Routh  L,  S.  394 — 395  in 
eirster  Annäherung  und  S.  454 — 458  in  zweiter  Annäherung  behandelt 
sijo^d.     In  §  7  und  8  werden  zwei  Beispiele   mit   zwei  Freiheitsgraden 
lunsichtlich   der  periodischen  Schwingungen  um  eine  Gleichgewichts- 
101^^  untersucht  (schwerer  Punkt  auf  einer  Fläche  in  der  Nähe  einer 
S^^e  mit  wagerechter  Tangentialebene;  Glocke  und  Klöppel). 

Die   meisten   in  Routh  U.   in  erster  Näherung  behandelten  Bei- 
fiipm«le  erfordern  bei   exakter  Behandlung  eine  Modifikation  der  in  §  3 
iua.«l  §  4  gef&hrten   mathematischen  Untersuchungen;   wir  werden  uns 
dcB-Kxiit  in  einer  Fortsetzung  der  Arbeit  beschäftigen. 

§1. 

Wir   betrachten   ein  System  von  n  Freiheitsgraden ,   dessen   Lage 
'^  die  n  unabhängigen  Koordinaten  x^y  .^  .x^  bestimmt  ist.    Wenn 
Verbindungen   von   der  Zeit  t  nicht  abhängen^    ist  die  lebendige 

definite  positive  quadratische  Form  von 


dx^  ,         dXn 

U.1  ^ '*• 

d 


Xi^  ^^ , .  . .  a:„  -  ^^  , 


n  Koeffizienten  Aa/i  Funktionen  von  x^f,..X„  sind.     Wir  setzen 
aiBy  daCs   eine  nur  von  den  Koordinaten  abhängige  Knlfbefunktion 
^  ****  ü{Xi, . . .  icj  vorhanden  ist. 
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Dann  wird  die  Bewegung  des  Systems  durch  die  Lagr&ng^ 
Differentiml^eichongen 

d  (dT\  __dT_  ^  dU_ 

dt\dx'J      dx^        dx^  ^•=''-  • 

dargestdli     Diese  in  Besng  auf 

^1  ""  "5^7  . . .  a?«  =    ^^f 
linettren  Gleichungen 

^.,xi  +  •  •  •  +  A^^xZ  —  •  •  •  1-. 

busen  sich  nach  diesen  Orolsen  auflosen: 

z;  «  F.(xi, . . .  xi;  rci, . . .  X«)  +  ^.(«i,  -  •  .^.)5      ^«=^ 

dabei  ist  -F.  eine  quadratische  Form  von  xi,  .  .  .x^,  deren  Koeffia^ 
Ton  Xj  y . . .  ^.  abhangen,  und 

die  symmetrische  Determinante 


mit  den  Unterdeterminanten 


A.^  '•■■*= 

ist  die  Diskriminante  der  quadratischen  Form  T. 

Die  Lage    0   mit    den   Koordinaten    ajj  =  0,  . .  .  x„  =  0   ist 
Gleichgewichtslage,  wenn  in  derselben 

i»:=o...-^=o 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 

ist.  Wir  nehmen  an,  J7  sei  eine  in  der  Umgebung  von  0  n 
analytische  Funktion  von  x^ , . . .  x,,  deren  Potenzreihenentwi 
mit  quadratischen  Gliedern  beginnt  : 

aß 

Die  Koeffizienten  A^^  von  T  sollen  ebenfEdls  in  der  Umgebung 
reguläre  analytische  Funktionen  sein  —  wir  setzen  ^„^(0, .  . .  0) 
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—  und  die  Diskriminante  ^  in  0  nicht  yerscli winden.  Dann  sind  auch 
die  Koeffizienten  der  quadratischen  Formen  F^  von  xiy.,.Xn  sowie  die 
Funktionen  Q^  in  der  Umgebung  voS  0  reguläre  analytische  Funktionen 
Ton  Xiy...x^. 

Durch  eine  reelle  lineare  Transformation  der  Koordinaten x^,..,x^ 
lassen  sich  die  quadratischen  Formen 

afi  aß 

suf  die  Gestalt 

Imngen,  wo  «^^ . . .  5„  reell  sind^);  d.  h.  man  kann 

voraussetzen.  Die  neuen  Koordinaten  a^, . ,  .x^  werden  in  der  Theorie 
der  kleinen  Schwingungen  Hauptkoordinaten  genannt  In  der  Lage  0 
ist  nun 

und  man  hat 

wo  G„  nur  Glieder  von  mindestens  zweiter  Dimension  in  x^y , .  ,x^ 
enthalt. 

Hiemach  haben  die  Bewegungsgleichungen  die  Form 

Xa  -  S„X„  +  F^{xi,  ...Xn]  X^,,..  X^)  +  G^(x^,  .  .  .  X^)]       («=1,...») 

F^  ist  eine  quadratische  Form  yon  xiy..,Xny  deren  Koeffizienten 
reguläre  Funktionen  von  x^, . ,  .x^  sind.  Das  Prinzip  der  lebendigen 
Kraft  liefert  uns  ein  Integral  unseres  Differentialgleichungssystems: 

T-  C^=Const. 
oder 

a??  + h  «n*  —  s^xl s„ai  H =  Const, 

"WO   aufeer   den   angegebenen   quadratischen  Gliedern   nur  Glieder  von 
^^nindestens  dritter  Dimension  in  x^, . .  .  x^y  xl, . ,  .Xn  vorkommen. 


1)  Weiergtrafß,    Werke,    Bd.  I,   S.  242.  —  Vgl.  Routh  L,   S.  414flF.;  H, 
^.  64  ff.,  S.  624  ff. 
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Wenn  es  sich  um  Bewegungen  in  der  Nahe  der  Gleichgewichts- 
lage 0  (kleine  Schwingungen)  handelt^);  yemachULssigt  man  in  den 
obigen  Differentialgleichungen  gewöhnlich  die  Glieder  zweiten  und 
höheren  Grades  in.  x^, , , .  x^y  xij . . .  Xn,  d.  L  die  Funktionen  F^  und 
G^j   so  dafs  die  Bewegung  durch  die  linearen  Differentialgleichungen 

dargestellt  wird.     Sind  die  Grölsen 

5^  =  —  Aj  ,  .  .  .  5^  ==  —  A« 

negativ;  die  Gröfsen  Sm+i,  •  •  •  5„  positiy  oder  gleich  Null,  so  ergeben 
sich  (wenn  man  zunächst  ^^^...A^  als  verschieden  voraussetzt)  bei 
der  üblichen  angenäherten  Darstellung  m  in  der  Nähe  der  Gleich- 
gewichtslage 0  verlaufende  periodische  Bewegungen  (Hauptschwin- 
gungen): 

Xi  =  CiC08(Ai^  +  yi),     ai  =  0,     ...a;„  =  0,     a^+i  =  0,     ...j;^  =  0; 


x^  =  0,   ...a:^_i  =  0,   x^  =  c^co8{XJ+yJ,  a^m+i-O,    . . .  a?„  =  0; 

^i) ' '  '^m7  yif  "  'Vm  s^^  ^®  Integrationskonstanten, 
Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes  ist  die  exakte  Untersuchung  der  in 
der  Nähe  der  Gleichgeunchtslage  0  verlaufenden  periodischen  Beicegungen 
ohne  Vornahmt  von  Vernachlässigungen  in  den  Differentialgleichungen 
der  Bewegung,  Auf  die  nicht  periodischen  Bewegungen  (welche  den 
zusammengesetzten  Schwingungen  der  üblichen  Näherungstheorie  ent- 
sprechen) wird  vorerst  noch  nicht  eingegangen. 

Das  Lagrangesche  System  von  n  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  läfst  sich  durch  2n  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

dt  ""^"' 
dx' 

'df  ="  ^a^a  +  F„(X\,,  ..Xn',X,,,,,X„)-\-   G,{x,,,.,X^)  (a==l.....) 

ersetzen;  wir  haben  die  in  der  Nähe  der  Stelle  ^i  =  0,  . .  .  a;^  =  0, 
rcl  =  0,  .  .  .  x'„  =  0  verlaufenden  periodischen  Lösungen  dieses  Systems 
zu  bestimmen. 


1)  Vgl.  ßouth  I.,  S.  414  ff. 
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§2. 
Wir  betrachten  das  allgemeinere  Differentialgleichangssjstem 


dx 


'dt    ~~  ^a\^l}  '  '  '^n) 


(cr  =  l,...«) 


WO 


^a  =  »«1^  +  •  •  •  +  a^n^n  + 


eine  Potenzreihe  von  x^y,..x^  ist,  welche  für  x^=^Oj  . . .  ir„  —  0  ver- 
schwindet and  fdr  hinreichend  kleine  Werte  von  |  x^  | , . . .  |  o;^  |  kon- 
Tergiert  Wir  fragen  nach  etwaigen  in  der  Nähe  der  Stelle  x^^Oj 
. . .  rr^  »  0  verlaufenden  periodischen  Lösungen. 

Die  dem  Differentialgleichungssystem  genügenden,  durch  die  An- 
fimgsbedingungen 


^  =  0,  x^  -Ci, 


x^ 


bestimmten  Funktionen 


^«  =  /-a(0 


(a=-l,...n) 


lassen  sich  in  Potenzreihen  von  q , . . .  c^  entwickeln,  welche,  so  lange 
i  zwischen  0  und  einer  irgendwie  festgesetzten  positiven  Ghx>Jj9e  t^ 
bleibt,  fCür  hinreichend  kleine  Werte  von  |  c^  | ,  . . .  |  o„  |  konvergieren. 
Es  fragt  sich,  ob  sich  die  Anfangswerte  c^j  , . .  c^  so  bestimmen 
lassen,  dafs 

wird,  wo  die  Periode  T  von  c^ , . . .  c^  abhangt 
Hat  die  charakteristische  Determinante 


«11  —  s. 


^nlf 


Jauter  ein&che  Elementarteiler  ^)  s  —  Oj , . . .  s  —  a^,  so  lassen  sich  die 
^^Differentialgleichungen  durch  eine  lineare  Transformation  von  x^,  ...x^ 
-^of  die  Form  bringen: 


^-«1^  + 


dXn 

dt 


-(^n^n  +  ""') 


1)  Vgl.  Weierstraffl,   Werke  Bd.  ü,   S.  19  ff.  und  S.  76/76,   sowie  Muth, 
*^Hieorie  und  Anwendimg  der  Elementarteiler. 

2)  Die  nicht  angeschriebenen  Glieder  sind  hier  wie  in  den  folgenden  Gleichungen 
'Von  mindestens  der  ssweiten  Dimension  in  den  abhängigen  Veränderlichen. 
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Einem   einfachen  Elementarteiler   8  —  a   entspricht   nach   der  Trans- 
formation eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

/  \  dx  . 

(«)  d7-oa;  +  ...; 

einem  ^»-fachen  Elementarteiler  {s  —  ay  entsprechen  p  Differential- 
gleichungen 


(fi) 


W-«^'+*'  + 


Sind  s  —  («  +  At)  und  s  —  («  —  At)  konjugiert  komplexe  einfEU^e 
Elementarteiler^  so  lassen  sich  die  beiden  entsprechenden  Differential- 
gleichungen 

^  =  (x  +  Xi)x  +  . . .,     Jl  =  (x  -  Xt)y  +  . . . 

durch  die  Substitution 

u  =  x  +  y,    u^i{x-y) 

auf  die  reelle  Form  bringen: 

(y)  57  =  xw  +  ^v  +  •  •  • ,     j|  =  -  Am  +  ««  +  ... . 

Einem  Paar  konjugiert  komplexer  p-facher  Elementarteiler  (s  —  x  —  kif 
und  (s  —  X  +  kiy  entsprechen  die  Differentialgleichungen 

^-^'-  =  (X  +  At>"+  a:'+  . . .,  ^  =  (x  -  ^i)y"+  y  +  •  •  •, 


^'  =  (x  +  A»)^"  +  a^p-1)  +  . . . ,      ^  =  (x -  At)»<"  +  »^'-"  +  •  •  •, 
welche  durch  die  Substitution 


Von  J.  Hom.  407 


en  m 


(i)     ^  =  XH"+At;"+ «'+•..,        ^  =  -Au"4-xt;"+ »'+.-., 

Setzt  man 
80  s±ellt  der  auf  die  linearen  Glieder  reduzierte  Ausdruck 
die   X^Bung  des  Systems  linearer  Differentialgleichungen 

dXa 


Jt  ^^^''-ß'^fi  («,/»-v..«) 


Dttit  €i^n  Anfangsbedingungen 

^^'       Man  hat  also   im  Falle  (a)  bei  der  Anfangsbedingung  x{0)  ^  c 

a;  =  ce«'  +  •  •  •  0, 
^   ^^e  (ß)   bei   den  Anfangsbedingungen  x'(0)  =  c', . . .  a;<i»)(0)  =  c^i») 


*  ^Jle  (y)  bei  den  Anfangsbedingungen  u(0)  =  A,  v{0)  ^  B 
V  ^  ^\BcoBXt  -  ÄsiRlt)  +  ..., 


von 
d.b 


^3  In  dieser  and  den  folgenden  Gleichungen  sind  die  weggelassenen  Glieder 
^^^^destens  der  zweiten  Dimension  in  Bezug  auf  die  Integrationskonstanten, 
^^e  Werte,  welche  die  abhängigen  Veränderlichen  fOr  t  =  0  annehmen. 
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im  Falle  (d)  bei  den  Anfangsbedingungen 


(a«l,...p) 


l?(a)  =  e»'c08 


—  e*'sin 


\       (a  —  1 

\       (a  —  1 


+ 


+ 


.  +  B«)) 
.  +  ^(«))  + 


(a=»l,...p) 


Die  Lösung  x^  =  f^(t)  besitzt  dann  und  nur  dann  die  Periode  T, 


wenn 


fa{T)^fM-C, 


(a«J,...«) 


ist.  Man  hat  n  Gleichungen^  welche  in  Gruppen  von  einer  der  folgenden 
Formen  zerfallen,  je  nachdem  es  sich  um  den  Fall  (a),  (/)),  {y)  oder 
(d)  handelt: 

(«x) 


(A) 


(yi) 


c{e^  -  1)  +  •  •  •  =  0; 
^(«ar_i)  + 0, 


0, 


c(.)(e.7-_i)  +  c'^' 


=  0. 


(*.) 


(P  - 1)1  ' 
^(C^cosAT-  1)  +  Bc»^8mAT  + 
-^c»^8mAr+B(c*^C08Ar-l)H =  0; 

X(e«»'co8AT-  l)  +  ^e»^8mAr+ 0, 

-^V8in  AT+  B'(«*^co8AT-  1)  + 0, 

+  Te*''(^'  C08  AT  +  5'8mXr)  + 0, 

-^'V^sin  AT  +  B"(c»'co8  AT  -  1) 

+  Te*^(- ^' sin  AT  +  5' cos  AT)  +  .  •  •  =  0, 


Die  FunktionaldetemLinante  der  linken  Seiten  der  sämtlichen 
n  Gleichungen  nach  den  n  Ghröfsen  c^, . .  .c^  fOr  die  Nollwerte  dieser 
Oröfsen  ist,  wenn  man  den  Wert  von  T  für  Cj  =  0,  . . .  c,  =  0  mit  T'*' 
bezeichnet,  ein  Produkt  von  Faktoren  von  der  Form 

^^•"-  1 
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jder  Ton  der  Form 

c»''"'co8ATW-l,    ««^""sinATW 

«  eSxi'»'_  2&'^cosXTW  +  1, 

Im  allgemeinen  ist  keine  von  Null  yerschiedene  reelle  Qrölse  T^^^  so 
vorhanden,  daik  einer  dieser  Faktoren  verschwindet;  dann  besitzen  die 
n  Gleichungen  nur  die  Lösung  c^  =  0,  ...  c^  =  0;  unser  Differential- 
gleichungssystem hat  aufser  der  Lösung  x^^^O,  ...  x^^O,  welche  als 
periodische  Lösung  mit  beliebiger  Periode  betrachtet  werden  kann, 
keine  weitere  periodische  Lösung. 
Damit  der  Faktor 

verschwindet,  muTs 

sein,  wo  m  eine  ganze  Zahl  ist.  Der  Faktor  ef^^^^—1  kann,  ohne  dafs 
T*®*  =  0  ist,  nur  im  Falle  a  =  0  verschwinden.  Wenn  wir  den  Fall 
verschwindender  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  vorläufig 
ausschliefsen,  so  besteht  eine  notwendige  Bedingung  für  das  Vorhanden- 
sein periodischer  Lösungen  in  der  Existenz  rein  imaginärer  Wuredn  ±  t  A 
der  charaJcieristischen  Gleichung  ^  =  0]  deir  Wert,  weichen  eine  etwaige 

Periode  T  für  c^  =  0, . . .  c^  =  0  annimmt,  kann  nur  von  der  Form  — -r — 
(m  ganee  ZaM)  sein. 

§3. 

Wir  setzen  voraus,  die  cJMrakteristische  Gleichung  ^  =  0  hesüee  ein 
Paar  einfacher  rein  imaginärer  Wurzeln  +  i,  —  i%  aber  daneben  keine 
Wurzel  ±im  (m  ganze  Zalü)  und  Teeine  Wurzel  0. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  unseres  Systems  seien 

^  =  ^  +  ---; 

^ X  4-.... 

dt  ^1  ^       ' 

die  übrigen  n— 2  Gleichungen  können  von  den  Formen  (a),  {ß\  (y),  (*)  sein. 

1)  Sind  die  Wurzeln  -f  *^i   —  *^  vorhanden,  so  machen  wir  2  =  1,  indem 
wir  Xt  als  unabhängige  Veränderliche  einfuhren. 
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Wir  fragen  nach  einer  periodischen  Lösung  mit  der  Periode 

T=2Ä  +  d, 

wo  d  für  Cj  =  0,  .  . .  c^  =  0  verschwindet. 

Von   den   notwendigen   und   hinreichenden    Bedingungen    für    die 
Periodizität 

x^ißtjc  +  d)  =  Cj,    Xi{27C  +  d)  =  Cg,     ...  x„{2x  +  d)  =-  c^ 

scheiden  wir  die  erste  vorläufig  aus;  durch  geeignete  Wahl  des  Zeit- 
anfangs erreichen  wir,  dafs  für  ^  =  0  rr^  ==  0,  also  Cg  =  0  wird.  (In  der 
so  bestimmten  Losung  darf  t  um  eine  Konstante  vermehrt  werden; 
wir  werden  künftig  Lösungen,  welche  durch  Änderung  von  t  um  eine 
Eonstante  aus  einander  hervorgehen,  nicht  als  verschieden  ansehen.) 
Die  11  —  2  Gleichungen 

a:,(2Ä  +  d)-C5  =  0,     - -- x,{2x  +  d)  -  c^^O 

zerfallen  in  Gruppen  von  einer  der  in  §  2  angegebenen  Formen  (ci), 
(i^i)»  {?i)f  (ßi)f  wenn  man  dort  T=2;r  +  d  setzt.  Die  Funktional- 
determinante der  linken  Seiten  dieser  n  —  2  Gleichungen  in  Bezug  auf 
die  n  —  2  Ghrölsen  Cj,  •  •  •  c^  ist  unter  den  oben  gemachten  Voraus- 
setzungen für  ^1  =  0,  •  •  •  c^  =  0,  d  =  0  von  Null  verschieden,  da  keiner 
der  Faktoren 

oder 

verschwinden  kann,  weil  die  Fälle  a  =  0  und  x  ==  0,  X  =  m  aus- 
geschlossen sind.  Demnach  ergeben  sich  aus  den  obigen  n  —  2  Gleich- 
ungen Cg,  •  • '  c„  als  Potenzreihen  von  q  und  d,  welche  durch  cf  teil- 
bar sind,  weil  alle  von  Cj,  -  -  -  c^  freien  Glieder  in  jenen  Gleichungen, 
nachdem  Cg  =  0  gesetzt  ist,  Cj  in  der  zweiten  und  in  höheren  Potenzen 
enthalten. 
Man  hat 

^1  "^  ^1  ^^^  ^  -f  Cg  sin  ^  +  •  •  ., 

x^  =  —  Cj^Bint  +  c^cost  +  ' '  ' 

oder  wegen  Cg  =  0 

x^  =  q  cos  t  +  cf  Ai(^)  +  "  -f     a:2  =  —  q  sin  ^  +  cJAj(^)  +  •  •  •, 

wo  die  weggelassenen  Glieder  voij  zweiter  und  höherer  Dimension  in 
^1?  ^3  7  *  •  •  ^»  s^^-     ^^^  Bedingung 

x^(27c  +  d)^0 
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schreibt  sich,  nachdem  man  für  Cj,  •  •  •  ^^  die  oben  berechneten  Potenz- 
reihen  Ton  q  und  d  gesetzt  hat,  in  der  Form 

-  c, sind  +  eJA,(2Ä)  +  c^^ip^,  8)  =  0, 

wo   ^{c^  d)  =  ACi  H —  •  eine  Potenzreihe  von  q,  *  ohne   konstantes 
Glied  ist. 

Wir  zeigen,  dafs  \{2üt)  ==0  ist.  Um  die  Koeffizienten  A^  =  h^(t) 
und  Aj  =  A,  (^)  von  cj  in  den  Reihen  ffir  x^  und  rr,  zu  finden,  ver- 
gleichen wir  in  den  beiden  ersten  Differentialgleichungen  unseres 
Systems  nach  Einsetzung  der  Reihen  für  x^,  •  •  •  x^  die  Koeffizienten 
von  cj.  Da  iP,,  •  •  •  a:„  kein  in  q  lineares  Glied  enthalten,  so  kommen 
auf  der  rechten  Seite  der  beiden  Gleichungen  nur  diejenigen  Glieder 
zweiten  Grades  in  Betracht,  welche  o:,,  -  -  -  x^  nicht  enthalten: 

dx 

ät  =  ^«  +  «i^f  +  2/3i^ia?,  +  nal  +  •  •  •, 

^  =  —  ^1  +  «2^1  +  Sft^i^»  +  y«^  +  •  •  •• 
Durch  Einsetzung  der  Reihen 

Xi  ^Ci  cos  t  +  cl\(t)  +  "', 

ar,  =  —  qsin^-f  4^(0  H 

und  Yergleichung  der  Koeffizienten  von  c\  findet  man  für  A^,  A^  die 
Differentialgleichungen 

-j^  =  Aj  +  Ol  +  bj  cos  2^  +  Ci  sin2^, 
^^  =  —  Ai  +  0,  +  b,  cos  2^  +  C,  sin  2t, 

deren  Koeffizienten  Q,  b,  c  sich  durch  die  a,  ß,  y  ausdrücken.  Mit 
Berücksichtigung  der  Anfangsbedingungen  Ai(0)  =  0,  A2(0)  =  0  findet 
man  Ausdrücke  von  der  Form 

Aj  =  ?ti  +  95iCos2^+  eisin2<~  («1  +  SSJcos^  -  («2  +  95,)8in^, 

Aj  =  a,  +  a5,cos2<+  e2  8in2^  +  (5ti  +  »^sin^  -  («,  +  "»^ox^st. 

Demnach  ist  Ai(2ä)  ==«0,  Aj(2ä)  =-  0,  w.  z.  b.  w. 

Nach  Division  mit  c^  lautet  die  Gleichung  0:2(2«  +  d)  =  0 

-  <J  +  ^cf  +  . . .  =  0, 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Dimension  in 
Cj,  d  sind;  man  erhält  daraus  d  als  Potenzreihe  von  q  mit  Gliedern 
mindestens  zweiten  Grades.  Demnach  ergeben  sich  auch  c,,  -  •  -  0^  als 
Potenzreihen  von  c^  mit  Gliedern  zweiten  und  höheren  Grades. 

27* 
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Wir    haben    somit    eine   Lösung    x^,  -  -  -  x^    unseres    Differential- 
gleichungssjstems  in  der  Form  dargestellt: 

wo 

911  =  cos^,    9)gi  -  -  sin  <,     9>si  =  0;     • '  •  9ni  =  0 

ist.     Diese  Lösung  erfüllt  die  Bedingungen 

a^(T)=.fl;,(0)  =  0,    ai(T)-a;,(0),    •  • -«.(T)  =  ar,(0). 

Dabei  ist  Cj,  der  Wert  von  x^  für  ^  =  0,  eine  hinreichend  klein  anzu- 
nehmende Konstante  und  T  eine  Potenzreihe  Ton  c^  Ton  der  Gestalt 

I>ie  gefundene  Lösung  ist  im  allgemeinen  nicht  periodisch,  d,  h.  die 
Bedingung 

x,iT)  =  x,(0)^c, 

ist  im  allgemeinen  nicht  erfüllt. 

Nehmen  wir  etwa  ein  System  von  der  Form 


dt  ~^«' 


~dt 

^  =  -  rri  +  F{x,,  x,)',    F^ax\  +  2ßx,x,  +  yxl  +  •  • ., 


dt 

welches  nach  §  10  des  Aufsatzes  im  47.  Bd.  dieser  Zeitschrift  dann 
und  nur  dann  periodische  Lösungen  besitzt,  wenn  unendlich  viele 
Gröfsen  Oj,  a^y  •  •  •  verschwinden,  deren  erste  a^  im  allgemeinen  von 
Null  verschieden  ist.     So  ist  z.  B.  bei  dem  System 

dx^   dx,   J_       /rS 

~di  '~^^'    "3i  ""  ~"  ^1  ■^"  9^ 

die  durch  die  Anfangsbedingungen 

f  =  0,     :3?i  =  q,     ^2  =  Ö 
bestimmte  Lösung 

^2  =  ^i9ai(0  +  ^92s(0  +  ---, 
9ii  =  cos  /,         9j3  =  —  ^  (9  sin ^  +  sin  3^  —  12  / cos  t\  •  •  •, 

9?2i  =  —  sin  fj     9>23  =  —  gl  (—  cos  ^  +  cos  3<  +  4  ^ sin  t),  •  •  • 


Von  J.  HoBH.  413 

Hier  ist  o^  ==  q^^^{2y()  =»  |;r(>;    also   ist  die    berechnete   Lösung   nicht 

periodisch.*) 

In  der  in  §  1  gestellten  dynamischen  Aufgabe  kennt  man  das 
durch  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  gelieferte  Integral.  Wir  machen 
jetzt  die  Voraussetzung,  dafs  das  System 

dt  -^^^^       >       dt  --      ^1  ^        ' 
eine  Integralgleichung 

<i>{Xi,  Xj,  iTj,  •  •  •  x„)  =  Const. 

besitzt,  wo  <t>  eine  Potemreihe  von  Xj,  -  -  -  x^  darstellt,  in  welcher  die 
Glieder  von  geringerer  als  der  pten  Dimension  (p^l)  fehlen  und  der 
Koeffizient  P  von  xf  von  Null  verschieden  ist. 

Wenn  wir  statt  Xa(T)  kurz  Xa  schreiben,  besteht  die  Gleichung 

<|)(a?i,  x^,  X3,  . . .  x^)  «  <t>{c„  0,  C3,  . . .  O 
oder,  da  die  Bedingungen 

^«  =  0,  a:,  =  C3,  . . .  a;„  =  c^ 
T)ereits  erf&llt  sind, 

Setzt  man  darin  für  c^,  *  *  *  ^n  ^^^  ^^^^  gefundenen,  mit  c^  beginnenden 
IPotenzreihen  von  c^,  so  erhält  die  Gleichung  die  Form 

dabei  ist 

3^K,  q)  =  PxP  +  2:Qxfcf  iP'-hP">P) 

1)  Wenn,  wie  Painlevä  (Comptes  rendus,  Bd.  124,  S.  1222 ff.)  angiebt,  die 
I^otenzreihen  von  r,  o^,  ^,  welche  die  linken  Seiten  der  dortigen  Gleichungen 
CS),  (4)  (der  Periodizitiltsbedingiingen)  bilden,  stets  einen  gemeinsamen  Teiler 

^(1  +  •  •  •)  -  g{^^  +  ^^y  +  '" 

V>e8ftrsen,  so  müTsten  auch  die  linken  Seiten  unserer  Periodizitätsbedingongen,  die 
^us  (3),  (i)  durch  die  Bezeichnungsänderong 

hervorgehen,  eine  Potenzreihe  von  d  und  Cj  als  gemeinsamen  Teiler  besitzen. 
^Can  sieht,  dafs  dies  bei  unserem  Beispiel  nicht  richtig  ist,  wo  es  sich  um  die 
folgenden  Bedingungen  handelt: 

-  T^*  +  ^9>i8(2'')  + ^^     (9>i,(2*)  =  T*0' 

-  *  +  ^<Pm(2«)  +  •  •  •  =  0,      (9,3  (27r)  =  0). 
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eine  Potenzreihe  von  x^  und  q,  welche  auTser  dem  Glied  Pxf  nur 
Glieder  von  höherer  als  der  j)ten  Dimension  enthält.  Wenn  x^^  nicht 
gleich  q  ist,  geht  die  Gleichung 

P{x^  —  c{)  +  2:Q(xf'  -  cf  )cf "  -  0      ip'  +P">-p,  p'>o) 

durch  Division  mit  a?!  —  c^  über  in 

P(^f-i  +  . . .  +  cf-i)  +  ZQixf'-^  +  . .  Ocf  =  0. 

Aus 

x^{t)  ^  c^cost  +  "  ' 
folgt 

^1  ==  a;i(2Ä  +  d)  =  Ci  cos  d  +  •  •  • 

oder  wegen  lim  d  =  0  für  lim  Cj  =  0 

lim^  =  l. 

Die  Division  der  obigen  Gleichung  mit  cf~"*  eigiebt 

'((?)"■  +  •  •  ■  +  0 + ^e((?)'" + ■  •  ■)«-■*'-'  -  0-' 

für  lim^:^  »  0  ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  gleich  pP,  also  von 
Null  verschieden;  die  Annahme,  es  sei  Xi(T)  nicht  gleich  q,  hat  also 
auf  einen  Widerspruch  geführt 

Infolge  der  Integralgleichung  <t>  =  Const.  ist  die  Periodizitäid^edingung 
x^{T)  «=  x^(0)  eine  Folge  der  n  —  1  übrigen;  die  oben  berechnete  Losung 
besitzt  also  die  Periode  T. 

Aus  den  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Paragraphen  geht 
hervor,  dafs  es  auTser  der  gefundenen  Lösung  mit  der  willkürlichen 
Konstante  q  keine  weitere  Lösung  mit  einer  von  2n  wenig  verschie- 
denen Periode  geben  kann,  welche  die  Bedingung  a:,(0)  =  0  erfüllt; 
daraus  geht  die  allgemeinste  derartige  Lösung  durch  Änderung  von  t 
um  eine  Konstante  hervor.  Nach  §  2  sind  möglicherweise  auch  perio- 
dische Lösungen  mit  einer  von  2mn  {m  ganze  Zahl)  wenig  abweichenden 
Periode  vorhanden.  Wir  setzen  voraus,  dafs  die  charakteristische 
Gleichung  ^  =  0  neben  der  Wurzel  ±  i  Wurzeln  von  der  Form  ±  ir 
(r  rationale  Zahl)  nicht  besitzt,  imd  wiederholen  die  bisherigen  Be- 
trachtungen, indem  wir  T=2m;r  +  r  setzen.  Auch  jetzt  ist  die 
Funktionaldeterminante  der  linken  Seiten  der  Gleichungen 

x^{2m7C  +  r)  —  Cj  ==  0,  •  •  •  x„(2mx  -f-  r)  —  c^  =  0 

in  Bezug  auf  die  w  —  2  Grölsen  Cg,  •  •  •  c„  für  <\  =  0,  • . .  c^  =  0,  r  =  0 
von  Null  verschieden,  da  die  Faktoren 
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von  Null  verschieden  sind;  denn  die  Fälle  a  =  0  und  x  =  0,  wA=  ganze 
Zahl  sind  teils  durch  die  früheren,  teils  durch  die  oben  neu  hinzu- 
gef&gte  Voraussetzung  ausgeschlossen.  Es  giebt  demnach  eine  Lösung 
von  der  Periode  2m7t  +  x  mit  einer  willkürlichen  Konstanten  q,  aber 
keine  vreitere  derartige  Losung^  abgesehen  von  der  Vermehrung  von  t 
um  eine  Eonstante.  Da  die  oben  dargestellte  Lösung  von  der  Periode 
2n  +  ö  auch  als  Lösung  von  der  Periode  w(2Ä  +  d)  =  2w;r  +  r  auf- 
ge&ÜBt  werden  kann,  so  mufs  sie  mit  der  soeben  gefundenen  Lösung 
identisch  sein. 

§4. 

Eine  andere  analytische  Darstellung  der  in  §  3  unter  gewissen 
Voraussetzungen  nachgewiesenen  periodischen  Lösung  unseres  Differential- 
gleichungssystems  erhalten  wir  durch  Einführung  der  neuen  Veränder- 
lichen -    ^ 

Unsere  periodische  Lösung  gestattet  eine  für  hinreichend  kleine  Werte 
von  1^1  konvergente  Entwicklung  von  der  Form 

worin  ^^j,  ^'«2?  ^as?  '  "  *  Funktionen  von  u  mit  der  Periode  2;r  sind. 
Da  nämlich  x^  in  Bezug  auf  u  die  Periode  2x  besitzt,  so  ist 

OD 

x,(u  +  2«)  -  xM  -2c'[,^,,(m  +  2«)  -  *„,(«)]  =  0; 

da  die  Potenzreihe  von  c  nur  verschwinden  kann,   wenn  alle  Koeffi- 
zienten verschwinden,  so  ist  ^^^(m  +  2^)  =  V'«  ,.(«*). 
Setzt  man 

so  geht  unser  Differentialgleichungssystem  ^) 
IT 

dt ^i-t----^ 

dx 


'-it-'.+ 


1)  c  ist  die  in  §  8  mit  c,  bezeichnete  GrÖfse. 

2)  Dabei  sind  ajj,  •    •  ic„  entweder  die  in  §  2  eingeführten   neuen  Veränder- 
lichen oder  lineare  Verbindungen  derselben. 
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über  in 

(1  +  %c«  +  . .  .)^  -  a„^x^  +  •  •  •  +  a^n^^  +  . . .    (a=»,...«). 

Indem  wir  in  Verbindung  mit  den  Funktionen  ^„^  auch  die  Eonstan- 
ten 1^27  %9  '  * '  berechnen  y  erhalten  wir  von  neuem  die  Reihenentwick- 
lung der  Periode  T, 

Durch  Einsetzung  der  Reihen  für  die  x^  in  die  Differential- 
gleichungen mit  der  Veränderlichen  u  und  Vergleichung  der  Koeffi- 
zienten von  Cy  c^y  * ' '  c* y  ' ' '  crhdlt  man  Differentialgleichung^  für 
^aif  ^aif  * ' '  ^avf  ' '  *  Bchufis  Bestimmung  der  Integrationskonstanten 
beachtet  man,  dals  wegen  x^^^c,  x^  =  0&üru  =  0 

V'i.W-^O,    !^,,(0)-0  (.-«,»...) 

sein  muTs  und  dafs  alle  if^^  die  Periode  2x  besitzen  müssen. 
Zunächst  hat  man  die  Differentialgleichungen 

du         ^"'        du  ^"' 

-JiT  ^  ^«»*"  +  •  •  •  +  ««sV'„i  («=».  •  •  «) 

mit  der  Lösung 

^11  =  cosM,  ^ji  =  —  siuM,  *8i  ==  0,  •  • .  ^^1  «  0. 

Die  Werte  von  ^^  und  ^,i  ergeben  sich  mit  Berücksichtigung  der 
Anfangsbedingungen  ^ii(O)  =  1,  ^2i(0)  =  0;  die  linearen  Differential- 
gleichungen für  ^31,  '  '  '  i^ni  besitzen  unter  den  in  §  3  über  die 
Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  gemachten  Voraussetzungen 
keine  andere  Lösung  mit  der  Periode  27t  als  ^('ji  =  0,  •  •  •  ^^^  =  0. 
Für  ^12,  •  •  •  ^„2   hat  man  Differentialgleichungen  von  der  Form 

-^  =  ^22  +  öl  +  bi  cos  2u  -f  q  sin  2u, 
-,^  =  —  ^12  +  ü,  -f  bj  cos  2w  -f  Cj  sin  2u, 

-^—    =  «aS^M  + ^■  «an^nJ  +  Ö«  +  b„C0s2u  -f-  C„sin2u      (a«3,     -i.). 
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Die  beiden  ersten  Oleichnngen  ergeben  unier  Berücksichtigung  der 
Bedingungen  ifif{0)  =  0,  ^^«(0)  «=  0  Ausdrücke  von  der  Form 

i,a,  «  A^'[  +  4'i  cos  ^  +  ^a\  CO«  2a 

(o  =  1.  2). 

+  B^^\  sin  ti  +  ^a\ sin  2u . 

Die  n  —  2  letzten  Gleichungen  besitzen  eine  partikuläre  Lösung  von 
der  Gestalt 

tai  =  Ä^^\  +  Ä^^l  COs2t4  +  E^^l  Sin2ti  (a«8.    .    ..), 

und   zwar  ist  dies  die   einzige  Lösung  mit    der  Periode  2x,   da   das 

System 

dip 

-j^  =  ««8^8  +  •  •  •  +  a„»V'»  («  =  »'  •  «) 

keine  Losung  mit  der  Periode  2;r  zuläTst. 
Wir  beweisen,  dafs  allgemein 

i;av  =  ä2  +  4'icostt  +  • .  .  +  Ä^;lcosvu 

(a  =  l,    -n) 

ist,  wo  die  A  und  £  konstant  sind.  Wir  nehmen  an,  diese  Formel 
sei  ftlr  V  =  1,  2,  •  •  •  p  —  1  gültig,  und  zeigen,  dafs  sie  auch  für  v  =  jj 
gilt;  wir  setzen  gleichzeitig  1^2,  •  •  •  ^p  — 2  als  berechnet  voraus  und  be- 
rechnen rjp^i.  Die  zur  Bestimmung  der  ^^^  (a  =  i,  n)  dienenden 
Differentialgleichungen  sind  von  der  Form 

du     ^''»        d«         +  +'?p-l     d^ 

oder  nach  Einsetzung  der  Werte  für  die  Funktionen  <»„,,  •.•V'«,,-! 
und  deren  Ableitungen 

-5^  =  Oal^lp  +  ■■•  +  a„,i>np  -  %-l-ät 

Das  Glied  —  ^p-i*-j~  ist  gleich  ri^^^smu  für  a=l,  gleich  ly^^icosw 

für  «  -»  2,  während  es  für  a  =  3,  •  •  •  n  verschwindet.     Damit  ^j^  ^^ 
die  Periode  2;r  besitzen,  müssen  die  Glieder  mit  cosu  und  sinn  auf 
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der  rechten  Seite  der  beiden  ersten  Differentialgleichungen  fortfallen; 
man  berechnet  rjp^j  aus  der  Gleichung 

Zur  Bestimmung  der  beiden  in  ^j^,  ^,^  enthaltenen  Integrations- 
konstanten dienen  die  Bedingungen  !^ip(0)  =  0,  t%p{0)  =  0.  Die  Funk- 
tionen if^p  (a=8, .  «)  sind  durch  die  w  —  2  letzten  Differentialgleichungen 
und  die  Bedingung,  dafs  sie  die  Periode  2x  besitzen  sollen,  vollständig 
bestimmt.  Sämtliche  Ghröfsen  ^^^  erscheinen  in  der  oben  für  ^^^  an- 
genommenen Form. 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  Ton  §§  2—4  in  den  folgenden  Satz 
zusammen: 

Die  cha/rahterisHsche  Gleichung 


hl—s,  ...  Ol, 


0 


des  IHfferentialgleichungssystems 

dx 

WO  X^  in  eine  Potenzreihe  von  x^,  -  •  -  ^„  entunckdbar  ist: 

habe   neben   den   einfachen   Wurzeln   +  tA,  —  il   keine  Wurzel   ±  iml 
(m  ganze  Zahl)  und  keine  verschwindende  Wurzel, 

Dwrch  eine  lineare  Transformation  von  x^,  ' ' '  ^n  ^^  durch  Ein- 
führung von  Xt  als  unabhängige  Veränderliche  bringt  man  das  System 
auf  die  Form 

dt  ~  ^«  +  •  •  '^ 


dx^ 


=  —  x.+ 


dt  ~    -^^ 

Es  sei  ein  Integral 

<t>{x^y  • .  •  a: J  =  Const. 

vorhanden,  wo  O  eine  PotenzreiJie  von  x^,  •  '  '  ^n  ^^y  welche  mit  Gliedern 
pter  Dimension  beginnt  und  in  welcher  das  Glied  mü  a^  nicht  fehU. 
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Das  transformierte  System  hesüstt  eine  periodische  Lösung 

mit  einer  Periode  von  der  Form 

es  ist 

9>ii  =  co8^7  9>«i  =  -  sin^,  9>si  =  0,  ...  9)^^  -  0. 

Man  kann  diese  Losung,  indem  man 
set^ty  in  der  Form  darstellen: 

^a  =  C*al(w)  +  C»*a,(w)  +  ^»^„«(m)  +  •  •  • ;  (a==l....«) 

*ii  =•  costt,  t%i  =  —  sintt,  !^8i  -=  0,  ...  !^^i  -  0 
und 

,1  =  1  ^  =  1 

§5. 

Wir  wenden  die  bisherigen  Resultate  auf  die  in  §  1  aufgestellten 
Lagrangeschen  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Systems  von 
n  Freiheitsgraden  in  der  Nahe  einer  Gleichgewichtslage  an.  Wir  geben 
diesen  Gleichungen  unter  Einführung  der  Hauptkoordinaten  x^  , , ,  x^ 
wie  am  Schlüsse  von  §  1  die  Form 

dxa        > 
Die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 

ti "'  -\  -n^-'-'.-'-o 


^a^ 


a  =  l 


sind 

1)  Dabei  ist  c  der  Wert  von  ic,  für  <  =  0,  während  x^  fflr  t  =  0  ver- 
schwindet. In  der  angegebenen  Lösung  kann  t  dnrch  t  -|-  Gonst.  ersetzt  werden. 
Sämtliche  aufgestellten  Potenzreihen  von  c  sind  für  hinreichend  kleine  Werte  von 
\e\  konvergent. 
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Um  periodische  Bewegungen  zn  erhalten,  nehmen  wir  an,  dafs  eine  der 
Grofsen  $. ,  s.  B.  s^  negatir  ist  Indem  wir  Y—  «^  •  t  als  unabhängige 
Veränderliche  einführen,  erreichen  wir,  dals  s^  =  —  1  wird,  so  dafs  die 
charakteristische  Gleichnng  die  Wnizehi  db  i  besitzt  Wenn  wir  an- 
nehmen, dafs  keine  der  Groben  s, , . . .  s,  gleich  Null  oder  gleich  —  m* 
(im  ganze  Zahl)  ist,  so  ist  keine  Wurzel  der  charakteristischen  Glei- 
chung gleich  ±  im  {m  ganze  Zahl).  Unser  Diffierential^eichungssystem 
besitzt  das  Integral 

r-  I7=Gonst 
oder 

^i*  H h  Jfi?  —  ^1^^ s,rf  H =  Const. 

wo  der  Koeffizient  —  Sj  =  1  von  xj  von  Null  verschieden  ist  Es  sind 
also  die  in  §  3  angestellten  hinreichenden  Bedingungen  f&r  das  Vor- 
handensein periodischer  Bewegungen  erf&llt 

Es  giebt  für  jeden  hinreichend  kleinen  Wert  von  e  eine  periodische 
Bewegung 

9)ii  =  cos^,    9>ti  =  0,    ,..9ni-0, 

mit  einer  Periode  von  der  Form 

T  =  2*  +  «,c»  +  £,c»  H 

Für  ^  =  0  verschwinden  ^Untliche  Funktionen  q>^^  (v  =  2,  3, . .  .)  und 
ihre  Ableitungen  91  r,  so  dafs  c  der  Wert  von  x^  für  <=0  ist, 
während  ari  für  <  =  0  verschwindet  Durch  Vermehrung  von  t  um 
eine  Eonstante  gehen  aus  einer  periodischen  Bewegung  unendlich  viele 
andere  hervor,  die  wir  aber  nicht  als  verschieden  betrachten. 
Setzt  man 

so  erscheint  die  periodische  Bewegung  in  der  Form 

worin 

^11  =  cos  M,     1^21  =  0,     ...  ^^,  =  0 

und 

^a.  =  ^al  +  4'ICÖ8«*  +  .  .  .  +  ^;;^^COSi;W  (.  >  1) 

ist.  Zur  Berechnung  der  ^^^  sowie  der  Koeffizienten  der  Potenzreihe 
für  T  oder  der  Reihe 
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geben  wir  den  Bewegongsgleichungen  die  Form 

Wir  nehmen  an,  der  för  ^„^  angegebene  Ausdmck  sei  fttr  v  =  1, 2, . . .  j)—  1 
giltig,  und  zeigen,  dafs  er  auch  für  v  ^p  gilt;  gleichzeitig  berechnen 
wir  1?!,  — 1,  indem  wir  iyg,...jy^_2  als  berechnet  yoraussetzen.  Die 
Rechnung  wird  wie  in  §  4  geführt;  es  fehlen  nur  in  den  ^  die  Sinus- 

glieder.     Wenn  ^„^  nur  Kosinusglieder  enthält,   so   enthält   -~^   nur 

SinuBglieder;  da  F„  eine  quadratische  Form  von  -^,  •  •  •  -j^  ist,  so 
enthält  die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  f&r  ^^^  nur  Produkte 

je   zweier  Grofsen   -^-^ (a  =  1, . . .  n;  v  =  1, . .  ./>  —  1),   die   sich   als 

Eosinussummen  darstellen  lassen;  infolgedessen  treten  auch  in  ^^^  nur 
Kosinus  auf. 

Wir  haben  den  Satz: 

Die  Lage  eines  Systems  von  n- Freiheitsgraden  mit  von  der  Zeit  t 
unabhängigen  Verbindungen  sei  durch  die  Haupikoordinaten  x^y . .  .x„  dar- 
gestettt  Es  sei  eine  Kräftefunktion  U  (x^, . . .  x„)  vorhanden,  welche  in 
der  Umgtbung  der  Gleichgewichtslage  a?i  ==  0, . . .  a;„  =  0  die  Entwicklung 
guläfst: 

Es  sei  5i  ==  —  Af  *)  negativ  und  keiner  der   Quotienten  - , ^  gleich 

dem  Quadrat  einer  ganzen  ZaJU  oder  gleich  NuU, 

Wir  Juiben  dann  eine  in  der  Nähe  der  GleichgeuncJUsl(igex^='0,...x^==0 
verlaufende  periodische  Bewegung 

9)11  =  COS  Ai^,  9«i  =  0,  . . .  9?^i  =  0, 
mit  einer  Periode  von  der  Form 


^  +  *,c*  +  ^s^+---.*) 


1)  Vorhin  war  Ijt  als  unabhängige  Veränderliche  eingeführt;  jetzt  wird  t 

nicht  transformiert. 

dx 
2)Fürt»0  ist  x^^^e^  -j^  »s  0.   Man  kann  t  nm  eine  Konstante  vermehren. 

AUe  Potenzreihen   von  e  sind  fSr  hinreichend  kleine  Werte  von  |  c  |  konvergent. 


-.  -  '*^.  •  —  -^«^  •  —  ""»^ «n  .1 

»i  -  «•  «_  «jt  =  i    -      ».;  =  * 

d»  '  imi   OB  *««fe9n»  flsa.  Tieibuiflzr  csn±  UktüpKoall 
hatcSML  r*  «an.  vj»  jl  ^  I : 

7  =  tJV-*-'  '  -        ^      *-^  =      J,  ,.   'A  .  .  .  •>    =  fl. ,, 

=  •> 

t  =-i?,  ...  *.  =  -!*, 

r«>daä  I:  =  ''.  -  -  -  i.  ==  '^'  «■£  rtaiJf  GTfidbyfirüdbfofagr  ist   Wir  m 
£!rz«r  T'/zstt.  ^i  i. , . . .  i^  carKÜeJa»  «atf  da/«  beiner  der  i^Aini 

!'«./}=l »      «^  ralMMir  zur  üt 

I>:ireL  EinfSliniiig  tob  Hsnptkoordhitten  x,  .  . .  x.  Termittdst  • 

5.  =  *.i^i  T r  *,,^. 

gehen  die  qiudimtischeii  Formen 
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^  x-^  +  .-.  +  x'*,    -  (Aja^  +  . . .  +  Ajx») 

Qber.   Zar  Berechnung  der  Substitutionskoeffizienten  A^  .^  ...  h^^  dienen 
die  Gleichungen 

es   yerhalten   sich   demnach   h^^y  . . .  A^^   wie   die  Unterdeterminanten 
einer  Zeile  der  Determinante 


Man  kann  etwa  Aj  ^  =»  1  Betzen^  worauf /^^^  ---h^a  vollständig  bestimmt  sind. 

Wir    haben    in    der  Nahe   der   Gleichgewichtslage  n  Scharen  von 

periodischen  Bewegungen;   der   Gröliae   >l^(/3  »  1, . . .  n)   entspricht  eine 

Schar  periodischer  Bewegungen  mit  von  ^  wenig  abweichender  Periode}) 
ß 

1)  Kommen  unter  den  Größen  l^, ,  .  .In  zwar  kommensurable  vor,  ist  aber  keiner 

la 

der  Quotienten  -j--(a,ß^l, ,  ,  .  n)  eine  ganze  Zahl,  so  sind  diese  n  Sduxren  von 

ß 
periodischen  Schwingungen  auch  vorhanden,  wir  können  aber  nicht  behaupten,  dafs 

damit  sänUliehe  in  der  Nähe  der  Gleichgewichtslage  verlaufenden  periodischen  Be- 
wegungen gefunden  wären.    Denn  der  Gröfse  l^  könnten  nach  dem  letzten  Absatz 

2« 
▼on  §  3  aulBer  der  gefundenen  Schar  von  Bewegungen  mit  von  -j-  wenig  ab- 

*i 

2« 
weichender  Periode   alienfEdls  noch  Beweg^gen  mit  einer  von  m—  (m  ganze 

Zahl)  wenig  verschiedenen  Periode  entsprechen,  wenn  eine  der  Gröfsen  X,,...l„ 
mit  Xj  kommensurabel  ist.  So  besitzt  z.  B.  das  System  linearer  Differentialgleichungen 

dt«       *i^'      dt«       **^' 
wenn  X^  =  S,  1,  <=  5  ist,  die  allgemeine  Lösung 

«i  =  q  C0s(3t  +  yj,  Ä,  =  c,  cos  (6t  +  y,) 

mit  der  Periode 

^    2«      .    2« 
2,-.8._  =  6.-, 

während  die  Lösung 

«,=CjC0s(3t  +  yJ,  Ä,-=0 

die  Periode  -^  ,  die  Lösung 

X|  «=  0,    x^==^c^  cos (6t  +  y,) 

%% 
die  Periode  — -   besitzt. 
o 
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Die  Be<^i^llta■g|eA.   w«i<fe  vir  im  fdgoDdai  fBr  die  erste  Schar  an- 
steDoi,  hasec  sack  asf  £e  ■  —  1  aBderm  fibertngeiL 

In  €114«    ^«■■hiiBBg  lahf  vir  die  periodisdie  Bewegung 

Xj  =  fCI»i^i.  j^  =  0,  . . .,  X,  =  0, 
vo   r   der  Wen   timi  x^  för  dm  Wert  /  »  0  ist,   f&r  welchen  x[  yer- 


(a«l,..   «) 


Dinas  folgt 

1^  =  — cA^jl^sini^lL 
Es  ist 

1,  =  ^*.,,         &  =  0    fiir    t^O, 

5.«-^*.!.    fc=0    für    *«^; 
ferner  haben  vir 

S.-0,    S. <r*.,i,    für    «-^, 

S.  =  0,    S.  =  f*.,i»         für    «  =  |f; 

die  P«ode  der  Be vcgong  ist  y-  -    Ea  «reichen  bei  Besehranknng  auf 

die    osle   Naberai^  §,,..!.   f^eichaeitig  ihre  Nnllwerie   bexw.  ihre 
extremen  Werle. 

Genao  stellen  sich  die  Koordinaten  |^  nnd  die  Geschwindigkeiten 
£!ii  er  =  1« . . .  N    folgendennalaen  dar: 

i.  =  —  cA^^Xj  sin  A^/  -r  ^  AilPiä /»  t h  *..y-«(<))  H ; 

es    ist    9^13 tO    =  0,    g^iitO-  =  0-      Die    Periode    ist    von    der    Form 
T  =  -, — -  f,c*  —  •  -  • .     Zn  den  Zeiten 

t  ^c —^ 1 

and 

i^^^c ^^-^^^ ^ ^iL!_  +  ... 

erreicht  £^  den  extremen  Wert 

la  =  <^Ki  -r  c'<Kt'Fn-f>)  -r  •  •  •  +  *a.9.t(0))  +  •  •  • 
bezw. 

I.  =  -  ^Kr  ^  -iX.^r» (-)  *  •  •  •  +  *,.9.,  (f ))  +  •  •  - 
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Die  Koordinate  |„  geht  dnrch  ihren  Nullwert  zu  den  2^iten 

und 

mit  der  Geschwindigkeit 

i;  =  -  ch^^X,  +  c^(Ki9ii  (2I;)  +  •  •  •  +  Kn^'^^i^l))  +  '- 
bezw. 

i;  =  cA„,A,  +  c»(A„,y„(2^)  +  ...  +  A„,,,;,(^))  +  .... 

§6. 
Für  ein  System   von  einem  Freiheitsgrad  sei  die  lebendige  Kraft 

WO 

-4  =  a^  +  a^x  +  ajX*  +  •  •  • 
eine  positive  Funktion  von  x  ist^  und  die  Kraftefunktion 

80  dafs   rr  =  0   eine    stabile  Gleichgewichtslage   ist.     Die   Bewegungs- 
gleichung lautet 

Ad^i    idÄ  (äxY_  dU 
^  dt*  "^  «  dx  \dt)  "^  dx 

oder,  wenn  man 

«0         ' 


Nach  §  5  ist  eine  periodische  Bewegung  mit  den  Anfangsbedingungen 
a:  ==  c,  rr'  =  0  für  ^  =  0 

a:  =  ccos  A<  +  c^q>^(i)  +  c^(Pi(t)  +  •  •  • 

Z«iUchrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  48.  Band.  1902.  9.  n.  4.  Heft.  28 
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Die  gemeinsame  Tangente  beider  Ennren  im  BerülirangBpiinkie  P  bilde 
mit  der  a>-Achse  den  Winkel  ic,  mit  der  ^-Achae  den  Winkel  &] 
dann  ist 


e^&^w,    tgö  =  ^,    tgfr  =  ^, 


also 


oder 


tgfl 


dj       dx 
'^  didx 


''"»■•••       1  +  («^  +  2a,J  +  .  .  .)(a,  +  2«,^  +  •  •  ■)' 


daraus   erhalt   man,   nachdem   man   x  durch   |   ausgedrückt   hat^   die 
Gleichung 

aus  welcher  die  folgenden  hervorgehen: 

X  =  m^e  +  m,«*  +  •  •  •, 


darin  ist 


n  = 

v,0 

+  v,««+..., 

y  = 

.n,e  +H,0*  +■■■, 

=  m. 

^     l  +  «f 

<*i 

2(«,-a,)' 

Vi 

=  ♦4 

2K  -  «,)  ' 

m. 

-IH 

V» 

-«» 

1+aJ 

Das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punkts  P  vom  Schwerpunkt  S  ist 

Bezeichnet  man  die  Masse  des  rollenden  Cylinders  mit  1  und  den 
Tragheitsradius  in  Bezug  auf  die  Achse  durch  den  Schwerpunkt  mit  k, 
so  ist  die  lebendige  Kraft 

T=H**  +  Ä»  +  y,e  +  y.e*  +  ---)(S)'- 

Die  Entfernung  des  Schwerpunktes  S  von  der  x- Achse  ist 

t/  +  gsinö+  (/i-iy)cosö  =  A  +  idiö«+}d,ö»  +  ...; 
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demnach  haben  wir  die  Erafbefonktion 

darin  ist 

Ist  d^  >  0^  so  ist  die  Lage  9  =  0  eine  stabile  Gleichgewichtslage. 
Die  Differentialgleichang  der  Bewegung  lautet 

dt^  "^  «  dB  \dt) 

|..  +  Ä.  +  y^e  +  y,e»  +  ... 

oder,  wenn  die  rechte  Seite  gleich 

der  Faktor  von  (^    gleich 
gesetzt  wird. 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  nach  §  5  oder  nach  §  9 
und  §  10  der  früheren  Arbeit  liefert  im  Falle  d^  >  0  die  kleinen 
Schwingungen  um  die  stabile  Gleichgewichtslage  9  =  0. 

§7. 

Wir  wenden  die  Ergebnisse  des  §  5  auf  ein  Beispiel  mit  zwei 
Freiheitsgraden  an. 

Ein  schwerer  Massenpunkt  bewege  sich  auf  einer  krummen  Fläche 
in  der  Nähe  einer  SteUe  0  mit  wagerechter  Tangentialebene,  Wir  unter- 
suchen die  kleinen  periodischen  Schwingungen. 

1)  Bezeichnet  man  mit  t  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  Kurve  C 
in  0  mit  der  x-Achse  bildet,  mit  r  den  Erümmnngsradias  der  Enrre  (7  in  0,  mit 
Q  den  Erfimmnngsradius  der  Kurve  F  in  Ä^  so  ist 

a,=a,  =tgT,    0,  =  ——^,     «,= 


2rc08*r'     ^        2p  cos' T 

Wenn  wir  die  Bichtnng  der  positiven  rc- Achse  so  wählen,  dafs  der  Winkel  x 
spitz  oder  gleich  Null  ist,  so  ist  r  (bezw.  q)  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je 
nachdem  die  Kurve  C  (bezw.  F)  nach  unten  konvex  oder  konkav  ist.    Dann  ist 

S.   « -—  COST  —  Ä. 

*       r—9 
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Wir  nehmen  die  vertikal  aufwärts  gerichtete  Normale  der  Flache 
in  0  zur  ;?-Achse,  die  Tangenten  der  Erümmungslinien  in  0  zu  Achsen 
X  und  y  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems.  Bezeichnet  man 
die  Hauptkrümmungsradien  der  Fläche  in  0  mit  q^  und  Q^y  so  ist  die 
Gleichung  der  Fläche 

die  rechte  Seite  ist  eine  f&r  hinreichend  kleine  Werte  von  \x\  und  \y\ 
konvergente  Potenzreihe.  Setzt  man  die  Masse  des  bewegten  Punktes 
gleich  1^  so  ist 

Demnach  sind  x,  y  Hsnptkoordinaten.    Wir  haben  (§  1  und  §  5) 

Vermittelst  der  angegebenen  Werte  von  T  und  U  lassen  sich  die 
Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen  bilden  und  nach  x\  y"  auf- 
losen. 

Einfacher  ist  die  direkte  Herleitung  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung.     Man  hat 

//  »  CZ  ,t  ^  CZ  ff  I     1 

wo 

die  Komponenten  der  normalen  Reaktion  der  Fläche  sind.  Zur  Be- 
stimmung von  k  ersetzt  man  in  der  zweimal  nach  t  differentiierten 
Flächengleichung 

ff  dz  ndz  f^d^z    .    ii    f    f    d*z     .      ,^d^z 

^"j  y'}  ^"  durch  die  rechten   Seiten  der   drei  Differentialgleichungen. 
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Man  erhält   so   ffir  die   beiden    unabhängigen   Koordinaten   Xy  y    die 
Differentialgleichiingen 


Mit  Rücksicht  auf 


^  =  iL  -L  ^f     _y  I 


erhalten  diese  Differentialgleichnngen  die  Form 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  mindestens   zweiter  Dimension   in 
Xy  y,  Xy  y'  sind. 

Ist  0  ein  elliptischer  Punkt  und  zugleich  eine  tiefste  Stelle  der 
Flache,  sind  also  q^  und  q^  beide  positiv,  so  ist  0  eine  stabile  Gleich- 
gewichtslage. Um  die  Sätze  in  §  5  anwenden  zu  können,  setzen  wir 
Yoraus,  daTs  q^  und  q^  verschieden  sind  (dafs  also  0  kein  Nabelpunkt 

ist)  und  dafs  weder  1/^  noch  l/~  eine  ganze  Zahl  ist.     Dann  sind 

zwei  Scharen  von  periodischen  Bewegungen  vorhanden,  deren  Perioden 

von  2«!/—  bezw.  2xy^  wenig  abweichen.     Wenn  1/^  irrational 

ist,  giebt  es  keine  weitere,  in  der  Nähe  von  0  verlaufende  periodische 


Ist  0  ein  hyperbolischer  Flächenpunkt,  ist  etwa  q^  >  0,  pg  <  0, 
so  haben  wir  nur  eine  Schar  von  periodischen  Bewegungen  mit  von 

2«T/—  wenig  abweichender  Periode. 

Der  Fall,  dafs  0  ein  parabolischer  Punkt  ist  (p,  ==  oo),  läfst  sich 
mit  den  bisherigen  Hilfsmitteln  nicht  erledigen;  denn  das  Verschwinden 
von  ^2  war  in  §  6  ausdrücklich  ausgeschlossen. 

Die  Bewegung  mit  der  Periode 


T^2xY^  +  6,c*  +  B,c^  + 
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die  im  ersten  und  zweiten  der  drei  aufgeführten  Fälle  vorhanden  ist^ 
wird  durch  die  Gleichungen 

X  =  ccos]/^  i  +  cVwCO  +  •  •  •> 

oder 

X  =  ccos-^  +  cVij  (^-^j  +  •  •  •, 

dargestellt;  dabei  ist  a;  =  c,  a;'  =  0  för  ^  =  0.  Die  Projektion  der 
Bahnkurve  auf  die  a;y-Ebene  ist  eine  geschlossene  Linie,  welche  bei 
kleinem  c  von  dem  Abschnitt  a;  ==  c  •  •  •  a;  =  —  c  der  x- Achse  wenig 
abweicht;  zur  Diskussion  dieser  Kurve  können  die  Formeln  am  Schlüsse 
von  §  5  dienen. 

§  8. 

Wir  behandeln    ein   weiteres   Beispiel    mit    zwei   Freiheitsgraden 
(Glocke  und  ElöppeP)). 

Der  Koffer  K^  (Glocke)  sei  um  eine  feste  wage- 
rechte  Achse  A^  drehbar  ^  der  Körper  K^  (Kläppd)  um 
eine  in  K^  hefestigtej  m  A^  paraUele  Achse  A^,  Der 
Schwerpunkt  8^  von  K^  scU  auf  der  Verbindungslinie 
A^A^  liegen.  Wir  untersuchen  die  kleinen  periodischen 
Schwingungen  um  die  Gleichgewichtsktge.  Der  Schwer- 
punkt von  JEj  sei  S^,  Die  Strecken  A^A^^l,  A^Sy^  =  i^, 
-4,/Sg  =  2,  seien  sämtlich  positiv  (gleichgerichtet).  I^  sei 
das  Trägheitsmoment  von  K^  in  Bezug  auf  die  Dreh- 
achse A^,  I^  das  Trägheitsmoment  von  JE,  in  Bezug 
auf  die  durch  den  Schwerpunkt  iS,  parallel  zu  A^ 
gelegte  Achse;  K^  habe  die  Masse  m^,  K^  die  Masse  m^. 
Zur  Zeit  t  bilde  A^A^  den  Winkel  q)^,  A^S^  den 
Winkel  g?,  mit  der  Lotrechten  (Fig.  2). 
Die  lebendige  Kraft  des  Systems  ist 

^  =  t(-^i  +  ^'*)9>i*  +  i(A  +  ^i^)9>2^  +  ^i^h  cos  (9g  -  9?i)  .  9>; 
und  die  Kräftefunktion 

?7=  (m^li  +  w,Z)^cos9?i  +  m^l^gcoB(p^, 

In  der  Nähe  der  stabilen  Gleichgewichtslage  9?i  =  0,  9,  -«  0  gelten  die 
Entwicklungen 


Fig.S. 


1)  Vgl.  Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  Bd.  IV,  §  33. 


es  ist 
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U-^  Const.  +  iCfta^i  +  ^nVl)  +  ■  • -, 

«11  =  A  +  ^P;      «22  =  ^2  +  *»2^>      «1«  =  ^^^hy 
hl  -  -  K^l  +  ^l)9>      &M  =  -  »»2^«5- 

An  Stelle   der  Koordinaten  (p^,  q>^  führen  wir  Hauptkoordinaten 
x^,  x^  ein.     Durch  eine  lineare  Transformation 

9i  =  ^1  +  ^%} 

machen  wir 

«11  vi*  +  2ai29i92  +  ö«9i*  =  ^1^  +  ^iS 

die  quadratische  Gleichung 

««11  +  hu  ««1« 

oder 


-0 


+  9^ '  m^l^{mjj^  +  m^l)  =  0 

hat  die  positiven  und  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  AJ,  A|.    Aus 
den  Gleichungen 

berechnet  man  A^  und  h^.     Die  Transformation   der  Lagrangeschen 
G-leichungen 

(Ji  +  WjP)^;'  +  ni^ll^  cos  (^2  -  g)i)9?; 

=  WjZJj  sin  (g)g  -  9i)9j«  -  (mJi  +  iW8Z)5f  8ing)i, 

Wjii,  cos  (9?,  -  (p^)q>'^  +  (7,  +  m^ll)q>'i 

=  —  mjiJ,  sin  (9?j  —  9?i)9i*  —  m,?,^  sin  g)g 

«iuf  die  Form 

iKj  +  A|a?j  =  •  •  •,     ^3  +  ^fX^  =  . . . 

^ann  hiemach  ausgeführt  werden. 
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Wenn  l^  und  A,  inkommenanrabd  nnd,  so  sind  nach  §  6  zwei 
Scharen  Yon  periodischen  Bewegungen  mit  Perioden  vorhanden,  welche 

Yon  -Y-  bezw.  -r-  wenig  abweichen.     (Sind  k^  und  X,  konuuensuiabel, 

7  1 

ist  aber  weder  ^  noch  ^  eine  ganze  Zahl,  so  sind  diese  beiden  Scharen 

von  periodischen  Schwingungen  immer  noch  vorhanden,  durch  die  bis- 
herigen Sätze  ist  aber  das  Vorhandensein  weiterer  periodischer  Be- 
wegungen nicht  ausgeschlossen.)  Betrachten  wir  die  erste  Schar  mit 
der  Periode 

wo  c  den  Wert  von  Xy^  för  den  Wert  ^  =  0  darsteUt,  für  welchen 
a:j  >-  0  ist;  die  Bewegung  wird  durch  die  Gleichungen 

Xi  =-  ccos  A^^  +  ^9is(0  H ==  ccosu  +  c*^i|(u)  H , 

dargestellt,  wo 

u  =  -y- 

ist.    Daraus  gehen  die  Gleichungen  hervor: 

9)1  =  c  cos  Aj  t  +  <?{q>^^  (t)  +  <)p„(0)  +  •  •  •, 

9,  =  cli^  cos  Ai<  +  c*(Ai 91,(0  +  *j9«i(0)  H 

oder 

9?i  =  ccosu  +  c*(V'i,(m)  -f  *2,(ti))  +  •  •  •, 

q>^  =  c/^  cos M  +  c*(/4^ij(m)  +  ä,^m(u))  H . 

Beschninkt  man  sich  auf  die  erste  Annäherung,  d.  h.  vernach- 
lässigt man  die  zweite  und  die  höheren  Potenzen  von  c,  so  nehmen 
9,  und  (p^  gleichzeitig  ihre  Nullwerte  und  gleichzeitig  ihre  extremen 
Worte  an.  Dies  ist  bei  genauer  Darstellung  der  Bewegung  nicht  mehr 
der  Fall.  Zur  Diskussion  der  Schwingungsbewegung  dienen  die  allge- 
meinen Formeln  am  Schlüsse  von  §  5. 
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Über  die  Znsammensetznng  nnd  Zerlegimg  von  Drehnngen 
auf  graphischem  Wege. 

Von  C.   Runge   in    Hannover. 

Wenn  die  Punkte  einer  Kugel  durch  stereographische  Projektion 
auf  einer  Ebene  dargesteUt  werden,  so  kann  man  durch  eine  sehr  ein- 
&che  Konstruktion  zwd  beliebige  Drehungen  um  zwei  beliebige  Achsen 
zusammensetzen.  Es  mögen  auf  unsere  Kugel  die  Ausdrücke  Nordpol, 
Südpol,  Erdachse,  Äquator,  Meridian  in  derselben  Bedeutung,  die  sie 
bei  der  Erdkugel  haben,  übertragen  werden.  Für  die  stereographische 
Projektion,  die  wir  „die  Erdkarte^'  nennen  wollen,  werde  der  Südpol 
als  Projektionszentrum  gewählt,  und  die  Ebene  des  Äquators  sei  zur 
Projektionsebene  gemacht.  Jede  Drehungsachse  kann  durch  ihre  beiden 
Pole  dargestellt  werden,  von  denen  einer  innerhalb  des  Äquators,  der 
andere  aufserhalb  liegt.  Es  genügt  auch,  nur  einen  Pol  anzugeben, 
da  jeder  Pol  durch  den  andern  bestimmt  ist.  Die  Bahn,  die  bei  der 
Drehung  um  irgend  zwei  Pole  der  ursprünglich  mit  dem  Südpol 
zusammenfallende  Punkt  beschreibt,  ist  notwendig  eine  gerade  Linie, 
die  die  Verbindungslinie  der  beiden  Pole  halbiert.  Denn  erstens  wird 
in  stereographischer  Projektion  jeder  Kreis  wieder  als  Kreis  dargestellt, 
der  in  dem  speziellen  Fall,  wo  der  Kreis  durch  den  Südpol  geht,  in 
eine  gerade  Linie  entarten  mufs,  weil  er  ja  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  stereographischen  Projektion  enthält.  Zweitens  schneidet  der  Kreis, 
welchen  bei  der  Drehung  uni  die  gegebenen  Pole  der  ursprünglich  mit 
dem  Südpol  zusammenfallende  Punkt  beschreibt,  den  Meridian  der 
beiden  Drehungspole  unter  rechtem  Winkel,  folglich  mufs  auch  in  der 
stereographischen  Projektion  die  ihm  entsprechende  gerade  Linie  die 
gerade  Linie,  welche  den  Meridian  darstellt,  unter  rechtem  Winkel 
schneiden.  Die  Bahn  des  ursprünglichen  Südpols  schneidet  aber  nicht 
nur  den  Meridian  der  beiden  Pole,  sondern  überhaupt  jeden  durch  die 
beiden  Drehungspole  laufenden  gröfsten  Kreis  unter  rechtem  Winkel. 
Unter  andern  also  auch  den  gröfsten  Kreis,  der  auf  dem  Meridian 
senkrecht  steht  und  der  also  in  der  stereographischen  Projektion  die 
Verbindungslinie  der  beiden  Drehungspole  zum  Durchmesser  hat. 
Mithin  mulis  die  gerade  Linie  ein  Durchmesser  dieses  Kreises  sein  und 
mu&  deshalb  die  Verbindungslinie  der  beiden  Drehungspole  senkrecht 
halbieren. 

Bei  jeder  Drehung  um  die  beiden  Drehungspole  yerschiebt  sich 
diese    gerade    Linie    in    sich.      Jeder    ihrer    Punkte    beschreibt    eine 


iS»nÄ&  StrwkieL     Diese  Stncken  haben  mber  nicht  die  gleidie  U^ 
MMiAen  ikmt  Imp  TBiiiert  in  moieher  Wetse,  dafs  sie  Tom  DnW 
|<4  SM  ^aeben  onter  glfifhwii  Winkel  erscheinen.    D«r  Wbikd  ait 
4«i  halb«  Drch-zngiwinkd  an.      Das   ergiebt  sich  ans  folgeDd^V. 
tndktBsg,    Sei  ^  ein  beÜebiger  Ponkt  der  geraden  Lmie,  da  äd^ 
d^  Dr^kaag  bis  oack  B  bewegt,   so    konstroiere   man  den  ^^^ 
Ems.  der  darek  A  und  doreh  die  beiden  Drehnngspole  P,  F  glt 
Däeser  Kreis  itf  aof  der  Eidkarte  durch  einen  Kreis  daigertA,  ^ 
däe  VcrbiadacgshBie  PF"  der   beiden    Drehnngspole  sor  Mm  h 


Fi«  V 


Bei  der  Drehong  geht  dieser  S^reis  in  einen  andern  Kreis  fiber,  der 
aof  der  Karte  ebenfiüb  die  YCTfaindnngsliwie  der  beiden  Drehimg^Qb 
zur  Sehne  hat  Die  beiden  S^reiBe  schneiden  sich  also  in  den  b^a 
Drehnngspolen  onter  einem  Winkel,  der  nach  den  Cigenschaften  der 
giereographischen  Abbildung  ^dch  dem  Winkel  ist,  nnter  dem  ach 
die  entsprechenden  groCsten  Kreise  aof  der  Kngel  schneiden,  d.  L  gi^cfa 
dem  DiehmngswinkeL  Nun  ist  ab  Peripheriewinkel  der  Winkel  <^  PAFj 
unter  dem  ron  A  aus  gesehen  die  Verbindungslinie  der  beida 
Drehnngspole  erscheint,  ^eich  dem  Winkel  A'PT'  den  die  Tas- 
gente  PA'  im  Drehimgspol  P  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Pole  bildet  Folglich  ist  der  Unterschied  der  beiden  Winkel,  unter 
denen   PP'   ron  A   und   Ton   B  aus   gesehen    erscheint,   gleich  dem 
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Drehangswinkel  A'PB'.  Dieser  Unterschied  ist  aber  gleich  dem 
doppelten  des  Winkels  -^  BFA  oder  BP'Ay  unter  dem  die  Strecke 
AB  Ton  den  Drehungspolen  aus  gesehen  erscheint.  Mithin  ist^  wie 
behauptet,  der  Winkel,  unter  dem  AB  von  den  Drehungspolen  ge- 
sehen erscheint,  gleich  dem  halben  Drehungswinkel. 

Anstatt  die  Drehungspole  und  den  Drehungswinkel  anzugeben, 
genügt  es  auch,  nur  die  Strecke  AB  anzugeben.  Denn  aus  ihr  kann  man 
sowohl  die  Drehungspole  wie  den  Drehungswinkel  finden.  Um  zunächst 
die  Drehungspole  zu  konstruieren,  ziehe  man  durch  den  Nordpol  N  eine 
Parallele  im  AB.  Femer  fälle  man  vom  Nordpol  ein  Lot  NM  auf 
die  Oerade  AB  oder  ihre  Verlängerung.  Um  den  Fufspunkt  M  dieses 
Lotes  als  Zentrum  schlage  man  einen  Kreis,  mit  einem  solchen  Radius, 
da(s  er  den  Äquator  in  denselben  Punkten  C,  C  scheidet,  wie  jene 
Parallele  za  AB,  Dieser  Kreis  ist  ein  grölster  Kreis;  denn  er  schneidet 
den  Äquator  in  Antipoden  C,  C\  Da  er  aufserdem  die  gerade  Linie 
AB  senkrecht  schneidet^  so  ist  er  der  Kreis,  der  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Drehungspole  P,  P'  zum  Durchmesser  hat.  Die  beiden 
Drehungspole  liegen  auf  der  Geraden,  die  den  Mittelpunkt  M  dieses 
Kreises  mit  dem  Nordpol  verbindet.  Mit  den  Polen  ist  nun  auch  der 
Drehungswinkel  gefunden;  denn  er  ist  gleich  dem  doppelten  des 
Winkels  ^  BFA,  unter  dem  die  Strecke  AB  von  den  Drehungspolen 
aus  gesehen  erscheint.  Jede  beliebige  auf  der  Erdkarte  gezogene 
Strecke  stellt  also  eine  gewisse  Drehung  dar.  Zwei  verschiedene 
Strecken  stellen  Drehungen  um  verschiedene  Drehungsachsen  dar,  wenn 
sie  nicht  in  derselben  Geraden  liegen;  dagegen  stellen  sie  Drehungen 
um  dieselbe  Achse  dar,  wenn  sie  in  derselben  Geraden  liegen.  Jede 
Drehung  kann  durch  eine  gerade  Strecke  dargestellt  werden,  mit  Aus- 
nahme der  Drehungen  um  die  Erdachse  selbst.  Bei  diesen  ist  die 
gerade  Strecke  ins  Unendliche  gerückt,  und  es  ist  nur  der  Winkel 
übrig  geblieben,  unter  dem  sie  vom  Nordpol  aus  gesehen  erscheint. 
Man  kann  sich  diesem  Grenzfall  beliebig  genau  nahem,  wenn  man 
einen  der  Drehungspole  sehr  nahe  am  Nordpol  annimmt.  Die  Strecke 
liegt  dann  sehr  weit  entfernt,  während  sie  vom  Pol  aus  gesehen  immer 
unter  dem  halben  Drehungswinkel  gesehen  erscheint. 

Wenn  man  zwei  Drehungen  auf  diese  Weise  durch  zwei  gerade 
Strecken  AB,  CD  dargestellt  hat,  so  kann  man  durch  die  folgende  gra- 
phische Konstruktion  die  beiden  Drehungen  zu  einer  einzigen  zusammen- 
setzen. Man  verlängere  zunächst  die  beiden  Strecken,  bis  sie  sich  schneiden. 
Alsdann  verschiebe  man  die  erste  Strecke  in  ihrer  Geraden,  bis  ihr  End- 
punkt in  den  gefundenen  Schnittpunkt  E  fällt.  Der  Anfangspunkt  mufs 
dabei  so  verschoben  werden,  dafs  der  Winkel,  unter  dem  die  Strecke 
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Tom  Pol*  P  »OS  ise^ehen  erscheint,  derselbe  bleibt  ^ÄPB  =^  FPE. 
In  ähnlicher  WfNse  T^r$chiebt  man  aach  die  zweite  Strecke;  nur  soll 
hjMr  «iw-  Aofiui^paiikt  mit  dem  Schnittpunkt  E  der  beiden  Geraden 
«uMoniiMatiiiU«^.  wikhrvnd  der  Endpunkt  G  so  liegen  muss,  dafs  die 
Slr^*kv  v\ui   iknHU  l>nAuBgspc4  Q  geeehen  wieder  unter  dem   halben 

Orehnngswinkel  erscheint  ^  CQD 
^*  ^  =  EQG.    Sind  die  beiden  Strecken 

wti  diese  Weise  aneinander  gelegt, 
•o  siclk  die  Strecke,  die  den  An- 
F  der  ersten  mit  dem 
G  der  zweiten  yerbindet, 
Drehung  dar.   Die 
ist    also    ganz 
vie    bei    d«*  Zusammen- 
i^ott  Küftai,  nur  geht  die 
n^t     durch     den 
ijoBHimickaftlichcn    Angriffiipimki 
Jkfli^   Aama  Gnude   ist  auch  die 
nidit     unabhängig 
der   RiiiiwfiJgi     der   beiden 
Vcftutscht     man 
^  Reihenfolge  4er  beiden  Dreh- 
¥:iL  so  liegt  die  reraltMraide  Strecke 
f«#M««)tt;  xod  infolge  dessen  i«t  die  Achse  der 

Vfc     «.««^«^i».    -«**-  ^«*^    •«^  Chwhungen  in  dieser  Weise  zusammen- 

^■■^  .^^   i«r  Mden  Geraden  sich  bei  der  betreffenden 

-v»^  ^«    ^J»»*    «rt«üi»:öt      Seien  FE   und  EG    die    beiden 

**.Ä.-'»**   ^^••••»Wfc,   iu*i  daher  nach  der  Behauptung  FG  die 

.^t^ituiig  entsprechende  Strecke,  so  sieht   man 

sKii  durch  die  beiden  aufeinanderfolgenden 

■^i««ii&.      Bei    der   ersten    Drehung    gelangt    der 

^  .*iti  >öw*;ke  FG  wird  bei  der  ersten  Drehung 

,_  j^j^    •üh.-H.ii;  aber  der  Winkel,  den  sie  in  F  mit  der 

-*.  *<^    >^>*  ierselbe  bleiben.     Denn  auf  der  Kugel  wird 

x  -^T^üxuug  nicht  geändert,  folglich  muls  er  w^en 

vjN?*-.uaag  auch  auf  der  Karte  derselbe  bleiben.    Die 

,.,.     •  iT    Ol   ihrem  Anfangspunkt  wird  also  durch  die 

..,:m   ^^«uiaeK.      In    derselben  Weise   folgt,   dafs   ihre 

V.     .^^     .weiten  Drehung  nicht    geändert   wird.     Das 

xo.t.a«i    ui^   darin,    dafs   durch   die   beiden  Drehungen 
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rasammen  der  Anfangspunkt  der  Linie  FG  von  F  nach  G  rückt, 
wahrend  ihre  An&ngsrichtong  vorher  und  nachher  dieselbe  ist.  Wenn 
nnn  durch  die  resultierende  Drehung  der  Punkt  G  in  einen  Punkt  G' 
übei^ht,  so  muls  der  Kreis,  der  durch  die  drei  Punkte  F^  G,  G'  ge- 
legt werden  kann,  bei  der  Drehung  in  sich  übergehen.  Da  aber  seine 
Richtung,  wenn  er  in  demselben  Sinne  durchlaufen  wird,  in  F  und  in 
G  dieselbe  sein  mufs,  so  ist  dies  nicht  anders  möglich,  als  wenn  er  in 
eine  gerade  Linie  entartet,  d.  h.  die  Gerade  FG  geht  bei  der  resul- 
tierenden Drehung  in  sich  selbst  über.  Der  Winkel,  unter  dem  die 
Strecke  FG  von  dem  zugehörigen  Pol  aus  gesehen  erscheint,  ist  der 
halbe  Drehungswinkel. 

Ist  die  eine  der  beiden  zusammenzusetzenden  Drehimgen  eine  Drehung 
um  die  Erdachse,  so  liegt  der  Punkt  E  im  Unendlichen.  Ist  die  erste 
Drehung  durch  eine  gewisse  Strecke  dargestellt,  so  hat  man  diese  in 
ihrer  Geraden  so  zu  verschieben,  dals  ihr  Endpunkt  E  ins  Unendliche 
fallt.  Zu  dem  Ende  hat  man  durch  den  zugehörigen  Drehungspol 
eine  Parallele  zu  der  geraden  Linie  zu  ziehen  und  hieran  den  halben 
Drehungswinkel  so  anzulegen,  dafs  der  eine  Schenkel  in  die  Parallele 
fallt,  wahrend  der  Scheitel  im  Pol  liegt.  Der  andere  Schenkel  schneidet 
dann  die  gerade  Linie  der  ersten  Drehung  in  dem  Punkte  Fy  dem  An- 
fangspunkte der  die  erste  Drehung  repräsentierenden  Strecke.  Die 
unendliche  Strecke  FE  (wo  E  im  Unendlichen  liegt)  ist  nun  um  den 
halben  Drehungswinkel  der  zweiten  Drehung  um  F  zu  drehen.  Dann 
stellt  sie  die  resultierende  Drehung  dar. 

Ist  die  erste  Drehung  eine  Drehung  um  die  Erdachse,  so  ist  der 

Anfangspunkt  der  zweiten  Strecke  ins  Unendliche  zu  verlegen.     Dann 

stellt  der  Endpunkt  G  der  zweiten  Strecke  auch  den  Endpunkt   der 

resultierenden  Strecke  dar,  deren  Anfangspunkt  im  Unendlichen  liegt, 

wo   er   durch  die   erste   Strecke   herumgeschwenkt  worden   ist.      Die 

Richtung   zwischen    der    resultierenden   Strecke    und    der    die    zweite 

Drehung  repräsentierenden  ist  gleich  dem  halben  Drehungswinkel  der 

ersten  Drehung.    Von  dem  Dreieck  FEG  liegt  also,  wenn  die  Drehung 

um  die  Erdachse  die  zweite  ist,  die  Seite  EG  im  Unendlichen;  wenn 

dagegen  die  Drehung  um  die  Erdachse  die  erste  Drehung  ist,  so  liegt 

die  Seite  FE  im  Unendlichen.    In  beiden  Fällen  haben   wir   es   mit 

der  Schwenkung  einer  Strecke  zu  thun,  von  der  nur  ein  Endpunkt  im 

Endlichen   liegt.     In   dem   ersten   Falle   liegt   der   Anfangspunkt    der 

Strecke  im  Endlichen,  im  zweiten  Falle  der  Endpunkt. 

Aus  dieser  graphischen  Zusammensetzung  der  Drehungen  folgen 
mit  Leichtigkeit  eine  Anzahl  Lehrsatze. 

Sind   zwei   beliebige   von    einander   verschiedene   Drehungsachsen 
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gegeben,  so  kann  man  immer  zwei  DrehungBwmkel  finden  toi  ^ 
Alt,  dafs  die  reeultierende  Drehung  bei  vorgeschriebai»  B«4tty. 
der  beiden  Drehungen  um  irgend  eine  yoi^eschriebeiie  kam  erik 
Die  DrehungBwinkel  sind  eindeutig  bestimmt. 

Der  Beweis  liegt  unmittelbar  darin,  dais  man  die  den  ^kj^ 
Drehungsachsen  entsprechenden  beiden  Geraden  durch  die  der  tv^ 
schriebenen  dritten  Achse  entsprechende  Gerade  schneidet  DasSkWi 
auf  dieser  dritten  Geraden,  das  von  der  ersten  Geraden  AB  m  ziöi 
BC  fahrt,  stellt  die  gesuchte  Drehung  dar.  Auch  wemi  iit  dm  { 
raden  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  behalt  das  Theorem  eioca  Si 
Nur  hat  man  es  dann  mit  unendlich  kleinen  Drehungen  m  Üam,  oi 
Verhältnis  eindeutig  bestimmt  ist     Schreibt  man  die  entgegengcK 


Fig.  S. 


Reihenfolge  vor,  so  bleiben  die  absoluten  Betri^  der  Drehung 
selben;  nur  müssen  sie  im  entgegengesetzten  Sinne  genommen 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Drehungen  müssen  i 
selben  Sinne  erfolgen,  aber  um  Winkel,  die  die  ersten  zu  36 
ergauEen.  Bei  unendlich  kleinen  Drehungen,  bei  denen  nur  d 
haltnis  der  Drehungswinkel  bestimmt  ist,  kann  die  Beihenfo: 
Drehungen  auch  vertauscht  werden,  ohne  die  Drehungen  im  ei 
gesetzten  Sinne  zu  nehmen.  Bei  endlichen  Drehungen  dage 
dies  niemals  der  FalL  Die  Vertauschung  der  Reihenfolge 
Drehungen  um  Terschiedene  Achsen  muls  immer  eine  Ändera 
resultierenden  Achse  zur  Folge  haben. 

Es  seien  auf  der  Karte  zwei  beliebige  Strecken  gegeben,  d 
wie  oben  gezeigt  wurde,  zwei  gewisse  Drehungen  darstelle 
welcher  Beziehung  steht  alsdann  der  Schnittpunkt  ihrer  beiden  ( 
zu  den  beiden  Drehungsachsen?     Die  vier  Pole  der  beiden  Die 
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IS^B   auf  einem  grö&ten  Kreise.     Auf  der  Karte  mufs  dieser  Kreis 
UQieii   Mittelpunkt  in   dem  Schnittpunkt   der   beiden  Geraden   haben. 
enn  jede  der   beiden  Geraden  ist   der   geometrische  Ort   der  Mittel- 
^inkte  aller  Kreise ,    die  auf  der  Karte,  durch   die   betreffenden  Pole 
"^^en.     Auf  der  Karte  müssen  daher  alle  vier  Pole  von  dem  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden  gleich  weit  entfernt  sein.     Auf  der  Kugel 
^otspricht  dem  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  das  Spiegelbild  des 
^  ^tldpols  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  gröfsten  Kreises,  der  durch  die 
^;ier  Drehimgspole   läuft.     Denn   die   geraden   Linien   der   Karte   ent- 
-  vpxechen  ja   auf  der   Kugel   Kreisen,    die   durch   den   Südpol   laufen. 
^  ;3ie8e  Kreise  schneiden  den  gröfsten  Kreis  der  vier  Drehungspole  unter 
."eehtem  Winkel.     Mithin  schneiden  sie  sich  aufser  im  Südpol  in  dem 
äpiegelbilde  des  Südpols  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  gröfsten  Kreises. 
Dieser  Punkt  entspricht  daher  dem  Pimkte,  der  auf  der  Karte  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  dargestellt  wird. 

Denkt  man  sich  zwei  beliebige  Drehungen  so  gelegt,  dafs  der 
durch  die  vier  Pole  laufende  grö&te  Kreis  in  den  Äquator  fällt,  dann 
schneiden  sich  die  entsprechenden  geraden  Linien  im  Nordpol.  Eine 
Strecke  auf  einer  dieser  Geraden,  die  irgend  eine  Drehung  um  den 
zogehörigen  Drehungspol  darstellt,  hat  alsdann  dieselbe  Länge,  wenn 
man  ihren  Anfangspunkt  oder  ihren  Endpunkt  in  den  Nordpol  legt 
{AN=NA\  B'N  =  NB).  Denn  von  dem  betreffenden  Drehungspol 
aus  gesehen,  erscheint  sie  in  beiden 
Lagen  unter  demselben  Winkel.  Wenn 
man  nun  auf  beiden  Geraden  je  eine 
solche    Strecke   konstruiert   und    sie    in 

*  der  oben  beschriebenen  Weise  zu  einer 

*  dritten  Strecke  zusammensetzt,  so  bleibt 
die  zusanmiengesetzte  Strecke  AB,  B'A\ 
wenn  man  die  Reihenfolge  der  Drehungen 
vertauscht,  offenbar  von  gleicher  Rich- 
tung und  von  gleicher  Länge,  nur  liegt 
sie  in  beiden  Fällen  nicht  in  derselben 
Geraden,  das  heilst,  die  Drehungsachse 
ist  in  beiden  Fällen  nicht  dieselbe.    Nun 

liegen  aber,  wie  man  leicht  erkennt,  die  beiden  Geraden  AB,  B' A' 
gleich  weit  vom  Nordpol  entfernt,  und  die  zugehörigen  Pole  der 
beiden  resultierenden  Drehungen  liegen  ebenfalls  vom  Nordpol  gleich 
weit  entfernt  in  entgegengesetzten  Richtungen.  Die  beiden  zusammen- 
gesetzten Strecken  erscheinen  von  ihren  Polen  aus  gesehen  unter 
demselben  Winkel.     Mithin   hat   man   den   folgenden   Satz:   Bei  Yer- 


Fig.  4. 
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tauBchimg  der  Reihenfolge  zveier  beUebigen  Drehungai  bWtV.  .•. 
Betrag  der  Drehang  anTerindert.  mir  die  Drehongsacliae  ist  ^ 
andere.  Die  beiden  resnltierendeii  DrehnngBachflen  bilden  ^ 
Winkel  mit  der  Ebene,  die  die  beiden  Achsen  der  imissi 
gesetzten  Drehungen  enthilL  Hier  ist  sie  zor  Aqnatorebent  ^^ 
Die  Ebene  der  beiden  resultierenden  Drehnngsaehsen  steht  acf 
Ebene  der  gegebenen  Achsen  senkrecht.  Ffir  sehr  kleine  Drehn 
ist  der  Winkel,  den  die  resultierenden  Drehungsachsen  mit  der  I 
der  gegebenen  Drehungen  bilden ,  sehr  klein.  Er  wird  neimz^ 
wenn  die  beiden  gegebenen  Drehungen  beide  180  Grad  sind.  In  i 
Qrenzfall  ist  der  Drehungswinkel  gleich  dem  doppelten  des  ^' 
den  die  beiden  gegebenen  Achsen  mit  einander  bilden.  Bei  VertaQ; 
der  Reihenfolge  der  beiden  gegebenen  Drehungen  kehrt  sich  hi 
Sinn  der  resultierenden  Drehung  ein£EU^h  am. 

Diese  Beispiele  mögen  genügen,  um  zu  zeigen,  mit  ^ 
Leichtigkeit  sich  die  graphische  Konstruktion  für  die  Zusammen 
der  Drehungen  verwenden  läfst.  Es  möge  dem  Leser  selbst  üb 
bleiben^  andere  Anwendungen  dieses  Veirfahrens  zu  bilden.  Sc 
sich  z.  B.  die  Drehungen  der  regulären  Korper  darstellen,  wo 
der  Figur  die  fundamentale  Eigenschaft,  daCs  die  Drehnngi 
Gruppe  bilden,  (d.  h.  dafs  irgend  zwei  Drehungen,  die  einen  n 
Körper  mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  eine  resultierende  1 
geben,  die  dieselbe  Eigenschaft  hat),  deutlich   hervortritt. 

Eine  andere  Aufgabe,  die  sich  mit  der  graphischen  Dai 
der  Drehungen  lösen  läfst,  ist  die  Zerlegung  einer  gegebenen  ] 
in  drei  Drehungen  um  vorgeschriebene  Achsen.  Dies  kann  ai 
verschiedene  Weisen  geschehen,  und  durch  graphische  Konstra 
^8  nicht  schwer,  die  verschiedenen  Lösungen  durch  Probieren  zi 


* 
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Über  die  Zerlegung  empiriscli  gegebener  periodischer 
Funktionen  in  Sinnswellen. 

Von  G.  Runge  in  Kirchrode  bei  Hannover. 

Die  Zerl^nng  empirisch  gegebener  periodischer  Funktionen  in 
SinuBwellen  spielt  auf  verschiedenen  Gebieten  eine  wichtige  Rolle. 
Neuerdings  scheint  besonders  bei  einigen  elektrotechnischen  Unter- 
suchungen Nachfrage  danach  zu  sein,  seitdem  zweckmäfsige  Apparate 
konstruiert  sind,  mit  denen  man  Strom-  und  Spannungskuryen  auf- 
zunehmen im  stände  ist.  Nun  ist  die  Methode  der  Zerlegung  zwar 
schon  seit  langem  bekannt.  Aber  einige  Abkürzungen^  welche  ich  hier 
vorschlagen  will,  sind  meines  Wissens  neu.  Ich  gebe  im  folgenden 
ein  Schema,  nach  dem  man  die  Rechnung  leicht  und  sicher  ausführen  kann. 

Die  Periode  sei  in  4w  Teile  geteilt,  und  es  sollen  yo^iVs  •  •  •  Vam-i 
die  zum  Anfang  der  Periode  und  den  4w  —  1  Teilpunkten  gehörigen 
Ordinaten  bedeuten.  Die  unabhängige  Veränderliche  x  denke  ich  mir 
als  Winkel  und  zwar  so,  dafs  der  Wert  x  einen  Winkel  von  90x/n 
Grad  bedeutet.  Das  heifst  mit  andern  Worten  x  mifst  den  Winkel  in 
Einheiten  von  90 /n  (Jrad. 

Die  Summe  der  zu  bestimmenden  Sinuswellen  bezeichne  ich  mit 
N^.    Es  ist  also 

N^  =  Bq  +  Aismx  +  A^sin2x  + \-  A^ sin  rx 

By  m^ X  +  B^  co^2x  -^ h  -B^cosrrr, 

wo  r  kleiner  als  2n  sein  mufs,  weil  sonst  mehr  Unbekannte  als 
Ordinaten  vorhanden  sind  und  die  Unbekannten  daher  nicht  eindeutig 
bestimmt  wären. 

Die  Koeffizienten  BqA^B^A^B^  . .  .  A^B^  werden  nun  bekanntlich 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  dafs  die  Summe  aller  Fehlerquadrate 

möglichst  klein  werden  soll.  Diese  Bedingung  liefert  die  Gleichungen 
(1)     4nB^=^y^,    2nA;,^^y^smal,    2n2/^  =  ^y„cosaA. 

/a  =  0,1,2,  ...,4»-l\ 
V=      1,  2,  ...,r  / 

ak  bedeutet  dabei,  wie  oben  schon  bemerkt  wurde,  einen  Winkel  von 
^ak/n  Grad. 
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()in  «o  J)«reclmeten  Werte  ^,  B  sind  von  d«n  gewählten  Werte 
von  r  unabhängig,  so  lange  nnr  r<,2n  bleibt  Es  ist  for  die^  Ent- 
wicklung der  Formeln  am  bequemsten,  wenn  man  r  »  2fi  —  1  nimmt 
iukI  noch  das  Glied  B^^coB2nx  hinznf&gt,  also  dafs 

N,—  Ii^-\-  A^nin  x  +  A^sm2x+  '"  +  Ä^^_^  sin  2«  ~  Iz 

+  jBj  C08X  + J^cos2x+  •••  +-Bäii-i  cos2«  — lz  +  -B^^cos2wx. 

l>iuui  hat  mau  gerade  so  yiel  zu  bestimmende  Koeffizienten  A^  B  wie 
(>r\liuaWu  y«     Dabei  wird  B^^  ähnlich  wie  B^  durch  die  Formel 


^^B^n^^Va^^^^^^ 


iC^lK^b^n«  wfthrettd  b«i  dm  anderen  Koeffizienten  A^  B  auf  der  linken 
S^iW  :f«»  $lalt  4»  lu  schreiben  ist 

K»  hitt^iNri  Balürlich  niefats,  von  den  Gröfsen  AB  nnr  die  ersten 
#u  b^cvctoii^tt^  wfNUi  auaft  sich  mit  der  Annäherung  begnügen  will, 
^]t^  vlxv  «Tj^tt  W^ka  ^wikraL  Berücksichtigt  man  aber  alle  Glieder, 
^v  ^tp^l  ftör  tf  —  iK  L  i  ^ « ^*  4ii  —  1  der  Näherungswert  iV,  mit  der 
^S<«iC#^>^ttM  VV^tUM*^  9^  y—tt  Hbeareinstimmen. 

V^%ii«itoMl  ittiatt  j:  XML  Am  —  Xy  so  gehen  in  der  Formel  für  N^ 
>Utv  ^!^aiMti|<jM^  u»  li)nilp>pi«|yiwlil<   über,  und  es  ist  daher: 

>\       >\^,,  — S'V-A^sinaa:,      (««     i,  2,   ..,«ii-i) 
\     .-    y^^^^-^i^^B^cosax         (a  =  0,  1,  2,    ..,  S«) 
siVi.   H*^4%    ^  >Htt»^  3^^  ^  K«W  l\  1,  2,  .  .  .,  2n  bedeutet 
t        fv.    .  ^^^A^smaX, 
.       I,,      -:?2£,co8«A. 
>w\x   v^»-*    *»*tet  4   4iia.  k  Ä  Werte  0,  1,  2,  . , .,  2n  durchlaufen 

>%  .    v.a*v.;K%%    .u     ;w  t»j»«;  v«4  *    *  y*«-!  ^^  ^^^^  Reihen,    von 
,,,,..      :v       '^^vi*         V»     •^vOxis    ii*w'V  >.»k^  läuft 

\    ^  ^  ,•»•-! 

X,..      x      *\;ivvwM„%.M    iiw  NftWiTW«  der  untereinander  stehenden 


'.       >s  ^,_, 
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Zu  den  Snmmen  fügen  wir  noch  vorn  die  Gröfse  b^  ^  y^  and  hinten 
die  Ghrofse  &s«  =  J/sn  hinzn.  Alsdann  können  die  Gleichungen  (2)  in 
der  Form  geschrieben  werden; 

6^=^^2i?„co8a/l 

a 

für  «  =  0,  1,  2,  . . .,  2w     und     A  =  1,  2,  . . .,  2n  -  1, 
for  A  =  0  und  A  =  2»  dagegen  ist 

26o   =^2-B^cos«0, 

a 
(2)  (a  =  0,  1,  2,  ...,2») 

263,  =^25^  COS  «2«. 

a 

Diese  Formeln  haben  genau  dieselbe  Form  wie  die  Gleichimgen,  die 
Ä^  und  Bj^  durch  die  Gröfsen  a^  und  &„  ausdrücken.  Denn  die  Glei- 
chungen (1)  lassen  sich  schreiben: 

2nÄj^  =  y g^  sin  aA, 

(1*)  irr 

2n5;i=2*„cosaA 

a 
(o  =0,  1,  2,  .  .  .,  2»    und    Jl  =  I,  2,  .  .  .,  2»  —  1) 

und  für  A  =  0  und  A  =  2w 

^hBq   =^^&„cosaO, 

(1*)  "^ 

4w-B,„=^6„cosa2w, 

a 

da 

sin  (4n  —  a)A  =  —  sin  «A, 

cos  (4m  —  a)A  =      cos  «A. 

Mit  andern  Worten :  Genau  wie  die  Gröfsen  a,  b  aus  den  Koeffizienten 
2^;  2-B  berechnet  werden,  genau  so  werden  die  Gröfsen  2nAy  2nB 
aus  den  Gröfsen  a,  b  gefunden.  Oder  anders  ausgedrückt:  Die  Glei- 
chungen (2)  bleiben  richtig,  wenn  man  rechts  a,  &  statt  2Ä,  2B  ein- 
setzt und  zugleich  links  2nAf  2nB  statt  a,  b  schreibt.  Da  man  aus 
a  und  b  zugleich  auch  die  Ordinaten  y  findet,  so  kann  man  also  sagen: 
Es  ist  algebraisch  dieselbe  Aufgabe  die  Wellen  zusammenzusetzen  und 
eine  gegebene  Funktion  in  Wellen  zu  zerlegen. 
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Wir  betrachten  hier  die  Zerlegung  und  werden  von  der  Zusammen- 
setzung nur  als  Kontrolle  der  Zerlegung  einen  Gebrauch  machen. 

Um  die  Summationen  der  Gleichimgen  (1*)  auszufahren ,   werden 

die  Glieder  zusammengefafst^   die  denselben  trigonometrischen  Faktor 

besitzen. 

Es  ist 

sin  (2n  —  a)A  =  ±  sin  ail     (—  wenn  A  gerade,  +  wenn  A  ungerade), 

cos  (2n  —  a)A  =  T  cos  ail     (+  wenn  X  gerade,  —  wenn  A  ungerade). 

Wir  schreiben  die  Gröfsen  a  und  die  Gröfsen  h  in  zwei  Reihen,  von 
denen  die  zweite  von  rechts  nach  links  lauft,  und  bilden  die  Summen 
und  Differenzen  der  untereinander  stehenden  Gröfsen: 

«1        o,        aj       . .    a^_^  a, 

^n-l    ^n-i    »n-S  »«+1 


%        Summe:     ci^         o^         CI3  ^n-i  ^n 

Differenz:  ai        a2        ai  Oi^.i 

60    61        6,        ...  6^.1 

Summe:     Bq    h^        b,  ^n^i  ^n 

Differenz:  bo    b[        hi  bi-i 

Bei  den  Summen  werden  On  =  a«  und  6«  =»  &n  als  letzte  Glieder 
angefügt. 

Dadurch  nehmen  die  Gleichungen  (1*)  die  folgende  Form  an 

2n^^   ==  ^tt^sin  ak,  (a  =  i.  2, .. .,  •> 

2WjB^     =  ^bgCOSttA,  (0  =  0,  1,  ...,  n  — 1) 

2nA;^   =^^aaSinaA,  («=     1, 2, ....  »  —  i) 

2nJS^  =y6^cos«A, 

4nB^  =6^  +  61  +  62+      "'  +  K 
4nIi,^=ho-h,  +  b,-b,--±b,. 


A  =  1,  3,  5 


(1**)  A  =  2,4,6 


A  =  0,  2n 


(a  =  0,  1,  2,.. 


y^^  und  A^^_x  können  am  bequemsten  zugleich  ausgerechnet  werden, 
ebenso  Bj^  und  i?2n-;i?  i^dem  man  die  Glieder  der  Summen  für  Ä^ 
abwechselnd  in  zwei  verschiedene  Kolonnen  schreibt  und  die  beiden 
Kolonnen  für  sich  addiert.  Die  Summe  dieser  beiden  Resultate  giebt 
daim  Aj^,  die  Differenz  giebt  ^2n-;i-  Analog  verhält  es  sich  fftr  B^ 
und  B^^_x. 
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In  dem  folgenden  Schema  ist  die  ganze  Rechnung  ftir  den  Fall, 
daüs  die  Periode  in  12  Teile  geteilt  ist^  dargestellt: 

Ordinaten:  y^  y^  y^  y,  ^4  1/5 

ViiVi^y^  y%  Vi  ye 

Differenz:         a^  ct^  a^  a^  a^ 
Summe:       \  \  h^  &,  h^  h^  h^ 


<h  ^«  ^8 

Summe:      0^  o,  0, 
Differenz:  Uj-  a^ 


Summe: 
Differenz: 


^0  ^1  h  h  ^1 

^6  ^5  K  ^ 

\  61  b,  b,  Differenz:  a' 

K  K  K 


K 


Summe:  c^  c. 


-7 

Sin 
i  =  l,6 

as- Glieder 

1  =.  2,  4  1  1  =  3 

a  =  i,  5  1 

CoRinus- Glieder 
i  =  2,  4        i  ==  3 

X  —  O,  6 

sin  30» 
sin  60» 
sin  90» 

Ol 

,       ,    i 
0,    0,    1 

^«    1 

-6.       b. 
Bo  -6, 

b" 

Co     C, 

1.  Kolonne 

2.  Kolonne 



i 

1 

— 

Summe: 
Differenz: 

6^1 

6^j       6^, 
&A^ 

6^1 
6-B5    ! 

6^ 
65^ 

65, 

12  5o 
125, 

*^ 

Fig.  1. 

^ 

0 

\ 

^ 

'& 

V/ 

^ 

Die  Tabelle  des  Schemas  ist  dabei  so  zu  verstehen,  dafs  die 
Glieder  der  Reihen,  vor  welche  sin  30®,  sin  60^,  sin  90®  geschrieben 
sind,  mit  diesen  Werten  multipliziert  gedacht 
sind.  Die  Produkte  sind  in  die  Tabelle  einzu- 
setzen. Da  sin  30®  den  Wert  J ,  sin  90®  den  Wert  1 
hat,  so  sind  diese  Produkte  unmittelbar  zu  bil- 
den. Die  vier  Multiplikationenmit  sin  60®  bleiben 
dann  allein  auszuführen.  Alles  übrige  sind  Addi- 
tionen und  Subtraktionen.    Für  A  =  0,  3,  6  sind 

die  Glieder  noch  weiter  zusammengefaTst.  Das  ist  immer  möglich, 
wenn  X  einen  Teiler  mit  n  gemein  hat,  also  z.  B.  immer  für  A  ^  0, 
n,  2n. 

Ein  numerisches  Beispiel  wird  am  besten  zeigen,  mit  wie  wenig 
Mühe  nach  diesem  Schema  eine  Funktion  zerlegt  werden  kann. 

Es  sei  die  periodische  Funktion   der  Figur  1   graphisch  gegeben. 

Zwölf  Ordinaten  genügen  in  diesem  Fall,  um  die  Kurve  einiger- 
mafsen  genau  zu  charakterisieren.  Nach  dem  Schema  gerechnet  er- 
halten wir: 


m  SiBOinrdlen. 

:-4.+       lä.»       1±.<«        T.7        43       1.4  —4.6 

-  fj»-   aü-   «3-   &3-6l8 

-  ü.*  ~it»  ~  ITX«  ^  1±5  ^  8^ 

:*-    -    yj-  -    ±J  -    LS  -    3:9—5.4-4.6 


Vi 

-  14.0  -:-    9J0  -r  2.1  -  1.6 

-  4i6  -    5l4  -  3.9 

-  5W.-  -  5*4 

-  1-44  —    .V4 

-17 

•!> 

-   ^.4  -r   3.6  -  lii  -  1.6 
-r  1*j5  -r  144  -f  6.0 

-1*6                   9.4+3.6 
-    6L0               -  1.8  - 1.6 

«^lE.: 


ii> 


Dst:       12.6    Sum.:  +  7.6  +  2.0 


i— s 

CiiriMi-GBtder 
i=  1.  »     1=1.  4  l  =  Z 

:  1  =.  0,  6 

1^4 

l±i»  VI 

13L> 

3L0 

123 
ISüS 

0:9  1.8 

9.4  1-6   12.6 

,7.6  2.0 

A4 

113 
S.1 

21j6 
123 

10L3 
3.4 

!     7.6 
2.0 

44 

lS-> 

34.1 
9.1 

13.7      12.6 
6.9 

9.6 
5.6 

v>.^;  »:>  ^  rv:fj:>  »>  5ia  r  —  ?>•>  »^siii  ?j  —  13.>^  t^sin  3t  +  4.4/6 sin  4x 

—  ?.•>  6  am  bx 

-  :U1  f>cv«r-  KxT  6«»5?x-^  1?.6  6«»3x  +  6.9/6cob4j: 

-  9.1  6  cos  5x  + 5.6/12  cos  Gj-. 

Mi4u  ktiim  di^  Probe  mjichm«  indem  man  nun  umgekehrt  aus  den 
WviU'u  -  ^»  :^B  die  «.^rörsen  'i.  b  berechnel  oder,  was  auf  dasselbe 
l\iUAu:>k<.»uimJ,  AUS  ^>J,  ^B  die  Grofsen  3a,  36.  Dabei  ist  es  nicht 
uv^tig,  <4Ue  <Tn>lseii  ci,  />  zu  berechnen.  Es  genügt  zur  Kontrolle  im 
iiUgv^uicmeii  die  Berechnung  eines  Wertes  a  und  eines  Wertes  6-  Wir 
wählen  '^i  uud  b^,.  Davon  ist  b^  einfach  die  Sunmie  der  Werte  B  oder 
i»\i  gleich  der  Summe  der  6K  Sa^  wird  dagegen  aus  der  Reihe  6^j, 
ü  i.,  o.lji,  ^A^,  <^A^  nach  dem  Schema  genau  so  gefunden,  wie  6^i 


Von  C. 

Ruicoi. 

62.2  20.6 

13.8 

2.6 

4.4 

64.8  25.0 

13.8 

32.4 

21.7 

13.8 
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46.2 
21.7 

"67^9 
sollte  sein: 

3ai  =  3  X  22.6  =  67.8. 

4.8 

34.1 

13.7 

12.6 

6.9 

9.1 

2.8 

84.0 
sollte  sein: 

66o  =  6  X  14.0  =  84.0. 

Dadurch  sind  die  berechneten  Werte  kontrolliert.  Die  Abweichung 
zwischen  67.9  und  67.8  erklärt  sich  dadurch^  dafs  die  Produkte 
alle  auf  die  erste  Dezimale  abgekürzt  sind,  wodurch  bei  der  Sum- 
menbildung  die  erste  Dezimale  nicht  mehr  ganz  richtig  zu  sein 
braucht. 

Zwölf  Ordinaten  werden  in  solchen  Fällen  genügen^  wo  die  Funktion 
mit  ausreichender  Genauigkeit  durch  die  ersten  fünf  Wellen  wieder- 
gegeben wird.  Es  ist  aber  die  Rechnung  nach  unserem  Verfahren 
auch  für  eine  erheblich  gröfsere  Zahl  von  Ordinaten  noch  ganz  gut 
zu  bewältigen. 

Ich  gebe  im  folgenden  das  Schema  für  36  Ordinaten: 

yo  Vi  %  ys  •  •  •  Vn  yis 
^85  Vu  y»     yi9 


Sinus -Glieder.        Differenz:        a^    a^    a^  .  .  .  a^^ 
Cosinus -Glieder.     Summe:     Iq  h^    b^    b^         b^^  b^^ 


Von  G.  RuHOK. 
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Cosinas  -  Olieder. 

^0  h    h    h  '"  h 

hs  K  hs  K         ho  h 

X  ungerade;  DüSierenz:  6^  b{   b,   6, 

X  gerade,      Summe:     6^  6^    6,    b, 

bo     b;     b; 

-K  -K  "K  K 

Summe:     b^'     h['     h^'     DifiTerem^:  b       Summe:    b^"  bj"  b^"  b,"  Diflferenz:^^    c^ 

CosinuB-Glieder. 


12 

Jl=0,18 

B,- 

-b,- 
-64 

-B. 
-B, 

b;"  Br 

bj"  b;" 

1,  17 

2,  16 

3,  16 

4,  U 

6,  13 

6,  18 

7,  11 

8,  10 

9 

0,  18 

b; 

B4-B5 

b,       b, 

-b; 

b; 

Bs     B, 

b; 

-K 

b; 

K 

-B.     B, 

b; 

-B,-B, 

K 

KK" 

K 

-B,-B, 

K 

b; 

-b; 

K 

B,-B, 

B,     B, 

Bä 

-b; 

B4     K 

b; 

b;' 

-b; 

-b; 

b;' 

-B,     B, 

-B4-B5 

-b; 

-b; 

-B,-B, 

b; 

b; 

K 

K 

Bo-B, 

b; 

Bo     B, 

b; 

K"K 

K 

Bo     B, 

b 

Co    Ci 

18B, 

ISB, 

185, 

ISB^ 

18B5 

185, 

185, 

185^ 

18^ 

365« 

18B„ 

18B„ 

18^15 

18B., 

18B„ 

185„ 

185„ 

I8A0 

365,, 

Dann  enthalt  die  erste  Zeile  die  Gröfsen,  die  mit  sin  60^  zu  multiplizieren 
sind;  die  zweite  die  Chröfsen,  die  mit  sin  10^,  sin  50^,  sin  70^  zu  multiplizieren 
sind,  die  dritte  die  Grölsen,  die  mit  sin  20^,  sin  40®,  sin  80®  zu  multiplizieren 
sind,  und  die  vierte  die  Gröfsen,  die  mit  sin  30®  zu  multiplizieren  sind. 
In  dieselben  vier  Zeilen  kann  man  dann  die  Gröfsen  a(  Q^  . . .  ag, 
bi  bg  . . .  bg  schreiben  in  der  Form 

60® 


10®  50®  70® 


20®  40®  6O0 
30® 


bj  b,       b^  bj       b^  bg 


öl  a, 


Ö7  ^ 


B. 


tM 


452  t^b.  d.  Zerlegung  empirisch  gegebener  periodisch.  Funktionen  in  Sinuswellen. 

so  dafs  hier  auch  die  Zeilen  den  Faktoren  entsprechen.  Die  Berechnung 
aller  Wellen  bis  zur  18.  hin  hält  nicht  wesentlich  länger  auf  als  die  Berech- 
nung bis  zur  neunten  Welle.  Einige  Produktbildungen  würden  zwar  bei 
neun  Wellen  erspart.  Denn  man  könnte  bei  den  Gliedern  gerader  Ordnung 

je   zwei   Glieder    vor   der 
^^  '  Multiplikation  zusammen- 

ziehen. 

Bei    der  Berechnung 

aller  Wellen  hat  man  den 

Vorteil  einer  Bechenprobe. 

Man  kontrolliert  analog  wie 

oben  die  sämtlichen  Ghröfsen 

B  durch  ihre  Summe^  die. 

gleich  y^  sein  mulis.     Die 

Gröllsen  A  kontrolliert  man, 

indem  man  analog  wie  oben 

irgend    eine    der    Gröfsen 

a^  a^  .,.a^^  aus  ihnen  be- 

rechnet,  in  der  sie  alle  vorkommen,  z.  B.  o^.    Am  leichtesten  liefse  sich 

aj  ja  berechnen,  aber  dann  kommen  nur  die  Grölsen  Ä  mit  ungeradem 

Index  vor. 

Bei  dieser  Probe  rechnet  man  natürlich  am  besten  mit  den  18  fachen 
Beträgen  der  Gröfsen  A  und  findet  nach  dem  Schema  den  9  fachen 
Betrag  der  betreffenden  Gröfse  a. 

Das  folgende  Beispiel  giebt  die  Zerlegung  des  Stromes  einer  Wechsel- 
strommaschine (Fig.  2). 


'30 


1,  17 

»,  1« 

3,  15 

4,  14        f       5,  13 

6,  12       1        7,  11 

8,  10            9 

8.6 

^               1                         U    8.7 

1  +  3.6 

T 

j 

1 
1 

6.5 

-3.8     +    2.1 

+  1.7     -    2.1 

-    2.7 

+  ».6 

0        -«:5 

+  1(5.5 

.•>.2 
-16.1 

-32  1 
-47.1 

-66.0 
-36 

1+22 

j 

+  16.5 

-«.5 

-16.5 

0        -12.2 

1 

-7.8     -    0  9!          +80.6 

_   ^      ;__ 

-7.1     -   3.9 

12.2 
-88.8 

-   3.2    +S.9 

+  ll.ft 
-7.8     +    0.9               +32.1 
j+19.8 

1 

-5.2  -6.1 

-82.1 

+    7.8   -0.9 

+  14.1 

-4.9    -  5.y 

0      -  ly.l 

+  18.7 
-3« 

-    7.9 

-10.8   -5.9 

+  69 

l+.'?6 

;-25 

I.Kolonne 
S.Kolonne 

-  80.1 

-  85.4 

-16.5           +    91.0 
-  16.9           +    80.6 

-  13.2               +  20.5 
-23.S               +    5.6 

-  5.2      1         -1.1 

-  6.1      1         -6.2 

-  6.2 

-  94 

Summe      | 
Differenz   , 

-  165.ri 
+      5.8 

-33.4 
+    0.4 

+  171.6 
+    10.4 

-37.0 
+  10.6 

+  26.1 
+  11.9 

-.1., 

+    0.9 

-6.3 
+  4.1 

-16.6 
+    8.2 

-26 
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66450  —  18—24  —31  —36  —34  —26  —18  —   8  +   8+14  +16  +24  +29  —  4  —   45—68 
430-30—25  —18  —16  —9+4  +18  +28  +33  +32  +24  +17  +   8  —23  —  58 
«0  +  12  +   1  —13  —19  —25  —30  —36  —36  —26  —18  —8+7  +21  +19  +   13 
66880—48—49  —49  —51  —43  —22        0  +20  +41  +46  +40  +41  +37  —27  —103—68 


2        0       12       1  -  13 
+  13  +  19  +  21  +  7  -    8 


19  -  25  -  30  -  36 
18  -  25  -  36 


Somme:  15 

Differenz:  —  11 


19       33       8  -  21  -  37  -  50  -  66  -  36 
19-9-6-5-1         0+6 

15       19       33  -  U  -  19 

-21         8  44        +5+6 

+  50+66+36  69  0+6 


+  44   93   69    -  25    -  6  -  7 


66    88    0  -  48  -  49  -  49  -  51  -  43  -  22  0 

-  68  -  103  -27+37+41+40  '+  46  +  41  +  20 


Differenz:      134       191       27  -85 
Snmtoe:     -    2  -    15-27-11 


90  -  89  -  97  -  84  -  42 
8-  9-  5-  2-  20 


134  191  27 
97  89  90   231 
84  42   159 


2  -  15  +27  +11 
5-9+8 
-2+2        0 


231  364  159        72 


7-26       37 


11 


-7-26 

37  +  11 

-44-37 


w* 

-87 

80»  70» 

15    -81 

-50 

40»  80«» 

19  8 

-66 

80» 

3S 

-42 


191 


-97 


L  IS- 


IS -27 


-9      -2  -2 


-11  —19 


-C  -5      0  +61 


1,  17 

2,16 

8,  16  \      4.  14 

5,  13    1   G,  12 

7,  11    1    8. 

10 

9  ';  0,  18 

-7.3      -  1.4  +  1.6 

-1.7-  0.8 

-  4.7 

+  30.4 

-15.6      -  0.3 
65.2 

-2.6!     1 

-28.7 

1 

-48^ 

+  2.6  -  5.6 

79.5 
316.« 

+  2.5+  6.h 

-48.5      1  18.5  -13 

-48.5 

+  2.5 

+  6.5 

i 

-  57.8 

-2Ü.6  +  1.6 

-1.5-11.5 

122.8 
-32.2 

+  73.7 

+  54.1 

-68.9 



-20.6 

-  6.1 

-6.9 

i 

-  78.7 

+  78.7 

1 

+  25.4 

+  1.9  -14.1 

+7.5  +  8.6 

+  84.7      1 

+  89.5 

+  25.4 

+  1.9 

+  18S.2 

-82.8| 

-87.8 

-  2 

134 

-2     0 

231 

-- 

134       j-7   +11 

134 

U 

+  72  -44  -37 

+  84.7 
+  28.5 


■19.6 
16  5 


S10.6 
815.2 


+  1.8 

+  2.i 


+  133.3 
+  144.1 


+  11.5 


+   88.8 
+  106.2 


+  19.5       I 
-    ^-^       I 


+  63.2 
+  6.2 


-36.1  +625.7 

-8.1       I  -     4.7 


+  4.0 
-0.4 


+  277.4 
-    108 


+    9.6     .      +194.0 
+  18.5     j      -    16.4 


+  17.4        +72j      -81 
+  21.6       I  1-7 
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Resultat: 

18/*(fl;)s=  — 40.6--166.5Bina;  — 83.48in2a:+171.68in3rc— 37.08in4a;+  26.l8in5a;— ll.Ssin  6x 
+  eS.ÄcosiC— 36.1co82a:  +  626.7co83a;+   4.0co84a:+277.4co86a;+  9.6co86a; 

—  6.38in7a:— 15.68in8a:— 258in9a;+  3.28inl0aj+   4.l8inllx+  0.9  8in  12  a;  + 14.9 1 
+  194cos7a;+17.4co88rr  +  72co89ic+21.6co8l0a:— 16.4  C08lla:+ 13.6  cos  12ap  — 10.8c 

+  10.68in  14x+10.48in  15a:+0.4sin  16x+6,38in  17a:. 

—  0.4coBl4a?—  4.7co8l6a:-~8.1cp8l6x+6.2co8l7a;  — 3.5co8l8a:. 

Die  Dezimale  in  den  Koeffizienten  ist  mit  hingeschrieben,  obwohl  sie 
nicht  ganz  zuverlässig  ist  wegen  der  Abrundung  und  weil  die  Produkte 
mit  dem  Rechenschieber  ausgeführt  sind. 

Zur  Eontrolle  des  Resultats  rechne  man  nun  umgekehrt  a^  und  h^ 
aus  den  Koeffizienten  aus 

-165.5  -33.4  +171.6  -37.0  +26.1  -11.3  -6.3  -15.6  -25 
(I)  +     5.3  +  0.4  +   10.4  +10.6  +14.9  +  0.9  +4.1  +  3.2 

Summe:  -160.2  -33.0  +182.0  -26.4  +41.0  -10.4  -2.2  -12.4  -25 

Diese  Zahlen  sind  mit  sin  10^,  sin  20^,  .  .  .,  sin  90**  zu  multiplizieren 
und  die  Produkte  sind  zu  addieren: 

-  27.9 

-  11.3 
+  91.0 
-17.0 
+  31.4 

-  9.0 

-  2.1 

-  12.2 
-25.0 

+  17.9  sollte  sein  9a^  =  18. 
Femer 

^ISBx  =  1189     sollte  sein     18  •  6o  =  1188. 

Die  Übereinstimmung  ist  genügend  in  Anbetracht  der  Abrundungen. 

Man  thut  gut,  wenn  man  sicher  gehen  will,  die  Probe  noch  weiter 
zu  treiben.  Wenn  nämlich  in  irgend  einer  der  zweiten  Kolonnen 
der  Tabelle  ein  Fehler  gemacht  ist,  so  werden  die  beiden  dieser  Spalte 
entsprechenden  Koeffizienten  beide  falsch,  aber  ihre  Summe  bleibt  un- 
geändert  gleich  dem  Doppelten  der  ersten  Kolonne.  Bei  der  Berech- 
nung eines  a  mit  ungeradem  Index  oder  eines  b  mit  geradem  Index 
fällt    dadurch  der  Fehler  wieder  heraus.     Es  ist  daher  gut,   noch  die 
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Berechnang  eines  a  mit  geradem  Index  oder  eines  h  mit  ungeradem 
Index  anszuf&hren. 

Um  a^  zu  berechnen;  sind  statt  der  Summen  in  I  die  Differenzen 
zu  bilden 

-  170.8  -  33.8  +  161.2  -  47.G  +  11.2  -  12.2  -  10.4  -  18.8. 

Diese  Ghröfsen  sind  wieder  mit  sin  20^  sin  40®  sin  60®  sin  80^  in  der 
durch  das  Schema  gegebenen  Weise  zu  multiplizieren  und  dann  zu 
addieren ;  wobei  man,  wenn  a^^  nicht  auch  berechnet  werden  soll,  die 
Zahlen  erst  paarweise  yereinigen  kann. 

-  170.8  -  33.8  +  161.2  -  47.6 

-  18.8  -  10.4  -    12.2  +  11.2 
Summe:  -  189.6  -  44.2  +  149.0  -  36.4 

-  64.7 

-  28.4 
+  129.0 
^  35.8 

+      0.1  sollte  sein  9  •  o^  ^  0. 
Analog  werde  h^  berechnet 

-  37  -  57.0  -  33.0  +  630.4  +  4.4  +  288.2  -  4.0  +  210.4  -  4.2. 

-  37 
+  56.1 

-  31.0 
+  545.9 
+  3.4 
+  185.2 

-  2.0 
+  72.0 

-  0.7 

+  791.9  sollte  sein  9  •  6^  =  +  792. 

Die  Übereinstimmung  ist  in  beiden  Fällen  genügend. 

Wenn  man  alle  die  Wellen  bei  Seite  läfst,  deren  Amplitude  4  Ein- 
heiten nicht  übersteigt;  so  vereinfacht  sich  die  Formel  auf: 

\if[x) 1 65.5  sin  a:  +  171.6  sin  3a;  +    26.1  sin  bx  -      6.3  sin  7a;  -  25  sin  9a; 

+    63.2  cos  a;  + 625.7  cos 3a; +  277.4  cos  5a:  +  194    cos  7 a;  +  72  cos 9a;. 

£d  bleiben  nur  ungerade  Wellen  übrig.  Man  sieht;  dals  es  nicht  an- 
geht; sich  in  diesem  Falle  für  die  Zerlegung  auf  12  Ordinaten  zu  be- 
schränken.   Denn  die  neunte  Welle  hat  noch  eine  Amplitude  von 

l/18}/72*  +  25»-=4.2; 
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und  die  Figur  zeigt,  dafs  die  Vernachlässigung  einer  solchen  Qrölse 
kaum  gerechtfertigt  sein  würde,  weil  die  Ordinaten  durchschnittlich 
wohl  genauer  sind. 

Der  mittlere  Fehler  dieser  6  Glieder  kann  nach  der  allgemeinen 
Formel  für  das  mittlere  Fehlerquadrat  berechnet  werden: 

Mittleres  Fehlerquadrat  =^^^1  -  [5?  +^-*  +  ^^  +  ■■■+] 
Wir  erhalten 

mittleres  Fehlerquadrat  =  14, 
mittlerer  Fehler  =    3.7. 

Das  mittlere  Fehlerquadrat  kann  man  auch  als  Probe  bei  der  Berech- 
nung aller  ,Wellen  benutzen.    Dann  müssen  alle  Fehler  Null  sein,  also: 

Es   ist   im   allgemeinen  zweckmäfsig,  diese  Probe  in  zwei  Teilen 
auszuführen.     Es  ist  nämlich: 

al  +  bl 


Daher 


yl  =  -^^     für  A  =  1,  2,  . . .,  2«  -  1 
und  yl  =  bl,    t/|,  =  bl„. 

"o  "r        2        ''"        2        "IT  2  "r  "»« 


=  4n[B^^  +  ^+-^  +  .  . .  +  '^ln^l±^-^  +  ^^ J. 


2  "T     •  •  "T  2 

Und  da  die  Gröfsen  -4  nur  von  den  Gröfsen  a,  die  Gröfsen  B  nur  von 
den  Gröfsen  b  abhängig  sind,  so  kann  man  die  Gleichung  in  die  beiden 
Teile  spalten: 

«?  +  «!  +  •••  +  «In-,  =  4m[^|  +  AI  +  --.  +  Al,_,], 

2bl+b\+bl+...+bl,_,  +  2bl„^4n[2^  +  Bi  +  ^+...+^,_,+2^,]. 

Dies  hat  bei  der  Probe  den  Vorzug,  dafs  man  erkennen  kann,  ob  ein 
Fehler  in  den  Gröfsen  A  oder  in  den  Gröfsen  B  steckt. 

Um  übrigens  diese  Probe  zu  einer  genauen  zu  machen,  müssen 
die  Gröfsen  A,  B  sehr  genau  berechnet  werden.  Man  wird  sich,  um 
dies  zu  vermeiden,  im  allgemeinen  mit  einer  genähei*ten  Probe  begnügen. 
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Höherstellige  Logarithmen-Tafeln. 

Von  0.  DiETRiCHKEiT  in  Berlin. 

Bei  den  hoherstelligen  Logarithmen-Tafeln  machen  sich  zwei  Un- 
bequemlichkeiten geltend:  Einerseits  das  erforderliche  gröfsere  Format, 
mid  andererseits  die  Umständlichkeit  der  Interpolations-Rechnung. 

So  ist  z.  B.  das  Folio-Format  des  10-stelligen  ^Thesaurus"  von 
Vega  zweifellos  unbequem,  und  die  Interpolation  —  namentlich  zu 
Anfang  der  Tafel,  wo  noch  die  zweiten  Differenzen  zu  berücksichtigen 
sind  —  ist  umständlich. 

Nachdem  es  mir  nun  gelungen  ist,  die  Interpolations- Rechnung 
etwas  zu  vereinfachen,  hat  es  die  hiesige  Verlt^buchhandlung  J.  Springer 
unternommen,  durch  Versuche  die  Schwierigkeiten  des  Formats  zu  über- 
winden.   Mit  folgender  Satz-Anordnung 

OOOOOOJJ 

dürfte  die  Aufgabe  für  die  10-stellige  Tafel  gelöst  sein:  Die  ersten  sechs 
Ziffern  sind  grofs,  die  letzten  vier  Ziffern  klein  und  derart  gedruckt, 
dab  die  neunte  und  zehnte  Ziffer  unter  der  siebenten  und  achten  Ziffer 
stehen.  In  Format  und  Umfang  würde  sich  eine  derartige  10-stellige 
Tafel  mit  den  jetzigen  siebenstelligen  Tafeln  decken,  trotzdem  die  einzelnen 
10-stelligen  Zahlen  vollständig  ausgeschrieben  und  nicht  aus  zwei  ver- 
schiedenen Kolumnen  zusammenzusuchen  sind. 

Bereits  im  Druck  erschienen  ist  die  analoge  kleinere,  für  4-  bis 
7-8tellige  Rechnung  bestimmte  Tafel,  welche  die  siebenstelligen  Loga- 
rithmen der  vierstelligen  Zahlen  1000  —  9999  und  die  siebenstelligen 
Antilogarithmen  (Numeri)  der  vierstelligen  Mantissen  0000  —  9999  in 
folgender  Satz-Anordnung  enthält 

OOOOOoo 

Ein  Rand-Index  ermöglicht  es,  von  jeder  beliebigen  Seite  der  Tafel 
aus  jeden  beliebigen  Logarithmus  und  Antilogarithmus  (Numerus)  mit 
einem  Griff  au&uschlagen. 

Die  Tafel  ist  nach  Art  der  4-stelligen  Tafel  von  Hannyngton  zu- 
nächst für  4-stelliges  Schnell-Rechnen  ohne  Interpolation  bestimmt. 
Hierbei  werden  nur  die  fünf  ersten,  grofs  gedruckten  Ziffern  berück- 
sichtigt, und  die  Schlufsergebnisse  werden  auf  4  Stellen  abgerundet. 
Durch  eine  einfache  Interpolations-Rechnung  läfst  sich  scharfe  sieben- 
stellige Genauigkeit  erzielen. 

Zaittohrift  f.  KatliematUc  n.  Phyiik.  48.  Band.  1908.  8.  n.  4.  Heft.  SO 
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Die  analoge^  ebenfalls  mit  Antilogarithmen  und  Rand-Index  geplante 
lO-stellige  Tafel  soll  ev.  später  im  Druck  erscheinen. 

Dieselbe  konnte  zunächst  för  fönfetelliges  Schnell-Bechnen  ohne 
Interpolation  benützt  werden,  indem  man  nur  die  sechs  ersten,  grofs 
gedruckten  Ziffern  berücksichtigt  und  die  Resultate  auf  5  Stellen  ab- 
rundet. Durch  einfache  Interpolations-Rechnung  liefse  sich  im  Bedarfs- 
falle 10-stellige  Genauigkeit  erzielen. 

Die  zweiten  Differenzen  lassen  sich  umgehen,  indem  man  die  bezüg- 
lichen Logarithmen  in  der  Antilogarithmen-Tafel,  und  umgekehrt^  auf- 
schlägt; denn  Logarithmen-  und  Antilogarithmen -Tafel  ergänzen  sich 
hierin  in  der  glücklichsten  Weise. 

Die  vereinfachte  Interpolations- Methode  stützt  sich  auf  eine 
charakteristische  Eigenschaft  der  Antilogarithmen. 

Eine  n-stellige  Mantisse  L  kann  man  als  «ine  Summe  von  Ein- 
heiten der  n^^  Stelle  ansehen 

i  =  1  -f  1  -f  1  -f  . . .  (i  mal) 

Hiemach   ist  der  Numerus  (Antilogarithmus)  von  L  ein  Produkt  von 
n  Faktoren,  deren  Logarithmus  eine  1  der  n^^  Stelle  ist 
Sei  nun  der  Numerus  einer  1  der  n^^  Stelle 

Num  (000  . . .  1)  =  lO^ö"  =  1  +  a, 

Iog(l+a)  =  ^  =  0.000...1, 
so  ist 
(1)  Num  (L)  -  (1  +  ay. 

Es  ist  aber  (s.  Vega,  Thesaurus) 

(1  +  a)-  =  1  +  «o;  +  ^^"^-^-)  a«  +  .  . . 

=  1  +  wa:  +  I  {mxy  +  -  -  {mxf  +  . . . 


wo 


2-3 

1  /,2     I     1  ^3  _    1   ^4 


=  log  nat.  (1  +  a) 

und  M  der  Modul  des  briggischen  Systems. 
Also 

(2)  (1  +  a)^  =  l  +  ^  -^^-^  +  I  (-io4i±^))'  +  . . . 
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Allgemein: 
Speziell: 
Setzt  man: 
so  ist: 


1^        ^  _  1 1       _ 


10«  =  1  +  t«ia;  +  ii^x^  +  u^x^  +  . . . 
Mit  Bücksicht  auf  Ol.  (1)  u.  (2)  ist  somit: 

Da  nun 

log(l+a)-0.000..1-^, 

SO  ist: 

(3)  Nnm(L)  =  l  +  «,A  +  «,^^  +  „,^  +  ... 

Femer  folgt: 

Num  (Z  +  0  =  (1  +  »y-^'  =  (1  +  o)'  •  (1  +  o)'  =  Num  (Z)  •  (1  +  a)'. 

(4)  Num(Z  +  0  =  Num(Z){l  +  w,^  +  «,^-^~  +  ...j 

(5)  Num(Z+l)  =  Nmn(Z){l  +  ^  +  ^  +  ^  +  ...} 

(6)  Num  (Z  +  1)  =  Num  (Z)  •  (1  +  a), 
was  auch  schon  aus  den  Beziehungen: 

Num  (Z)  =  (1  +  ay 

Num(Z+l)  =  (l  +  o)^+i 

=  (1  +  ay  .(!  +  «) 

-  Num  (Z) .  (1  +  a) 
herroigeht. 

Setzt  man: 

D  =  Num  (Z  +  1)  -  Num  (Z), 

so  ist  gemäJ^  GL  (6). 

D'=a  Num  (Z) 

log  D  =  log  a  +  log  Num  (Z) 

(7)  log  D  =  log  a  +  Z. 

80  ♦ 
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NflEch  OL  7  kann  man  den  Logarithmus  von  D  (d.  h.  den  Logarithmus 
der  Differenz  zwischen  Num  (L)  und  Num  (L  +  1))  finden ,  ohne  die 
Differenz  selber  zu  bilden. 

Die  Grofse  a  ist  fOr  sämtliche  n-stelligen  Mantissen  konstant.  Für 
fünfsteUige  Mantissen  ist  z.  B. 

log  (1  +  a)  -  0.00001 

1  +  a  =  1,000023026116027, 

a  =  0,000023026116027. 

Um  also  den  Logarithmus  der  Differenz  zwischen  Num  {L  +  1)  und 
Num  (Z)  zu  finden,  hat  man  nur  zu  der  bekannten,  konstanten  Grofse 
loga  die  Zahl  L  zu  addieren. 

Die  Differenz  D  und  deren  Logarithmus  spielen  nun  aber  bei  der 
höherstelligen  Interpolations-Rechnung  eine  wichtige  Bolle. 

Hat  man  z.  B.  den  Numerus  der  10-stelligen  Mantisse 

3346610481 

zu  bestimmen,  so  findet  man  in  der  Tafel  der  Antilogarithmen  die 
10-stelligen  Numeri  der  5-stelligen  Mantissen  33456  und  33457.  Das 
gesuchte  Resultat  liegt  zwischen  den  beiden  Tabellen-Zahlen  und  wird 
durch  Interpolation  nach  der  Formel  gefunden: 

Num  (.3345610481)  ^  Num  (.334456)  +  D  -  ^^, 

wo  D  die  Differenz  zwischen  Num  (.33457)  nur  Num  (.33456).  Den 
Interpolations-Ausdruck  wird  man,  da  B  eine  5 — 6-stellige  Zahl  ist,  am 
besten  logarithmisch  berechnen:  Man  schlägt  den  Logarithmus  von 
10481  auf,  addiert  dazu  den  Logarithmus  von  D,  und  sucht  zu  der 
gefundenen  Zahl  in  der  Antilogarithmen-Tafel  den  Numerus. 
Da  nun  gemäfs  Gl.  7 

log  D  =  log  a  +  .33456, 

so  gestaltet  sich  die  ganze  Interpolations-Rechnung  in  obigem  Falle 
folgendermafsen:  Man  schlägt  den  Logarithmus  der  fünf  letzten  Stellen 
(10481)  auf,  addiert  dazu  die  konstante  Grofse  log  a,  (welche  auf  jeder 
Seite  der  Tafel  oben  angeführt  ist),  femer  die  fünf  ersten  Ziffern 
(.33456)  der  gegebenen  Mantisse,  und  sucht  zu  dem  gefundenen  Resul- 
tat in  der  Antilogarithmen-Tafel  den  Numerus. 

Durch  diese  Bemerkung  ist  die  Interpolations- Rechnung  fQr  die 
Antilogarithmen-Tafel  sehr  vereinfacht. 

Es  fragt  sich,  ob  eine  ähnliche  Vereinfachung  auch  bei  der  Loga- 
rithmen-Tafel erreicht  werden  kann. 


Von    0.   DlSTRIOHKEIT.  461 

Folgende  beiden  Formeln  liefern  nun  analoge^  wenn  auch  nicht 
ganz  80  einfieushe  Resultate: 

(8)  log(JV+l)-logJV+Jf.jl-i^,  +  ijJ,+  ...) 

(9)  log(i^+l)-logiV+Jlf.|^^  +  i(^)'  +  ...) 
oder  mit  Vernachlässigung  höherer  Potenzen: 

(10)  2)  =-  ^;  log  2>  =  log  Jf  -  log  N 

(11)  ^  "  slfi  5  l**«  ^  -  1°8  (2  Jf)  -  log  i2N  +  1), 

WO  M  der  Modul  des  briggischen  Systems  und  D  die  Differenz  zwischen 
log(iV'+l)  und  logJV; 

Die  Formel  (10)  liefert  Resultate,  welche  bei  einer  Logarithmen- 
Tafel  der  vierstelligen  Zahlen  bereits  in  der  7*«°  Stelle  und  bei  einer 
Logarithmen-Tafel  der  5-stelligen  Zahlen  bereits  in  der  neunten  Stelle 
um  etwa  zwei  Einheiten  fehlerhaft  sein  können.  Und  Gl.  (11)  ist 
unbequem,  weil  man  log  (2-^  +  1)  noch  besonders  aufschlagen  mülste. 
Etwas  ein£EU^er  wird  die  Formel  (11)  wenn  man  schreibt: 

-O-FT*;  iog-Z>  =  iogJ^-iog(-z^+i) 

(12)  logi?  =  logM-^''«^+^f(^+^)- 

Hier  ist  log  M  fär  die  ganze  Tafel  konstant,  und  die  Zahlen  log  N  und 
log  (N  +  1)  hat  man  sofort  zur  Hand. 

Zu  einem  wesentlich  einfacheren  Resultat  gelangt  man  jedoch,  wenn 
man  in  61.  (10)  statt  der  Eonstanten  M  eine  Variable  V  setzt,  also 

(13)  F=logD-f  logJV; 

und  den  Wert  von  V  für  verschiedene  Stellen  der  Tafel  empirisch 
bestimmt.  Der  Versuch  zeigt,  dafs  der  Wert  von  V  zwar  schwankt, 
dafs  aber  bei  einer  7-stelligen  Logarithmen-Tafel  der  vierstelligen  Zahlen 
und  bei  einer  10-stelligen  Logarithmen-Tafel  der  5-stelligen  Zahlen  die 
Schwankung  für  eine  Seite  der  Tafel  nur  geringfügig  ist.  Man  kann 
also  hinreichend  scharfe  Werte  fiir  log  D  erhalten,  wenn  man  V  nach 
Formel  (13)  für  die  Mitte  einer  jeden  Tafel- Seite  berechnet  und  die 
gefundene  Zahl  als  Interpolations-Eonstante  auf  jeder  Seite  oben  an- 
fElhrt.  Dann  erhalt  man  den  Logarithmus  der  fiir  die  Literpolations-Rech- 
nung  in  Frage  kommenden  Differenz,  indem  man  von  der  am  Eopfe  der  be- 
treffenden Seite  angegebenen  Interpolations-Eonstanten  den  log  N  abzieht. 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  auch  für  die  höherstellige  Logarithmen- 
Tafel  eine  praktisch  brauchbare,  vereinfachte  Literpolations-Rechnung. 


Herr  Mark  üb  KrisB^  ein  Hörer  der  hiesigen  teckmschen  Hoch- 
schule,  koDBfcruierte  vor  etwa  Jahresfrist  nach  eigenen  Überlegungen 

einen  sogenannten  Ellipsenzirkel  und  erhielt  hierfür  auch  ein  Patent. 
Herr  Krise  zeigte  mir  Tor  etwa  2  Monaten  daa  Instrument  und  er- 
suchte mich  um  ein  Gutachten.  Ich  sali  sofort,  dafe  das  Inatrument 
auf  der  Entstehung  der  Ellipse  ah  spezieller  cyklischer  Kurve  beruhe; 
daher  machte  ich  Herrn  Kriss  aufmerkaam,  dafe  man  auf  gleiche 
Weise  auch  jede  andere  cykliaehe  Kurve  zeichnen  könne.    Nach  meinen 


* 


Angaben  wurde  dann  ein  Instrument  hergestellt,  welches  die  vier 
fachaten  Grmppen  von  algebraischeM  Trochoiden  zeichnet.  Dasselbe 
beruht  auf  jener  Erzeugung  der  cyklischen  Kurven,  welche  Herr 
Friedrieh  Schilling  in  seiner  Abhandlung  ,,lJber  neue  kinematische 
Modelle*^')  als  erste  kijiematiache  Erzeugung  bezeichnet*),  uad  bildet 
aohin  eine  passende  Ergänzimg  zu  der  bereits  veröffentlichten  Serie 
von  Modelleu  y  bei  welchen  unmittelbar  daa  Abrollen  von  Kreisen  v 
anschaulicht  wird. 


efjH 


1}  Diese  Zeitschrift,  44.  Band,  189d,  S.  214.  Im  folgenden  ist  die  Bezeich- 
tkung  90  wie  in  dieBer  Abhandlang. 

2)  Die  ,,pe»n&  geometnca^'  dei  conte  Buardt  (1762)  benihte  auf  der  ewtitm 
kinematiBchen  Erzeugting.  [Katalog  mathematiacher  Modelle  uaw.  von  Walther 
Dyck,  a  82.] 


Von  Thkodob  Schmid.  463 

Die  Tafel  zeigt  eine  Abbildung  des  Modelles  in  ungefähr  halber 
Grölbe.  Um  eine  Achse  S  ist  ein  Stab  mit  einer  (beliebigen)  Winkel- 
geschwindigkeit <o  drehbar.  In  einem  Schlitze  dieses  Stabes  ist  eine 
Achse  jEj  verschiebbar,  so  dafe  die  Strecke  C  «=  SE^  innerhalb  gewisser 
Grenzen  (36  und  136  mm)  veränderlich  ist.  Über  dem  Stabe  sind 
zwei  gleich  lange  Arme  c  =  SE^  ="  E^M  angebracht,  die  wieder  durch 
einen  Stab  zu  einem  Gelenkparallelogramm  ergänzt  werden.  Damit 
auch  die  Strecke  c  veränderlich  wird,  ist  unter  dem  ersten  Stabe  an 
der  Achse  E^  ein  kürzerer  Mafsstab  angebracht,  welcher  einen  ver- 
schiebbaren Bleistift  trägt,  der  den  Punkt  M  vorstellt.  Der  Abstand 
c^  E^M  ist  auf  diesem  Mafsstabe  (0  bis  36  mm)  durch  jenen  Nonius- 
strich  abzulesen,  welcher  durch  einen  Punkt  gekennzeichnet  ist.  Der 
Arm  SE^  besitzt  bei  8  ein  Zahnrad,  in  welches  ein  ebensogrofses 
Bad  U  eingreift,  dessen  Achse  auf  dem  Stabe  C  angebracht  ist.  An 
dieser  Achse  befindet  sich  unter  C  ein  Zahnrad  mit  dem  Radius  r, 
welches  an  einem  auf  der  Achse  S  feststehenden  Bade  mit  dem 
Badius  R    rollt     Der  Arm   SE^   macht   dann   eine   ungleichlaufende 

Drehung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Ä  =  —   -o,  weim  ^  = 
ist    Das  Bad  U  besitzt  nämlich  eine  gleichsinnige  Winkelgeschwindig- 
keit ^      ^  (0  in  Bezug  auf  den  Stab  0,  das  Bad  S  eine  ebenso  grofse 
nngleichsinnige  Geschwindigkeit     In  Bezug  auf  die  Zeichenebene  ist 
dann    eine   Geschwindigkeit   Sl  = o    vorhanden.     In    das   Bad   U 

greift  noch  ein  gleich  grofses  Bad  G  ein^),  dessen  Achse  auf  dem 
Stabe  C  befestigt  ist  und  unter  C  wieder  ein  Zahnrad  mit  dem  Badius 
r  trägt.  Durch  Bollen  dieses  Bades  an  einem  auf  der  Achse  S  feststehen- 
den Bade  mit  dem  Badius  R  erlangt  der  Arm  SE^  eine  gleichlaufende 

m  r  n 


Drehung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Ä  =  — ©,  wenn  ^=  _ 
ist.  Das  Bad  G  hat  nämlich  eine  gleichsinnige  Winkelgeschwindigkeit 
— ^^— (D  in  Bezug  auf  den  Stab  C,  welche  durch  zweimalige  Über- 
tragung auf  das  Bad  S  übergeht.  In  Bezug  auf  die  Zeichenebene  ist 
dann  die  Geschwindigkeit  52  »  -  d  vorhanden. 

Die  an  der  Achse  S  befindlichen  vier  Bäder  können  durch  Ver- 
schieben zum  Eingriff  gebracht  werden,  und  zwar  die  oberen  drei  mit 
U,  das  untere  mit  G.    Man  erhält  so: 


1)  Dieses  Rad  wird  auch  zur  besseren  Führung  des  Parallelogrammes  benützt. 
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^      Torschl] 
I-^«^5-SrT^'    l  =  -h    i<£|2P:     JHypotrochoide 


2.      R  =  i>  Ä^""^'     c"^«   Steiners  Hypocykloide 

ö,     ^=4^  Ä  »'     ^— 8   Astroiae. 

^       Terschl.  | 

5=1.  S  =  T;        5^1   Pascals  Linie 

=  ^    Cardioide.*) 

Für  das  Zeichnen  mit  der  ReiTsfeder  ist  es  notwendige  dafs  die 
Schneide  der  Feder  die  Richtung  der  Tangente  beibehält^  was  leicht 
herbeigeführt  werden  kann.  Die  Nonnale  des  Punktes  M  geht  näm- 
lich stets  durch  das  Momentanzentrum  P^  des  Gelenkes  JE^Mf  welches 
auf  dem  Stabe  SE^  liegt,  so  dafs 

In  den  obigen  FäUen  ist  ÄP^  =  2C,  f  C,  jC;  |C.  Befestigt  man 
daher  in  dem  Schlitze  des  Stabes  C  bei  P^  eine  Achse  mit  einem 
horizontalen  Stäbchen,  welches  durch  eine  Lücke  des  Federstieles  geht, 
die  zur  Schneide  normal  ist,  so  behält  diese  die  Richtung  der  Tangente. 
Die  Normale  des  Punktes  M  geht  auch  durch  das  Momentan- 
zentrum Pj  des  Gelenkes  E^M,  welches  auf  SE^  liegt  in  einem  Ab- 
stände 

ÄP,  =  c(l-3. 

Während  der  Bewegung  beschreiben  die  beiden  Zentra  kreisförmige 
Punktreihen.  Jedem  Punkte  Pj,  welchem  ein  Drehungswinkel  (o^4-ä;-2ä) 
zukommt,     entsprechen     die     Punkte     P^,     welchen    Drehungswinkel 

[-(otA 27t\  zukommen.     Den  n  verschiedenen  Resten,  welche  mh 

bei  der  Division  durch  n  ergiebt,  entspricht  eine  regelmäfsige  Gruppe 

1)  Bei  dem  vorliegenden  Modelle  kann  C  gewählt  werden:  für  die  „Strecke" 
C  =  36  mm,  für  „Steiners  Hypocykloide"  und  „Cardioide"  C  ==  36  bis  72  mm, 
endlich  für  die  „Astroide"  C  =  36  bis  108  mm. 
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von  n  Punkten  P,-  Jedem  Ponkte  P^;  welchem  ein  Drehungswinkel 
(Sit  +  k'  2«)   zukommt,   entsprechen   die   Punkte   P^   mit   Drehungs- 

(fl                       Mit  \ 

-  ß<  H 2«j,  also  eine  regelmäfsige  Gruppe  von  m  Punkten 

Pj.  Die  beiden  Punktreihen  sind  somit  in  m-w-deutiger  Verwandt- 
schaft. 

Die  Evolute  einer  dlgAraischen  Trochoide  ist  das  Erzeugnis  zweier 
kreisförmiger  m-n-deuHger  Punktreihen,  also  eine  Kurve  2(m  +  n), 
Klasse,  welche  die  beiden  Kreise  2(m  +  n)-fach  berührt,  jedoch  nur  den 
kleineren  in  reellen  Punkten. 

Für  die  GyUoiden  werden  beide  Kreise  identisch;  daher  entstehen 
(w  +  n)  Doppelpunkte  der  beiden  Punktreihen.  Diese  Doppelpunkte 
scheiden  als  Gebilde  erster  Klasse  aus.  Die  Evolute  hat  dieselben  als 
Scheitel  und  ist  nur  mehr  von  der  (m  +  n).  Klasse.    Durch  jeden  Punkt 

des  Polkreises  gehen  dann  m  Tangenten,  welche  je  —  eines  gestreckten 

Winkels  mit  einander  bilden,  und  n  Tangenten,  welche  je  —  eines  ge- 
streckten Winkels  bilden. 


Zur  Theorie  des  Foncaultschen  Pendelversnchs. 

Von  Febdinand  Meisel  in  Darmstadt. 

Im  folgenden  habe  ich  die  Aufgabe  zu  lösen  versucht,  mit  ganz 
elementaren  Mitteln  und  ohne  von  der  Betrachtung  unendlich  kleiner 
Bewegungen  auszugehen  eine  annähernd  richtige  Formel  für  die  durch 
die  Drehung  der  Erde  innerhalb  einer  gegebenen,  endlichen  Zeit  be- 
wirkte Ablenkung  der  Schwingungsebene  des  Pendels  aus  ihrer  ur- 
sprünglichen Lage  aufzustellen. 

Da  die  Schwingungsebene,  die  in  jedem  Augenblicke  durch  den 
Erdmittelpunkt  gehen  mufs,  unmöglich  sich  selbst  parallel  bleiben 
kann,  so  liegt  die  Annahme  nahe,  dafs  sie  der  Anfangsrichtung  der  Be- 
wegung parallel  bleibe.  Diese  Anfangsrichtung  wollen  wir  ims  in  die 
Meridianebene  fallend  denken;  sie  ist  die  Tangente  des  Meridians  in 
dem  Punkte,  in  dem  der  Versuch  angestellt  wird,  zugleich  die  Tangente 
der  Bahn  des  Massenpunkts  in  ihrem  tiefsten  Punkte.  Die  Schwin- 
gungsebene durchläuft  alle  Ebenen  eines  Ebenenbüschels,  dessen  Achse 
eine  durch  den  Erdmittelpunkt  gelegte  Parallele  zu  dieser  Tangente  ist. 

In  dem  durch  seine  3  Projektionen  dargestellten  Punkte  Pq,  dessen 
geographische  Breite  ß  ist,  werde  der  Versuch  angestellt.    Durch  diesen 
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Punkt  l^en  wir  die  y^r-Ebene;  der  Ursprung  0  liege  im  Mittelpunkt 
der  Erdkugel. 

Hat  sich  die  Erde  nach  einer  gewissen  Zeit  um  ihre  mit  der 
jer-Achse  zusammenfallende  Achse  um  den  Winkel  t' —  den  Stunden- 
winkel —  gedreht^  so  ist  Pq  in  die  durch  ihre  3  Projektionen  dargestellte 
Lage  P  gelangt.  Die  durch  P  gelegte  Parallele  zur  erwähnten  Tangente 
in  Pq  schneidet  die  a;y -Ebene  in  A' y  die  icxr-Ebene  in  B".  Da  die 
Schwingungsebene  aufserdem  stets  durch  0  gehen  mufs;  sind  A'  0  und 
B"0  ihre  Spuren,  i) 

Die  Bewegungsrichtung  im  tiefsten  Punkte  der  Bahn  ist  die 
Schnittlinie  dieser  Schwingungsebene  mit  der  in  P  an  die  Engel 
gelegten  Tangentenebene,  deren  Spuren  CD  und  DE''  sind;  die  Pro- 
jektionen dieser  Schnittlinie  sind  P'P'  und  P"G".  Der  Winkel 
H'P'F'  =  x'  ist  nun  offenbar  die  auf  die  a;j/-Ebene  genommene  Pro- 
jektion des  Winkels  Xy  um  den  sich,  in  der  Tangentenebene  gemessen, 
die  Schwingungsebene  in  der  dem  Winkel  t  entsprechenden  Zeit  gedreht 
hat.  Die  wahre  Gröfse  des  Winkels  x  wird  schliefslich  gefunden,  in- 
dem man  F'F*  =  OF'^  macht  und  um  den  Mittelpunkt  H'  den 
Bogen  F*F'  beschreibt,  d.  h.  den  Winkel  in  die  a:y-Ebene  umklappt. 

Die  rechnerische  Ermittelung  von  x  gestaltet  sich  folgendermafsen. 

Es  ist 

F'H'  F'H' 

\^x^ 


wenn  der  Kugelradius  =  1  gesetzt  wird.     Femer  ist 

F'H'  =  OH'  ^0F'^-\--  cos/3  =  ?^, 

also 

F'H'  FE' 

tga:  =  —  =    .    o   ' 

V — vb  +  sm^ö 
r  co8*/j  '         ^ 

Nun  ist 


®         COS/J  cosp 

imd 

A'K       F'L       OF'    mit       coB/?-8ing 


tg^  = 


OK        OK  OK  OK 


1)  Daffl  die  durch  F  gelegte  Parallele  zur  Tangente  des  Meridians  von  F^  in 
diesem  Punkte  nicht  in  der  Tangentenebene  des  Punkts  F  liegt,  ihr  Winkel  mit 
dem  Meridian  von  F  also  auch  nicht  der  gesuchte  Winkel  x  sein  kann,  pflegt 
übersehen  zu  werden.  Auch  für  unendlich  kleine  Drehungen  ist  diese  Annahme 
nicht  zulässig. 


Vom  FmDixAirD  Msissl.  467 

Aas 

OK :  OM^OET:  OE"  -  ^'-z^^-^gß-^ 

folgt 

OK=OMigß; 
Fomer  ist 

OJf  =  OPo'+  -Po'-*f  =  Sm/J  +  C08/3  .  COtg/8  .  QOBty 

also 

OJE  =  sin/J  .  tg/8  +  coß/J  •  cos^ 

und 

.     .  cofl'/J  •  sint 


folglich 

itf(t  —  ib^  =     ^^— ^^     ^  Bint  •  Bin'/? 

45V''      v;       i+tgttg^       Bin"(J  •  coB*  + co8*(J 

Daher  ist 

F'H'  =      Bint  •  Bin/?  •  tg/? 
Bin'/?  •  cost  -f-  co8*p 
Tind  schliefslich 

sint  •  sin/?  sint 


tgx  = 


sin'/?  •  cost  -f  cos'/?       sin^  •  cost  -|-  cos/?  •  cotg^ 


Natürlicherweise  kann  man  diese  Formel  auch  dadurch  ableiten, 
dafs  man  dieselben  Operationen,  die  hier  nach  den  Methoden  der  ele- 
mentaren darstellenden  Geometrie  ausgeführt  wurden,  nach  den  bekannten 
Formeln  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  durchfährt  Indessen 
erscheint  mir  die  hier  gewählte  Darstellungsweise  besonders  anschau- 
lich und  einfach. 


Für  den  Äquator  ergiebt  sich:    tgx  =  0,        x=^0 
„    Pol  „  „       tga;  =  tg^,     a;  =  ^ 

in 


,      ^  »         V       tgx  =  0,        x^\ 

.       Ä  ,  sin/? 

Für  einen  yerschwindend  kleinen  Stundenwinkel  (sin^  «  ^,  cos<  =»  1) 

ergiebt  sich 

tga;  =*  t '  sin/8, 

oder,  da  in  diesem  Falle  auch  x  ein  kleiner  Winkel  ist, 

X  '^t'  sin/J. 
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Für  kleine  Winkel  gelangen  wir  also  zn  demselben  Ergebnisse, 
das  auch  Garthe^),  Pisko'),  Vahlen')  gefunden  haben. 

Aus  der  fOr  tgo;  gefundenen  Formel  folgt,  dals  f£lr  eine  gegebene 
geographische  Breite  ß  ein  Maximum  x'  der  Ablenkung  eintritt,  wenn 
t  den  Werth  t',  der  durch  die  Bedingung 

cos^  —  —  tg*/8 

gegeben  ist,  annimmt,  und  es  ist 

tga;  =  *^ 


]/co8*/J  —  8in*/J  * 

t'  und  x'  sind  nur  reell,  wenn  ß  ^  45®  ist;  bei  höheren  Werten  von  ß 
tritt  kein  Maximum  zwischen  0®  und  180®  ein,  sondern  die  Ablenkung 
nimmt  bis  t  =  180®  fortwährend  zu,  um  dann  symmetrisch  wieder 
abzunehmen. 

Die  Art,  wie  sich  die  Drehung  der  Schwingungsebene  unter  den 
verschiedenen  Breiten  vollzieht,  erscheint  nun  vollständig  übersichtlich. 
Im  Pol  dreht  sich  die  Schwingungsebene  24  Stunden  hindurch  durch- 
aus gleichmäfsig;  bewegen  wir  uns  gegen  den  Äquator,  so  wird  die 
Bewegung  ungleichförmig,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dals  x  zuerst  gegen 
t  zurückbleibt,  dann  schneller  wächst,  mit  t  zugleich  den  Wert  180^ 
erreicht  und  symmetrisch  wieder  bis  0  abnimmt.  Die  UngleichfSrmig- 
keit  nimmt  mit  wachsender  Entfernung  vom  Pol  zu,  bis  bei  45®  Breite 
die  Schwingungsebene  anfangt,  selbst  eine  Pendelschwingung  um  die 
Meridianebene  auszuführen.  Der  Ausschlag  beträgt  bei  ß  ^  45®  nach 
jeder  Seite  90®;  allmählig  aber  nimmt  die  Amplitude  der  Schwingung 
ab,  bis  sie  am  Äquator  den  Wert  Null  erreicht.  —  Die  Schwingung 
der  Ebene  erfolgt  in  der  Weise,  dafs  letztere  langsam  bis  zu  ihrer 
äufsersten  Lage  vorrückt,  dann  schnell  in  die  Anfangslage  zurückkehrt 
und  sich  dann  ebenso  nach  der  anderen  Seite  bewegt.  Bei  ß  =  45®  er- 
reicht die  Ebene  für  ^  =  180®,  also  nach  12  Stunden,  ihre  gröfste  Ab- 
weichung x'  =  90®,  um  dann  —  theoretisch  —  in  der  Zeit  0  in  die 
Anfangslage  zurückzukehren  oder  auch,  da  es  sich  hier  um  einen 
Grenzfall  handelt,  nach  Analogie  des  Verlaufs  für  /3  >  45®  in  der  Zeit  0 
bis  180®  und  symmetrisch  darüber  hinaus  zu  gelangen.  Bei  ß  =  44® 
wird  der  gröfste  Ausschlag  x'  =  74®56'52"  in  10,54  .  .  Stunden  erreicht; 
in   1,45  .  .  Stunden  kehrt  die  Ebene  in  ihre  Anfangslage  zurück.     In 


1)  Foucault'ß  Versuch    als    direkter   Beweis    der   Achsendrehung    der   Erde, 
Köln  1852. 

2)  Foucault's  Beweis  für  die  Achsendrehung  der  Erde,  Brunn  1852. 

3)  Über  das  Foucault'sche  Pendel,  diese  Zeitschrift,  43.  Band,  1898,  S.  166  u.  167. 
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der  folgenden  Tabelle  habe  ich  f&r  einige  charakteristifiche  Parallelkreise 
die  Werte  von  x  von  Stande  zu  Stunde  zusammengestellt. 


16» 


46» 


60» 


76<» 


90« 


106« 


120» 


U6<» 


160» 


166« 


180« 


^••1  9«»4'41" 


o'ao'  0" 
i8«4rw" 
«««rii" 


0*42'a6" 
27«  WS«" 
88«11'  ly 


0«61'68" 
»6«  8'16" 
48«ll'4i" 


0«6r  68" 
41«4»'86" 
52«  «r  18" 


10  0*  1' 
47«  86*  21' 
61«89'83' 


©•6r60" 
62« 17' 68" 
70«  83*   1" 


0«61'62" 
66«S9'68' 
79«46'  0" 


0«42'21' 
67«  2' 41' 
90«  11' 14' 


0«29'67" 
64«81'44" 
108«  66'  1" 


0«16'80" 
41«82'6»" 
127«46'29" 


0« 
C« 
180« 


Diese  Zahlen  bestätigen^  dals,  wie  wie  wir  schon  oben  sahen,  für 
kleine  Werte  von  t  die  Ablenkung  nahezu  proportional  der  Zeit  ist. 
Daraus,  das  x  während  dieser  ersten  Stunden  erheblich  hinter  t  zurück- 
bleibt, schlois  Foucault,  daCs  —  auch  fiir  die  Breite  von  Paris  —  die 
Schwingungsebene  keine  yollsiändige  Umdrehung  innerhalb  24  Stunden 
machen  könne.  Er  sagt  nämlich^):  La  grandeur  moyenne  de  ce  mouve- 
ment,  rapportee  au  temps  qu'il  emploie  ä  se  produire,  montre,  confor- 
mement  aux  indications  de  la  theorie,  que  sous  nos  latitudes,  la  trace 
horizontale  du  plan  d'oscillation  ne  fait  pas  un  tour  entier  dans  les 
yingi-quatre  heures'^ 

Es  ist  von  hohem  Interesse,  zu  sehen,  wie  Foucatdi  selbst  sich  die 
relative  Bewegung  der  Schwingungsebene  gegen  den  Meridian  denkt. 
Er  geht  yon  der  Annahme  aus,  dafs  der  Winkel  der  Schwingungs-  und 
der  Meridiansebene  möglichst  Mein  sein  müsse.  „Quand  la  verticale, 
toujours  comprise  dans  le  plan  d'oscillation  change  de  direction  dans 
l'espace,  les  positions  successives  du  plan  d'oscillation  sont  d^terminees 
par  la  condition  de  faire  entre  elles  des  angles  minima'^^  In  der 
zugehörigen  Figur  ist  P  der  Pol,  M  die  Anfangslage  des  betrachteten 
Punkts,  B  die  um  den  Stundenwinkel  n  auf  seinem  Parallelkreise  ver- 
schobene Lage  desselben  Punkts,  A  ein  Punkt  auf  dem  Meridian  von  M^ 
dessen  Entfernung  von  JB  =  90®  ist,  PA  =  A,  <  PBA  =  x^  und  nun 
folgt  aus  dem  sphärischen  Dreieck  PAB  die  Gleichung 

sin:r  =  sinn  •  sinA, 

die  filr  kleine  Verschiebungen  übergeht  in 

x^n-  sinA. 

Für  vollständig  gelöst  hält  Foucault  das  Problem  damit  offenbar 
selbst  nicht,  denn  in  der  angeführten  „Demonstration"  (S.  380)  sagt  er. 


1)  f^^monstration  physique  du  mouvement  de  rotation  de  la  terra  au  moyen 
du  pendule'^  in  Becueil  des  travaux  ecientifique  de  L^on  Foucault,  Paris  1878, 
S.  381. 

2)  Lettre  but  la  loi  ä  laquelle  obeit  la  d^viation  du  pendule,  a.  a.  0.  S.  888. 
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nachdem  er  darauf  hingewiesen  hat^  daCs  die  Erscheinung  nur  am  Pol 
in  ihrer  vollen  Reinheit  auftritt:  Mais  quand  on  descend  yers  nos  lati- 
tudes^  le  phenom^ne  se  complique  d'un  element  assez  diffieile  ä  appre- 


eier  et  sur  lequel  je  souhaite  bien  vivement  d'attirer   Fattention    des 
geom^tres. 

Eine   vollständig  strenge,  erschöpfende  Behandlung  des  Problems 
hat  schon  1856  Lottner  gegeben.^) 

1)  Grelles  Journal  für  Mathematik,  Band  62. 
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Ein  Beispiel  zum  Satze  vom  Minimnm  der  Reibnngsarbeit. 

Von  H.  Heimann  in  Frankfurt  a.  M. 

Dem  Anfönger  bereitet  das  Verständnis  der  Minima- Sätze  der 
Mechanik  oft  erhebliche  Schwierigkeiten.  Die  direkte  Ableitung  jener 
Sätze  aus  den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  oder  umgekehrt 
der  Gleichgewichtsbedingungen  aus  jenen  Sätzen  wird,  wenn  an  ein- 
fachen Beispielen  erklärt,  leichter  begriffen  und  behalten. 

Das  folgende  Beispiel  scheint  zur  Erläuterung  recht  geeignet 
Es  sei  A  eine  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o^   sich   drehende 
Welle,  JB  ein  um  diese  Welle  mit  der  Pressung  p  gelegter  Ring,  der 
infolge     der    Bewegung     der 

Welle  A  die  Winkelgeschwin-  ' '  '■'''"'^'^" •'-'■  =---  '■^'' 

digkeit  (d^  angenommen  hat^  C 
ein  um  diesen  Ring  ebenfalls 
mit  der  Pressung  p  gelegter, 
feststehender  Bremszaum.  Es 
wird  gefragt,  welche  Beziehung 
besteht  zwischen  (Dq  und  cd^,  so- 
bald stationärer  Zustand  einge- 
treten ist?  Zur  Beantwortung 
der  Frage  giebt  es  drei  Wege. 
Einmal  das  direkte  Ansetzen 
der     Gleichgewichtsbedingung 

f&r  den  Ring  JB,  dann  die  Anwendung  ded  Satzes  von  der  Erhaltung 
der  Enei^ie,  nach  welchem  die  insgesamt  von  A  abgegebene  Arbeit 
gleich  den  Reibuugsarbeiten  an  der  äufsereki  und  inneren  Ringfläche 
sein  mufs,  oder  drittens  die  Anwendung  des  Minimumsatzes,  nach 
welchem  die  Winkelgeschwindigkeit  (o^  einen  Wert  annehmen  mufs, 
der  die  Reibungsarbeit  zu  einem  Minimum  macht. 

I.  Es  sei  die  auf  die  innere  Ringfläche  wirkende  Reibungskraft  =  \ 
„     „     „   äufsere         „  „  „  =  Ä^ 

dann    erhält    man    durch   Gleichsetzen   der   auf  den   Ring   wirkenden 

Momente  ,        /     .   *n  7 

r.ti  =  (r  +  d)Äi. 

IL  Die  gesamte  von  A  abgegebene  sekundliche  Arbeit  ist: 


\ 

ir 

>- 

^1 

\ 

'V 



'""--- 

^•■" 

'':{fmm^{{mw(f((um. 
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Die  sekundliche  Reibungsarbeit  an  der  inneren  Ringfläelie  ist  gleich 
der  wirksamen  Straft  \  mal  dem  Weg,  den  B  relativ  zu  A  pro  Sekunde 
zurücklegt;  also  gleich:  r  •  (joq  —  o^)  Ä:^.  Ebenso  ist  die  sekundliche 
Reibungsarbeit  an  der  aufseren  Ringfläche  gleich:  (^  +  ^)  ^i  ^;  und 
durch  Gleichsetzen: 

riDo*!  =  r((Do  —  ©i)*!  +  {r  +  d)mik^ 
oder 

UL  Die  gesamte  Reibungsarbeit  ist  wie  vorhin: 
r((Do  -  ©i)*!  +  (r  +  d)a)^k^. 
Diese  soll  ein  Minimum  werden,  also 

^  { r(fflo  -  »i)*!  +  (r  +  <J)a,,Äi }  =  0 
oder 

Nimmt  man  an,  dafs  die  Reibungskraft  proportional  dem  Inhalte  der 
sich  reibenden  Flächen  und  eine  Funktion  des  Druckes  der  Flächen 
gegeneinander  und  ihrer  Relativgeschwindigkeit  sei,  so  ist  nach  unserer 

fei  =  2r3r/'0,  r(a}o  -  Ol)), 

k,^2{r+ä)xf{j>,(r  +  ä)(o,), 
also 

r*  •  fip,  rK  -  '0,))  =  (r  +  *)«  fip,  (r  +  d)a,,), 

und  wenn  ä  gegen  r  vernachlässigbar  ist, 
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Die  Bestimmung  des  günstigsten  Punktes  für 
das  Rttckwärts-Einsclmeiden. 

Von  A.  Elingatsch  in  Graz. 
Mit  8  Figuren  auf  einer  Doppeltafsl  in  Lithographie. 

Die  in  der  Geodäsie  häufig  vorkommenden  Punktbestimmnngen 
durch  Vorwärts-  und  Rückwärts-Einschneiden  lassen  sich  bekanntlich 
bezüglich  des  RechnungSYorganges  ineinander  überführen.  Sind  (Fig.  1) 
£,  Mj  R  die  drei  gegebenen ,  P  der  zu  bestimmende  Punkt^  so  giebt 
nach  Prof.  Runge ^)  eine  Transformation  nach  reziproken  Radien  be- 
züglich eines  Kreises  um  M  vom  Halbmesser  1  die  drei  Punkte  AF'B 
80^  da(s  durch  dieselben  Messungen ;  durch  die  P  von  Ly  M,  R  rück- 
wärts eingeschnitten  wird^  P"  von  A^  B  als  vorwärts  eingeschnitten 
betrachtet  werden  kann. 

Nachstehend  soll  eine  ähnliche  Beziehung  entwickelt  werden^  welche 
die  Grundlage  für  die  in  der  Überschrifb  angegebene  Untersuchung 
bildet.  Die  günstigste  Punktlage ^  diejenige  nämlich,  für  welche  der 
mittlere  Punktfehler  den  kleinsten  Wert  hat,  kann  lediglich  fOr  die 
Annahme,  dafs  die  Richtungsgewichte  proportional  PL*,  P-5P,  Pü* 
angenommen  werden,  durch  ein  einfaches  Gesetz  ausgedrückt  werden; 
sofern  die  drei  gemessenen  Winkel  auf  den  Horizont  ausgeliehen 
werden,  genügt  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen 
Kreises  der  obigen  Bedingung.*)  Für  den  Fall  der  Theodolitwinkel- 
messung, um  welchen  es  sich  hier  handeln  soll,  gilt  dies  nicht  mehr. 

Für  die  Bestimmung  des  günstigsten  Punktes,  ebenso  wie  für  die 
Konstruktion  von  Genauigkeitskurven  beim  Rückwärts -Einschneiden 
liegen  unseres  Wissens,  von  speziellen  Fällen  abgesehen,  Untersuchungen 
noch  nicht  vor,  so  dafs  die  wenn  auch  nur  näherungsweise  durch- 
f&hrbare  Lösung  Interesse  bieten  dürfte,  indem  dabei  die  einfacher  zu 
behandelnden  Genauigkeitsuntersuchungen  für  das  Vorwärts-Einschneiden 
zur  Anwendung  gelangen. 

Wir  werden  lediglich  zwei  gleich  genau  gemessene  Winkel  voraus- 


1. 
Der  dem  Dreiecke  LMR  (Fig.  2)  umschriebene  Kreis  werde  mit 
einem  zweiten  Kreise  K  mit  M  als  Mittelpunkt  zum  Schnitt  gebracht; 
die  gemeinsame  Sehne  schneide  LM  und  Jlf  i2  in  ^  und  B. 

1)  Zeitschrift  f.  Verm.  1899,  1900. 

2)  Kiepert,  Zeitschrift  f  Verm.  1887. 

Z«itMhrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  48.Biuid.  1908.  S.a.i.Heft.  31 
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Für  jede  Lage  von  P  auf  K  ist  der  mittlere  Punktfeliler  M^  für 
das  Rückwärts-Einschneiden  aus  Ly  M^  R  gleich  dem  mittleren  Punkt- 
fehler  M    ftir  das  Yorwärts-Einschneiden  aus  A  und  B. 

V 

Hierbei  sind  die  Winkel  a  =  ^LPM,  ß^^MPR  in  dem  durch 
die  Aufeinanderfolge  der  Buchstaben  gegebenen  Sinne  zu  zählen. 
Man  hat  durch  die  Konstruktion 

(1)  LM'ÄM^RM'BM^^PIP, 

woraus  die  Gleichheit  der  Winkel 

^ABM^MLR^w^]  ^PBM^MPR^ß-,  ^MPB^PRM^i> 

folgt. 

Für  zwei  gemessene  Winkel  ist  aber^) 


(2)  -«'-iMr+^^VAD'+lS)', 

wo  d  der  Fehler  in  den  Winkelmessungen  ist. 
Wegen 


LP_^AP^         EP^  ^  BP 
LM       PM^       RM       PM' 


wird  daher 

(3)  JL  ==  .   /^  „VäP^  +  BP^^  M,  =  M, 


Solange  der  Halbmesser  MP  =  r  von  K  ungeändert  bleibt,  gilt 
dasselbe  von  A  und  B,  Für  verschiedene  K  resp.  r  bleibt  die  Richtung 
von  AB  ungeändert,  nämlich  parallel  zur  Tangente  ^  in  üf  an  den 
dem  Dreieck  LMR  umschriebenen  Kreis. 

Da  (3)  lediglich  an  die  Erfüllung  von  (1)  gebunden  ist,  so  liefert 
(1)  auch  die  Punkte  A^  B  m  allen  Fällen,  wo  keine  reellen  Schnitte 
zwischen  den  Kreisen  stattfinden. 

Liegt  nun,  wie  wir  immer  annehmen  werden,  eine  in  entsprechendem 
Mafsstabe  durchgeführte  Zeichnung  von  LMR  vor,  so  läfst  sich  zu- 
nächst zu  jeder  gegebenen  Lage  von  P,  der  Punktfehler  M  näherungs- 
weise finden,  indem  man  mit -4 P  =  a,  BP  =  b,  AB  =  c,  (3)  die  Form 
giebt 

WO   h   den  Abstand   des  Punktes  P  von  AB   bedeutet   und   die  Ab- 
messungen in  (4)  der  Zeichnung  entnommen  werden. 


1)  Jordan,  Handbuch  der  Yermessungskundef  I.  Band  1888,  Seite  312. 
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Bbenso  kann  bei  gegebener  Lage  yon  P  einfEu^h  entschieden  werden, 
welche  Winkelmessnngen  den  Punkt  am  schärfsten  bestimmen,  welcher 
Dreieckspnnkt  also  bei  den  Messungen  ,,in  die  Mitte''  zu  nehmen  ist. 

Ans  dem  Vorhergehenden  folgt  aber  auch,  dals  auf  demselben 
Kreise^  um  M  die  günstigsten  bzw.^  ungünstigsten  Punktlagen  beim 
Rückwärts-Einschneiden  aus  LMR  identisch  sind  mit  denjenigen,  welche 
sich  auf  diesem  Kreise  durch  Yorwärts-Einschneiden  Yon  A,  B  ergeben. 

2. 

Indem  wir  zunächst  die  letztere  Aufgabe  behandeln,  sucid  in  Fig.  3. 
die  gegebenen  Punkte  ^  JB  als  unveränderlich  anzunehmen.  Alle  Punkte, 
bei  deren  Bestimmung  von  A,  B  der  mittlere  Punktfehler  konstant 
bleibt,  liegen  auf  einer  Kurve,  der  G^nauigkeitskurve  für  Yorwärts- 
Einschneiden. 

Den  Ursprung  eines  rechtwinkeligen  Koordinatensystems  legen 
wir  in  den  Mittelpunkt  0  von  JT,  während  X  \\  AB  sein  soll.  Sind 
OE  =  w,  EH==  n  die  Koordinaten  des  Halbierungspunktes  H  von  AB, 
so  giebt  (4)  für  den  Punkt  P  (x,  y), 

(5)JI«-^T^^[|(«  +  a;)«  +  (y-m)«  +  ^^j-c«(«+x)«][(«+a;)«  +  (y-«)«+'j*]- 

Da  AB  »  c  konstant  ist,  erhalt  man  mit 

(6)  e-*»*» 

die  Gleichung  der  Genauigkeitskurven 

(7)cy(y-m)«-2[((n+a;)«+(y-m)«  +  J)-c»(n+a;)»][(n+a;)«+(y+m)«+^'], 

WO  (i,  für  die  ganze  Schaar  die  Bedeutung  eines  Parameters  hat. 

Die  Aufgabe,  diejenigen  Punkte  auf  K  zu  bestimmen,  für  welche 
/i  also  auch  M  ein  analytisches  Maximum  oder  Minimum  erreicht,  ist 
auf  die  Bestimmung  derjenigen  Kurven  fi  zurückzuführen,  welche  K 
berühren.  Die  Genauigkeitskurvenl^besitzen  nach  Fig.  4,  von  A  und  B 
abgesehen,  weder  Doppelpunkte  noch  Rückkehrpunkte ^),  so  dafs  die 
Berührung  (erster  Ordnung)  zwischen  fi  und  K  auch  die  hinreichende 
Bedingung  für  die  Losung  enthält.  Lediglich  diejenigen  Stellen  auf  Kj 
wo  Jlf  =-  cx>  wird,  können  durch  diese  Untersuchung  nicht  erhalten 
werden,  sie  ergeben  sich  dann  aber  als  reelle  Schnitte  zwischen  £^  und  ^^. 

1)  Näheres  über  den  Verlauf  derselben  findet  man  in  Jordan,  VermesBnngs- 
knnde,  Seite  802,  anch  in  dieser  Zeitschrift  1871. 

31* 
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Setzt  man  nnn  znr  Abkürzung 
(8)  p»(n  +  a;)»  +  (y-fn)«  +  J,      Q^i^in  +  xf, 

SO  erhält  man  aus 

zu  jedem  gegebenen  Werte  von  ft,  ^  in  jedem  Punkte. 

Die  Elimination  yon  ft^  aus  (7)  giebt  dann 
jP(J»-0-(3P«-ö)(y-m)>)g  =  (3P»-e-Pc«)(n  +  a:)(y-m), 

und   wegen  3^  = ;   dem  E^reise  K  entsprechend,   die  zweite  den 

Berührungspunkt  bestimmende  Qleichung 

{(3P«^  0(y-m)»-P(P«- ö))a;  =  (3P»-e-Pc»)(»+«)(»-»»)y- 
Die  Emsetznng  Ton  P,  Q  nach  (8)  liefert  schlielJslich 

f^iy*+(J,+-Bi«)y»+(J,+^a:+0,«*)y»+(^^+5ix+C7^»+D,rc«)y 

+  {B^x  +  C^x*  +  B^n?  +  Eiof)  "  0 

und  in  Verbindang  mit 

rc«  +  y»  =  r» 

die  acht  Lösungen  der  Aufgabe. 
Hierbei  ist 
(A^  =  12»t»n 

A, (c»  +  24m»  +  12n*)  mn  —  12mnr* 

^a  ==  (-  «c*  +  low*  +  3«*  +  |c*»w»  -  \<^n'  +  18m»n*)  n 

+  (Ac«  +  ISw«  +  6m»)  nr»  +  3nr* 
^*  =  (^c*  -  3m*  -  3n*  -  ic»m>  +  |c*n*  -  6m»«*)  mn 

-  (ic»  +  6m»  +  6n»)  m«r»  -  3mn»^ 
5,  =  (2c»  +  4m»  -  24n»)  m 

B^ (ic*+12m*-12«*+3c»m»+2c»n»-36m»n»)-(c»-12n»)r» 

■Bs  =  (ieC*  +  9»»*  -  15n*  +  f  c»m»  +  |c»n»  -  6m»n»)  m 

+  (-  ic»  +  6m»  -  I8n»)  mr»  -  3mr* 
-»4  =  (^4^'  -  2m«  +  w«  -  ^c*n»  -  |c«m*  -  ^c»«*  -  3m*n») 

+  (i^c*  -  3m*  +  3n*  +  ic»n^  r»  +  (|c»  +  3»»)  r*  +  r« 
C,  =  (-  3c»  +  12n»)  n 

C,  =  (2c»  +  12m«  -  24»»)  mn  -  12mwr» 
C3  =  -  (ic*  +  6m*  -  6w*  +  c»«»)  n  +  (c»  +  12n»)  nr»  +  6«r* 

D,  =  (c»  -  12  w»)  m 

i)j  =  (-  ^^'  +  12m*  -  2c»w»)  -  (c»  -  12m»)  r» 
[£i  =  -  (2  c»  -  8n»)  n. 


(10) 
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Jede  reelle  Wurzel  von  (9)  giebt  aus  (7)  den  zugehörigen  Para- 
meter fi;  hierbei  ist  lediglich  diejenige  Wurzel  zu  bestimmen^  f&r  welche 
H  den  kleinsten  Wert  erhali  Liegen  A,  B  symmetrisch  zu  F,  so  wird 
w^en  n  =  0  in  (10)  ^  «  0,  C  =  0,  E  =  0.  Die  Schnitte  von  K  mit 
Y(z  =»0,  y  =-  ±  r)  entsprechen  dann  zwei  Wurzeln  von  (9). 


Die  Auflösung  von  (9),  insbesondere  die  Bestimmung  der  in  Be- 
tracht kommenden  Wurzel  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  eine  Zeichnung 
von  mehreren  Grenauigkeitskurven  vorliegt.  Hierzu  hat  man  verschiedene 
Wege.  Die  Berechnung  der  Koordinaten,  bestimmten  Werten  von  fi 
entsprechend,  wird  umständlich,  indem  für  jeden  Kurvenpimkt  eine 
Gleichung  6.  Grades  aufzulösen  ist.  Man  kann  auch  fiir  angenommene 
Koordinaten  die  entsprechenden  ft  berechnen  und  sodann  diejenigen 
Punkte,  in  welchen  /t  anzunehmende,  runde  Werte  erreicht  durch  Inter- 
polation bestimmen  und  verbinden,  welches  Verfahren  fiir  den  vor- 
liegenden Zweck  zu  ungenau  wäre.  Eine  Konstruktion  der  Genauigkeits- 
kurven wurde  vom  Verfasser*)  angegeben,  welche  hier  Verwendung 
finden  kann,  so  dafs  sich  die  Berechnung  nur  auf  wenige  Punkte,  für 
welche  sich  etwa  ungünstige  Schnitte  ergeben,  zu  erstrecken  hätte. 
Eine  derartige  in  entsprechend  gröfserem  MaCsstabe  durchgeführte  Dar- 
stellung solcher  Genauigkeitskurven  werden  wir  künftig  zumeist  voraus- 
setzen und  als  Diagramm  —  abgekürzt  (D)  —  bezeichnen.  Es  dient 
zur  Durchführung  verschiedener  Untersuchungen,  welche  Genauigkeits- 
fragen des  Rückwärts-Einschneidens  betreffen  und  ist  dasselbe  natürlich 
auch  für  verschiedene  Dreiecke  verwendbar. 

Sind  nun  c^m^n^r^  dem  Kreise  K^  entsprechend,  durch  eine  Zeich- 
nung {Z)  gegeben,  während  c^  AB  (Fig.  4)  die  unveränderliche  Ent- 
fernung dieser  Punkte  in  (D)  vorstellt,  so  kann  die  Berechnung  mit 
Hilfe  des  letzteren  durchgeführt  werden,  wenn  der  Mittelpunkt  0  eines 
Sjreises  K  sowie  dessen  Halbmesser  r  durch 

(11)  w  =  mi^,     »  =  »1^,     »-^nj 

gegen  (D)  festgelegt   wird*),  indem   (11)  lediglich  die  Reduktion   des 
Maßstabes  von  (Z)  auf  den  gegebenen  von  (D)  bestimmt. 


1)  Zeitschrift  f.  Verm.  1896. 

2)  Hierbei  wird  zweckmäfdg  Paasleinwand  benutzt,  auf  welcher  die  Pnnkte 
Ä^  B  der  Fig.  4,  sowie  —  mit  Benntznng  von  m,  n,  r  —  die  Koordinatenachsen 
nnd  K  vorgezeichnet  sind;  durch  Verschieben  auf  {D\  bis  sich  A  nnd  B  decken, 
wird  X  r  zu  (D)  in  die  richtige  Lage  gebracht 
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Die  Zahl  der  Berühnmgsstellen  zwischen  den  Kurven  ft  und  K^ 
den  reellen  Wurzeln  von  (9)  entsprechend,  läßt  sich,  indem  man  sich 
die  fehlenden  Kurven  gezogen  denkt,  bestimmen,  wodurch  auch  die 
annähernden  Grenzen  für  die  Koordinaten  Xy  y  jenes  Berührungspunktes 
angegeben  werden  können,  für  welchen  ^  den  kleinsten  Wert  erreicht, 
so  dafs  genügende  Näherungswerte  für  die  in  Betracht  kommende 
Wurzel  erhalten  werden.  Die  Auflosung  geschieht  bei  beliebigem 
Dreieck  besser  ohne  vorhergehende  Elimination  der  einen  Unbekannten, 
etwa  nach  dem  New  ton  sehen  Verfahren. 

Ist  P(x,  y)  bezüglich  der  Koordinatenachsen  von  (D)  bestimmt, 
so  ergiebt  sich  Pi{x^y  Vi)  für  (Z)  aus 

\ 

Wir  geben  für  n  =  0,  m  ==  0,640  c  zwei  Beispiele,  welche  später  Ver- 
wendung finden. 

I.  r'  =  0,940c;    daher    aJi^,  — 0;    y,,,  =  ±  0,940c. 

Aus  (9)  folgt  wegen  (10)  mit  (^j  =  u, 

w»  -  1,1382  w«  +  0,2751  u  -  0,0218  =  0. 
Die  reelle  positive  Wurzel  ist 

u  =  0,8425,    also    x^^^  =  ±  0,917 c,    y,^ ^  =  0,202 c, 

während  die  betreffenden  ft  aus  (7)  mit 

^1  =  0,934,    /.,  =  4,074,    ft,,,  =  3,287 
folgen. 

II.  »-"  =  0,4800,    x^^t^O,    yij  =  ±0,480c 
u'  +  0,6310««  +  0,0851 «  -  0,0149  =  0 

M  =  0,0963 ,    a;j  4  =  ±  0,310  c,    y,  ^  ^  =  0,366  c 
^1  =  1,278,    ft,  =  2,332,    fi8,,  =  0,955. 

In  Fig.  4  sind  mit  den  unten  angegebenen  kürzeren  Bezeichnungen 
die  zu  /tj_4  gehörigen  Kurven  mit  den  den  Kreisen  K'K"  entsprechen- 
den Berührungspunkten  P'P"  für  beide  Fälle,  nebst  anderen  dar- 
gestellt.    Die  Bezeichnung  der  Kurven  ist 

I.     für  fi  =  0,918         IV.     für  p  =  1,278 

n.      „  0,955  V.      „  2,332 

m.      „  1,000        VI.      „  3,287. 
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4. 

Wir  wenden  nun  die  im  2.  Abschnitt  angegebene  Lösung  für 
Vorwärts-Einschneiden  auf  das  Rückwärts-Einschneiden  aus  LMR  an. 
Es  sollen  also  diejenigen  Punkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  K  um  M 
(Fig.  2)  vom  Halbmesser  MP  =  r  bestimmt  werden,  in  welchen 
Mr  =*  Jf  die  grölisten  oder  kleinsten  Werte  erreicht. 

Wird  zunächst  von  (D)  abgesehen,  so  sind  c,  m,  n  von  r  ab- 
hängig und  hat  man  wegen  (1)  mit  Rücksicht  auf  das  gewählte 
Koordinatensystem  mit  MR  =  s, 

c  =  i^r*  =  ii(ar*  +  f),    wo     k^  =    *^'^"'" 


(12) 


8  '  Bin  Wt 


Sind  nun  LMR  durch  Koordinaten  im  Zusammenhange  mit  einer  Ver- 
messung gegeben,  wodurch  auch  ä:^  A',  A;,  bestimmt  sind,  so  giebt  (9)  auch  die 
Koordinaten  des  günstigsten  Punktes  auf  K,  bezogen  auf  M  als  Ursprung 
und  t  als  Abscissenachse.  Für  die  Auswertung  ist  lediglich  in  (10)  statt 
c,  m,  n  bezw.  k^k^k^  zu  setzen.  Schliefslich  sind  die  Koordinaten  wieder 
in  dem  der  Vermessung  zu   Ghrunde  liegenden   System   zu   berechnen. 

Diese  Aufgabe,  wie  oben  angedeutet,  lediglich  durch  Rechnung  zu 
lösen,  bietet  keinen  Vorteil,  da  es  sich  bei  der  Anwendung  doch  nur 
darum  handelt,  den  Punkt  in  einer  Zeichnung  (Plan)  festzulegen,  um 
sodann  die  angenäherte  Lage  desselben  in  der  Natur  festzustellen.  Wir 
greifen  daher  wieder  auf  das  Verfahren  des  vorigen  Abschnittes  zurück. 

Nach  Fig.  5  befinden  sich  die  zu  demselben  fi  gehörigen  Kurven 
CiC  bezüglich  M  in  ähnlicher  Lage;  findet  also  zwischen  den  Halb- 
messern r^r  zweier  Sjreise  K^K  die  Beziehung  (11)  statt,  so  sind  auch 
P^P  entsprechende  Punkte. 

Genügt  nun  für  AiBi  =  c^,  c^  der  Gleichung  Ci^k^ff,  so  kann 
der  obere  Teil  der  Fig.  5  als  (Z),  der  untere  als  (D)  angesehen  werden. 
Die  Lage  des  Koordinatenursprungs  0  gegenüber  (D)  ist  dann  nach 
(11)  bezw.  durch  die  Winkel  w  (Fig.  2  u.  3)  bestimmt.  Zu  jedem  r, 
aus  (Z)  folgt  r  für  (D)  und  umgekehrt  aus 

(13)  ^  '  *"!  "^  r  '^  const. 

Die  zusammengehörigen  r,  r^    sind    hiemach   Punktkoordinaten   einer 

gleichseitigen  Hyperbel  mit  ^ytr  ^^^  reeller  Achse  bezüglich  ihrer 

Asymptoten.  Im  übrigen  gilt  dasselbe  wie  im  3.  Abschnitt.  Zur 
Verwendung  der  dort  gegebenen  Beispiele  möge  es  sich  in  Fig  6  um 
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ein  gleichschenkeliges  Dreieck  LMB  mit  u;,  »  76®  handeln.    Sind  die 
Halbmesser  r[r^  zweier  Kjeise  K^K^'  gegeben  durch 

I.  r;  =  0,864  s,  n.  r;  =  1,692  s 
so  erhält  man  aus  (13)  die  früheren  Annahmen  für  r'  bezw.  r".  Die 
in  Fig.  4  dargestellten  PF"  finden  sich  hiemach  in  Fig.  6  ent- 
sprechend übertragen  als  PiPi-  Für  den  ersten  Fall  bedeuten  die 
Punkte  Pj  ein  relatives  Minimum  auf  K^,  während  für  den  zweiten  P^ 
die  günstigsten  Lagen  auf  K^'  angeben. 

5. 

Die  Ermittelung  der  günstigsten  Lage  für  das  Rückwärts -Ein- 
schneiden, wenn  der  Punkt  lediglich  auf  einem  Kreise  um  M  ange- 
nommen werden  kann,  bietet  natürlich  für  sich  keine  Anwendung,  denn 
solche  Bedingungen  kommen  nicht  vor;  allein  die  vorhergehende  Unter- 
suchung ermöglicht  die  Bestimmung  der  günstigsten  Punktlage. 

Lüdem  wir  zumLchst  wieder  von  (D)  absehen,  giebt  (5)  zu  jedem 
Punkte  den  mittleren  Punktfehler  für  Rückwärts -Einschneiden,  wenn 
dort  c,  m,  n  nach  (12)  durch  x,  y  ausgedrückt  werden. 

Setzt  man 
(14)  v^h,^ 

SO  wird  aus  (5) 

^^""^      -  kl(k,(x*  +  y')  +  x)^[i\1c»  +  kl  +  Ji)(x'  +  y^  +  2Jc,x  -  2k,y  +  1], 

wonach  zu  jedem  P{Xy  y)  i/,  also  auch  der  Punktfehler  M  berechnet 
werden  kann.     Für  v  =  const.  giebt  (15)  zugleich  die  Gleichung  der 
Genauigkeitskurven  für  Rückwärts-Einschneiden. 
Soll  nun  M  und  damit  auch 

V  =  F{xy  y) 
den  kleinsten   Wert  annehmen,   so  mufs  für  diese  Lage  von  P  auch 
(9)  erfüllt  werden.     Ersetzt  man  nun  in  (10)  c,  w,  n  durch  \li^Tc^y  so 
zerfällt  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  der  Gleichungen  (9),  die  erste  in 

(x«  +  y«)»  =  0 
und  in  die  Gleichung  achten  Grades 
(16)  q>{x,  y)  =  0. 

Hiemach  gehört  der  Punkt  M  jener  Kurve  an,  welche  durch  (16)  aus- 
gedrückt ist.     Die  allgemeine  Lösung  ist  daher  in  den  Gleichungen 

(Yl\  ]dx  '  dy       dy    dx 

\  q}(x,  J/)  =  0 

enthalten. 
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Da  aber  för  die  Auflösung  von  (17)  bereits  genügend  scharfe 
Näherungswerte  f&r  das  absolute  Minimum  bekannt  sein  müssen,  so 
empfiehlt  es  sich  auch  hier  den  graphischen  Weg  einzuschlagen. 

Es  mögen  sich  also  wieder  Cj,  m^,  n^,  r^  auf  (Z),  c,  w,  w,  r  auf  (D) 
beziehen;  dabei  sind  m,  n  lediglich  abhängig  von  den  Winkeln  tv^  also 
mit  Rücksicht  auf  die  in  Fig.  2  gewählte  Bezeichnung  der  Dreiecks- 
punkte,  abhangig  Yon  der  Anordnung  der  Winkelmessung,  mithin  un- 
abhängig von  r. 

Wegen  M-^c^(id  hat  man  nach  (11),  (13),  (14) 

(18)     '  ^-/*-(7)'' 

wonach,  wie  gleich  gezeigt  wird,  bei  gegebener  Anordnung  der  Winkel- 
messung, in  (D)  genähert  der  Halbmesser  jenes  Ei-eises  gefunden  werden 
kann,  auf  welchem  der  günstigste  Punkt,  dem  absoluten  Minimum  von  v 
entsprechend,  gelegen  ist.  Der  auf  diesem  Kreise  liegende  nach  (9) 
resp.  (10)  zu  bestimmende  Punkt  wäre  in  erster  Annäherung  der  gesuchte 
und  können  dessen  Koordinaten  in  (Z)  wie  früher  ermittelt   werden. 

Vor  der  Anwendung  der  Gleichung  (9)  ist  noch  zu  untersuchen, 
welche  Winkelmessungen  den  Punkt  in  seiner  günstigsten  Lage  am 
schärfsten  bestimmen.  Der  einzuschlagende  Vorgang,  der  als  Vor- 
bereitung für  die  Rechnung  dient,  ist  folgender: 

Man  wählt  einen  Dreieckspunkt  als  M,  wodurch  die  beiden  zu 
messenden  Winkel  bestimmt   sind   und  auch   0  in  (D)  festgelegt  ist. 

Soll  in  (18)  V  den  kleinsten  Wert  annehmen,   so  gilt  dasselbe  von  -,, 

wenn  ft  und  r  so  voneinander  abhängen,  dafs  ft  den  kleinsten  Parameter 
jener  Genauigkeitskurven  vorstellt,  welche  den  Kreis  vom  Halbmesser  r 
berühren,   so    dafs  der  entsprechende  Berührungspunkt   der   günstigste 

Punkt  auf  diesem  Kreise  ist.  Wegen  (7),  (9),  (10)  ist  daher  -,  für  ver- 
schiedene Kj-eise  eine  Funktion  von  r.  Bei  der  versuchsweisen  Ermitt- 
lung des  kleinsten  Wertes  von  -,  ist  zu  berücksichtigen,  dafs  für  die 
anzunehmenden  r  eine  untere  Grenze  gegeben  ist.  Da  nämlich  für 
fi  =  0,9185  keine  reellen  Kurven  bestehen  und  daher  /t  =  0,9185, 
den  beiden  Punkten  I  in  Fig.  4  entsprechend,  den  kleinsten  Wert 
von  fi  vorstellt,  so  ist  der  Halbmesser  des  gröfseren  der  beiden 
durch  die  Punkte  I  gehenden  Kreise  um  0  als  Mittelpunkt  diese 
untere  Grenze.  Indem  man  nun  in  (D)  die  vorhandenen  Kurven, 
also  die  dadurch  gegebenen  ft  benützt,  kann  man  die  Halbmesser  der 
dieselben  berührenden  konzentrischen  Kreise  um  0  abmessen  und,  etwa 
mit  dem  Rechenschieber,   die  Werte  ^   bilden;   in   einer   graphischen 
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Darstellung  (r  =  Abscissen,  -i  =[[Ordinaten)  kann][daim  der  Halbmesser  r 
für  das  Minimum  von  -^  festgestellt  werden. 

Wird  dasselbe  für  die  beiden  anderen  Dreieckspunkte  durchgeführt, 
wobei  jedesmal  die  Koordinatenachsen  mit  Beachtung  der  Bezeichnung 
der  Winkel  w  in  Fig.  2  gegen  (D)  festzulegen  suid,  so  kann  zunächst, 
ohne  weitere  Rechnung  oder  Zeichnung,  lediglich  mit  (D)  entschieden 
werden,  welche  Anordnung  der  Winkelmessung  die  günstigste  ist,  welcher 
Dreieckspunkt  daher  bei  der  Messung  als  mittlerer  gilt;  zugleich  hat  man 
eine  erste  Näherung  für  r,  dem  kleinsten  Wert  von  v  resp.  M  entsprechend. 

Sind  nun  r'  >  r"  >  r"  Annahmen,  so  geben  (9)  die  Koordinaten 
der  entsprechenden  günstigsten  Punkte,  wahrend  aus  (7)  die  ft,  aus 
(18)  die  zugehörigen  v  erhalten  werden.  Da  femer  aus  (13)  auch  die 
entsprechenden  r[  <  r'^  <  r'^'  für  {Z)  folgen,  und  v  eine  Funktion 
von  r  somit  auch  von  r^  ist,  so  sind  für  die  Kurve  v  =  f  (r^)  drei 
Punkte  in  der  Nahe  ihrer  kleinsten  Ordinate  bestimmt.  Setzt  man 
für  r:<r.< r''  ,  ,         . 

so  geben  nach  Fig.  7  die  Scheitelkoordinaten  einer  Parabel  mit  zur 
Ordinatenachse  V  paralleler  Achse  eine  weitere  Annäherung  der  Werte  v 
und  r^,  wonach  für  r^  die  Koordinaten  und  damit  v  gerechnet  werden 
können,  ein  Verfahren,  welches  bei  Wiederholung  natürlich  immer  gröfsere 
Annäherung  gewährt.  Übrigens  giebt  die  ursprüngliche  Untersuchung 
in  (D)  auch  genügende  Anhaltspimkte,  um  unmittelbar  (17)  anzuwenden. 

6. 
Die  Bestimmung  von  Genauigkeitskurven  für  Rückwärts -Ein- 
schneiden kann  wünschenswert  werden,  um  etwa  dasjenige  Gebiet  ab- 
zugrenzen, innerhalb  welchem  der  Punktfehler  eine  gewisse  Gröfse 
nicht  überschreitet.  Die  analogen  Methoden  wie  für  das  Vorwärts- 
Einschneiden  werden  wegen  des  höheren  Grades  von  (15)  schwieriger 
durchführbar.  Hingegen  enthält  (18)  eine  einfache  Beziehung  zwischen  v 
und  itt.     Wegen  ^ 

können  bei  gegebenem  Parameter  v,  für  verschiedene  r  die  zuge- 
hörigen /i  berechnet  werden;  die  Schnitte  zwischen  den  Kreisen  und 
den  entsprechenden  Genauigkeitskurven  für  Vorwärts-Einschneiden 
liefern  Punkte  der  gesuchten  Kurve.  Für  die  Durchführung  wird  wieder 
(D)  benutzt,  indem  man  die  Schnittpunkte  dort  ermittelt  und  deren 
Koordinaten,    so    wie  früher,   in  {Z)   überträgt.     Dabei   ist   es  wieder 
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zweckmäTsig^  die  Yorhandenen  Kurven  zu  verwenden^  also  aus  (18) 
die  Verhältnisse  (— ]  f&r  die  g^ebenen  ^  zu  bilden  und  fQr  das  Über- 
tragen der  Punkte  (13)^  namlicb 

(rA        /c\Binu7, 
8/  "*  \r/Binu7, 
sn  benutzen. 

Im  Anschluls  an  das  Beispiel  des  dritten  und  vierten  Abschnittes 
hat  man  fQr 

II  =  0,934,  und   (J)  -  0,940,  aus  (18)  v  =  1,057. 

Zur  Bestimmung  dieser  Genauigkeitskurve  f&r  das  Dreieck  LMR 
(Fig.  6)  erhält  man  f&r  die  in  Fig.  4  vorhandenen  Kurven: 

/i  «  0,934  r  =  0,940c  r,  =  0,864« 

=  0,955  =  0,950  c  =  0,855  s 

-1,000  =  0,972  c  =0,8355 

-1,278  =  1,099  c  -0,7385 

-2,332  =  1,485  c  -0,546  s 

-3,287  -1,763  c  -0,460  5 

wonach  die  Punkte  1 — 6  (Fig.  4  u.  6)  erhalten  wurden.  Der  Annahme 
gemäfisi  berührt  die  Kurve  v  den  Kreis  JTj  in  1.  Ihr  zweiter  reeller 
Schnitt  mit  der  Mittellinie  des  Dreieckes  wurde  aus  (15)  berechnet. 
Wegen  Äj  —  0  erhält  man  mit  s  =  1,  \Jcl  +  /:*  —  1,  so  dafs  sich  mit 
x=:  0,  y  aus 


bestimmt.    Die  beiden  reellen  Wurzeln  sind  dann  mit  MR=s, 

y  —  r^  —  0,864  s  wie  oben,   und   y  —  0,186  s, 
die  erste  dem  Punkt  1,  die  zweite  dem  Punkt  7  in  Fig.  6  entsprechend. 

7. 

Wir  untersuchen  noch  die  günstigste  PunkÜage  auf  einer  durch  M 
(Fig.  2)  gehenden  Geraden;  eine  Anwendung  würde  sich  in  dem 
Falle  ergeben,  wenn  einer  der  Punkte,  nämlich  M,  lediglich  in  der 
durch  diese  Gerade  gegebenen  Richtimg  gesehen  werden  kann. 

Aus  (4)  erhält  man  wegen  (12)  u.  (14),  wenn  zur  Abkürzung  (Fig.  3) 

(19)  igB^^-P, 


484    Die  Bestimmung  des  gunstigsten  Punktes  für  das  Rückwärts -Einschneiden. 


femer 


(20) 


gesetzt  wird, 


Pi  =  (ft,  +  2Ä-,)i)  -  2Ä;, 

P,^ii^  +  1i  +  kl  +  k,k,)il+p') 

■P»  -  (-  *i  +  ^h)P  -  2Ä, 

P,  =  (iÄj  +  P,  +  *»-M,)(l+JP') 


(21)  ^=^^r^^^^,yi^+Piy+P,f)inP>y+P.y')i^+iPt+Pn)y+(P,+P:)y'] 

Hiemach  hat  vinM  wegen  y  =  0  fQr  jede  Richtung  e  einen  bestimmten 

Wert») 

(22)  v.= 


Vi. 

COB« 


dv 


Die  Bedingung  j-  =0  giebt  bei  Wiedereinführui^  der  Gh-öfsen  (20) 

die  Gleichong  6.  Grades 

(23)  ^C,y  =  0.  (.  =  0...«) 

Dabei  ist 
C,  -  8Ä,  -  12*^  -  4*,p« 

C,  =  (18*»  +  120*1  +  72*|)&,  -  (6*J  +  216JkJ  +  72;^Ä^  + 
+     (6*»  +  72;^  +  216kl)ktP*  +  (6kl  -  '2^  -  l20J^)ktp' 
Ci  =  [(-  f  ^  -  160itJ  -  24*1  -  42*f*«  -  4*»*|  -  168*|fe|)  + 
+      {\U\  +  264*1  +  216*|)*j*jp](l  -  p")  +  [(-*}-  208*1  - 
-      144/c^  -  48***1  +  8***1  -  384*1*1)  + 
+      (16**  +  288*1  +  256*|)*j*,p]  (1  +  pV 
(24)j  C^  =  (|*J  +  120*1  +  72**  +  48*f*|  +  12*f*|  +  192^*| 

*i(l  -  p*  -  2p^)  +  (I*}  -  156*J  -  60ÄJ  -  18*f*|  +  10*»*|  - 

-  216*1*»)  (1  +  2p»  +  p'')k,p  +  (^,U-}  +  252*1  +  204*i  + 
+  98*»*»  +  18*»*»  +  456  *|*|)*,p»(l  +  p»  +  p*) 

C5  =  r(-  fe^f  -  48*«  -  12*«  -  |*t*|  +  I*}*»  -  108***» 

-  27*8*1  ^  3^2^  _  i2k\k\  -  12*«*!*»)  + 
+  (-  |-**  +  36*-*  +  36**  +  6*»*»-6*»*»  +  72*»*»)*,*,p](l+p»)» 

C,  =  (ife«  +  8*«  +  8*«  +  |*t*i  -  i*t*|  +  24***«  +  6*»*1  - 

-  2*»**  +  24*»**  +  4*»*»*|)*,(1  +  p»)*. 


1)  Folglich  geht  auch  bei  der  am  Schlüsse  des  5.  Abschnittes  benutzten  Dar- 
stellung V  =  /"(rj  für  Tj  =  0,  V  m  v^  über.    Dabei  ist  der  zugehörige  Winkel  e 
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Da  jede  Gerade  durch  M  den  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreis 
noch  einmal  schneidet  und  für  diesen  Schnitt  v  —  oo  wird,  andererseits 
dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  natui^emäfs  ein  unendlich  grofser 
Fehler  entspricht,  so  müssen  im  allgemeinen  wenigstens  zwei  Wurzeln 
von  (23)  reell  sein,  welchen  alsdann  kleinste  Werte  von  v  entsprechen. 

Wird  in  (24)  p  nach  (19)  durch  die  Koordinaten  ausgedrückt,  so 
giebt  (23)  die  Gleichung  8.  Grades 

(25)  i>{x,y)  =  Q, 

welcher  in  Verbindung  mit  (16)  abermals  die  Koordinaten  des  günstig9ten 
Punktes  für  das  Rückwärtseinschneiden  aus  den  drei  gegebenen  —  dabei 
M  als  den  mittleren  vorausgesetzt  —  genügen  müssen. 
Die  Bedingung  Cq  =  0  liefert  wegen  (12) 

(26)  ,       8  «ix»  («..-«,.)      ^^^ 

^     ^  -'^     '    2  •  Bin  tTi  •  8in  w^^  ' 

welcher  also  zwei  reelle  Wurzeln  entsprechen. 

Die  durch  (26)  bestimmten  beiden  Geraden  durch  M  sind,  wie 
man  leicht  findet,  die  Tangenten  für  den  Doppelpunkt  M  der  durch 
(2ö)  bestimmten  Kurve.  Für  diese  beiden  Richtungen  erreicht  daher 
der  Punktfehler  in  M  selbst  den  kleinsten  Wert. 

Für  jedes  gleichschenkelige  Dreieck,  bei  welchem  die  Spitze  zum 
mittleren  Punkt  gewählt  wird,  verschwinden  wegen  Aj  =  0  in  (24)  die 
ungeraden  Potenzen  von  p,  was  schon  die  Symmetrie  der  Kurve  (25) 
bezüglich  der  Ordinatenachse  bedingt.  Wegen  w^  =  w^  erhält  man  in 
diesem  Falle  aus  (26)  p  =»  >/2  oder  wegen  (19)  s  =*  54® 44'  •  •  •  also 
unabhängig  von  den  übrigen  Bestimmungsstücken. 

8. 
Wir  geben  noch   die  Anwendung   fiir    das   gleichseitige  Dreieck. 
Mit  s  =  1  gehen  die  Ausdrücke  (24)  über  in 
Co  =  6,9282  -  3,4641p» 

C^ 39,0000  -  UfiOOOp' 

C,  -  93,5310  +  51,9615i)» 

C,  =  -  123,0000  -  154,0000p«  -  31,0000i>* 

Q  =  93,5310  +  193,9904i>«  +  100,4595jp*  +  6,9282jp« 

C^ 39,0000  -  117,00001)»  -  117,0000i>*  -  39,0000i)« 

Ce  =  6,9282  +  27,7128p«  +  41,5692p*  +  27,7128p«  +  6,9282p«. 

mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  (16)  leicht  zu  ermitteln.  Durch  (16)  wird 
nämlich  auch  derjenige  von  M  ausgehende  Eurvenzweig  bestimmt,  welcher  die 
günstigste  Punktlage  enthält.     Die  Tangente  in  M  für  diesen  Zweig  ergiebt  sich 

mit  x  =  0,  y  =  0,  aus  (9),  (10)  u.  (12)  mit  ^  =  —  -j*  «  cotg  «,  wodurch  nach 

(28)  9^  für  diese  Richtung  bestimmt  ist. 
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Da  aber  für  die  Dreiecksmitte  des  gleichseitigen  Dreieckes 

isty  so  hat  man  bei  unserer  Bezeichnung^  wonach. 

-^^   -^v     ist, 
1,=.  1,^1/2  =  0,5443, 
übereinstimmend  mit  der  früheren  Angabe. 
Oraz,  im  November  1902. 


über  den  Polilkescheii  Satz. 

Von   Fb.  ScHiLLma   in   Göttingen. 
Mit  einer  Tafel. 

L  Der  Pohlkesche  Fundamentalsatz  der  allgemeinen  Axonometrie 
lautet  bekanntlich: 

(1.)  Drei  von  einem  Punkte  0  ausgehende  Strecken  OX^,  OY^y  OZq 
in  einer  Ebene,  die  der  eineigen  notwendigen  Einschränkung  unterliegen, 
dafs  höchstens  drei  der  Punkte  0,  X^,  Fq,  Zq  in  einer  Geraden  liegen, 
bilden  stets  die  PardUdprojektion  von  vier  im  allgemeinen  FaUe  verschie- 
denen, aus  je  drei  Strecken  konstanter  Länge  OXi,  OYi,  OZt  (für 
t  ==  1,  2,  3,  4)  bestehenden  rechtwinkligen  Achsenkreuzen,  die  zu  je  zweien 
gleiclisinnig  sind,  (d.  h.  durch  Drehung  um  0  zur  Deckung  gebracht 
werden  können).  Stets  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Parallelprojektion 
sich  als  eine  orßiogofiale  erweist,  sind  je  die  beiden  gleichsinnigen  Achsen- 
kreuze identisch.^) 

Dafs  die  hinzugefügte  Einschränkung  notwendig  ist,  ergiebt  sich 
unmittelbar  von  selbst,  dafs  sie  in  der  That  auch  hinreichend  ist,  mufs 
der  Beweis  des  Satzes  zeigen.*)  Ihr  entsprechend  wollen  wir  im  folgen- 
den annehmen,  was  ja  nur  die  Bezeichnung  betrifft,  dafs  die  Strecken 
OYq  und  OZq  nicht  in  derselben  Geraden  liegen. 

Zahlreich  sind  die  bisher  über  diesen  Satz  yeröffentlichten  Arbeiten^ 
die  sich  teils  mit  seinem  Beweise,  teils  auch  mit  seiner  Yerallgemeine- 


1)  Nach  der  Mitteilung  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  (Grelles  Journal  Band  63, 
1864,  pag.  809—814,  Ges.  Abhandlungen  Bd.  11 ,  pag.  1—7)  wurde  dieser  Satz 
zuerst  von  Pohlke  um  das  Jahr  1853  aufgestellt  und  bewiesen  und  1860  in  der 
ersten  Auflage  seiner  darstellenden  Geometrie  veröffentlicht. 

2)  Es  können  also  höchstens  zwei  der  gegebenen  Strecken  in  derselben 
(Geraden  liegen,  oder  es  kann  höchstens  eine  derselben  gleich  0  sein. 
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rang  beschäftigen.^)  Wir  schliefsen  uns  dem  Gedankengange  in  der 
unten  genannten  zweiten  Arbeit  des  Herrn  F.  Schur  an^  indem  wir 
die  dort  entwickelte  Konstruktion  der  wahren  Länge  der  einander 
gleichen  Strecken  0X4=  OYi=  OZi  adoptieren.  Was  indes  den  Be- 
weis des  Satzes  selbst  betrifiPt,  so  ist  es  uns  gelungen  ^  denselben 
einfacher  zu  gestalten  ^  so  dafs  er  in  dieser  neuen  Form  sich  insbe- 
sondere für  die  Vorlesung  geeigneter  als  jeder  andere  Beweis  erweisen 
dürfte  (ygl.  die  SchluTsbemerkimg). 

n.  Bei  einer  beliebigen  Parallelprojektion  eines  rechtwinkligen 
Achsenkreuzes  auf  eine  durch  den  Eoordinatenanfangspunkt  0  gehende 
Zeichenebene  gilt  für  die  um  0  mit  0X=  OY^  OZ  beschriebene 
Kugel  der  Satz: 

(2.)  Jede  der  drei  EUipsen  (xy\,  (jfis)o,  (ßx)^,  weiche  die  Pro- 
jektionen der  drei  gröfsten  Kreise  in  den  Koordinatenebenen  darstellen 

1)  Wir  geben  hier  eine  Zasammenstellang  dieser  Litterator:  ▼.  Desch- 
w  an  den,  Anwendung  schiefer  Parallelprojektionen  zu  axonometrischen  Zeich- 
nungen, Yierteljahrsschrift  der  Naturf.  Ges.  Zürich,  6.  Jahrgang  (1861),  pag.  254 
bis  284.  —  Einkelin,  Die  schiefe  axonometrische  Projektion,  Yierteljahrsachrift 
der  Naturf.  Ges.  Zürich,  6.  Jahrgang  (1861),  pag.  368—367.  —  H.  A.  Schwarz, 
Elementarer  Beweis  des  Pohlkeschen  Fundamentalsatzes  der  Axonometrie,  Grelle 
Bd.  63  (1864),  pag.  309—314,  Ges.  Abhandl.  II,  pag.  1—7.  —  Reye,  Beweis  von 
Pohlkes  Fundamentalsatz  der  Axonometrie,  Yierte^ahrsschrift  der  Naturf.  Ges. 
Zürich,  11.  Jahrgang  (1866),  pag.  350  —  368,  wieder  abgedruckt  Zeitschrift  für 
Math,  und  Physik,  Bd.  12  (1867),  pag.  433—437.  (Erweiterung  des  Satzes 
auf  schiefwinklige  Koordinaten.)  —  Pelz,  Ober  einen  neuen  Beweis  des 
Fundamentalsatzes  von  Pohlke,  Wien.  Ber.  Bd.  76  (1877),  pag.  123  — 138,  sowie: 
Herr  Küpper  und  der  Pohlkesche  Beweis  des  Satzes  von  Pohlke  (Selbstverlag 
1889).  —  Peschka,  Elementarer  Beweis  des  Pohlkeschen  Fundamen talsatzes 
der  Axonometrie,  Wien.  Ber.  Bd.  78  (1879),  pag.  1043—1055.  —  Drasch,  Neuer 
Beweis  des  Pohlkeschen  Fundamentalsatzes,  Zeitschrift  für  das  Realschulwesen 
Vm  (1883),  pag.  516 — 519.  —  Man  dl.  Der  Pohlkesche  Lehrsatz  der  Axonometrie 
und  eine  Verallgemeinerung  desaelben,  Wien.  Ber.  Bd.  94  (1886),  pag.  60 — 66.  — 
Ruth,  Über  einen  neuen  Beweis  des  Pohlkeschen  Fundamentalsatzes  der  Axono- 
metrie, Wien.  Ber.  Bd.  100  (1891),  pag.  1088—1092.  —  Schur,  Über  den  Pohlke- 
schen Satz,  Math.  Ann.  25  (1885),  pag.  596—597  (projektive  Verallgemeine- 
rung des  Satzes),  sowie:  Über  den  Pohlkeschen  Satz,  Grelle  Bd.  117  (1896), 
pag.  24  —  28.  —  Küpper,  Der  Satz  von  Pohlke,  Math.  Ann.  Bd.  33  (1889), 
pag.  474 — 475.  —  Beck,  Über  die  Fundamentalaufgabe  der  Axonometrie,  Grelle 
Bd.  106  (1890),  pag.  121 — 124.  —  Von  Lehrbüchern  seien  aufser  dem  Werke  von 
Pohlke  selbst  noch  genannt:  Fiedler,  Darstellende  Geometrie  Bd.  I,  Leipzig 
(1883),  pag.  334.  —  Wiener,  Darstellende  Geometrie  Bd.  I,  Leipzig  (1884) 
pag.  448.  —  Rohn  und  Pappe  ritz,  Darstellende  Geometrie  Bd.  I,  Leipzig  (1896), 
pag.  366.  —  Schonte,  Mehrdimensionale  Geometrie  Bd.  I,  Leipzig  (1902),  pag.  122 
und  255  (Verallgemeineruug  des  Satzes  auf  mehrdimensionale 
Räume). 
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Flg.  1. 


und  bez.  durch  die  konjugierten  Halbmesser  OX^^  OY^;  OYq,  OZ^; 
OZq^  OX^  besHmmt  sind,  wo  X^,  Yq,  Zq  die  Projektionen  der  Punkte 
X,  Y,  Z  sind,  berührt  die  (aufserhalb  der  genannten  Eüipsen  verlaufende) 
UmrifseUipse  Uq  der  Kugd,  deren  Durchmesser  der  kleinen  AcJ^e  von  Uq 
gleich  ist,  in  den  Endpunkten  eines  beiden  gemeinsamen  Durchmessers; 
letzterer  ist  überdies  für  beide  Kurven  gleichzeitig  zu  der  ent^n-ecfienden 
dritten  Achsenrichtung  in  der  Zeichenebene  konjugiert. 

Die  Richtnng  OX^  zum  Beispiel  ist  gleichzeitig  für  die  Ellipsen 
{yz\  und  Uq  ihrem  Berührongsdorchmesser  ^o-^o  konjugiert;  da  im 
Räume  (Figur  1)  der  entsprechende  gemeinsame  Durchmesser  EF  des 
groCsten  Kreises  {t/z)  in  der  y;?- Ebene  und  des  gröfsten  Kreises  u,  aus 
dem  die  Ellipse  %  hervorgeht,  auf  den  Tangentialebenen  seiner  End- 
punkte senkrecht  steht  und  folglich 
die  projizierende  Ebene  der  Achse 
OX  zu  diesen  Tangentialebenen 
parallel  ist. 

Bekanntlich  werden  die  beiden 
Falle  der  Axonometrie  besonders  be- 
Torzugt,  die  man  als  orthogonale 
Axonometrie  und  als  KavaUerper- 
spektive  zu  bezeichnen  pflegt.  Im 
ersten  Falle  sind,  wie  schon  der 
Name  sagt,  die  Projektionsstrahlen 
senkrecht  zur  Zeichenebene,  im  zwei- 
ten ist  die  Zeichenebene  mit  einer 
der  Koordinatenebenen  identisch,  etwa 

mit  der  (y£f)-Ebene,  wie  wir  im  folgenden  annehmen  wollen.  Dem 
entsprechen  folgende  Thatsachen,  die  wir  mit  dem  für  unsere  spätere 
Verwendung  bequemen  Bezeichnungen  aussprechen,  indem  wir  statt 
0,  Xo,  Fo,  Zo  u.  s.  w.  bez.  0"\  X'",  F'",  Z'"  und  0*,  X*,  F*,  Z*  sagen: 

(3.)  Bei  der  orthogonalen  Axonometrie  ist  der  Umrifs  u'"  der  um 
dm  Koordinatenanfangspunkt  0'"  mit  0'"X'"  =  0'"F'"  =  0'"Z'"  be- 
schriebenen Kr4gel  ein  Kreis  mit  gleiclmn  Radius;  dieser  Kreis  berührt 
die  Ellipsen  (a:y)'",  {yz)"' ,  (jsx)"'  in  den  Endpunkten  ihrer  grofsen 
Achsen^  während  die  Richtung  dei'  kleinen  Achse  jeder  Ellipse  mit  der 
betreffenden  dritten  Koordinatenaclise  in  der  Zeichenebene  zusammenfällt 
(vgl.  Fig.  2  sowie  den  Teil  rechts  oben  auf  der  Tafelfigur). 

(4.)  Bei  der  Kavalierperspektive  stellt  sich  der  in  der  yz-Ebene  ge- 
legene gröfste  Kreis  (yz)  unserer  Kugd  unverändert  als  Kreis  {yz)* 
dar,  so  dafs  die  kleine  Achse  der  TJmrifsdlipse  u*  gleich  seinem  Durch- 

Zeitachrift  f.  Mathematik  a.  Phytik.  48.  Band.  1902.  3.  n.  4.  Heft.  32 
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inesser  ist,   während  der  Punkt  X*  überdies  der  eine  Brennpunkt  der 
Umynfsdlipse  u*  ist  (vgl.  den  Teil  rechts  unten  auf  der  Tafelfigur). 

in.  Unser  Beweis  des  Pohlkeschen  Satzes  gipfelt  nun  im  folgen- 
den als  ein  spezieller  Fall  zu  betrachtenden  Hülfssatze  (vgl.  den  zweiten 
Teil  des  Satzes  1  und  den  Satz  3),  bei  dessen  Fassung  wir  wieder  so- 
gleich die  später  für  uns  zweckmäfsige  Buchstabenbezeichnung  einfiihren: 
(5.)  Sind  drei  sdche  Strecken  0'"X'",  0'"T\  0"'Z'"  einer  Ebene 
gegeben,  dafs  die  aus  je  zweien  derselben  als  konjugierten  Hdibmessem  zu 
konstruierenden  Ellipsen  {xy)"\  {yss)"\  (^^)  "  gl^ck  lange  grofse  Achsen 
besitzen  (und  folglich  in  deren  Endpunkten  von  einem  konzentrischen 
Kreise  u'"  gemeinsam  berührt  werden)  und  für  jede  dieser  Ellipsen  die 
betreffende  dritte  Strecke  in  die  Richtung  ihrer  kleinen  Adise  fäUt^),  so 

bilden  die  drei   Strecken  stets   die 

^*^'  ^  orthogonale  Projektion   von   zwei 

y'''^/^    ^\^^\  **^   wwr  zwei   in  Bezug  auf  die 

/^ — 7\     "^^ ^    --^^  Zeichenebene  symmetrisch  gdegenen, 

/^       /  V  "         /^        A^'      ^^^  ^^  ^^^  gleichen  Strecken  0"'Yi, 

/       ./      \       /    y<:\        0'"Z,,    0'"Z,   {für   i=l,  2)    be- 

l\  /     <^y>"    \(f/^-'''       X/J       stehenden  Achsenkreuzen  (Figar  2).^) 

I    >„_  „.„^^^  ^     ^<    I  2^^  Beweis  des  Satzes  dürfen 

V        VI  ^^  /       \         l/(y^f\j        ^^^  annehmen,    dafs  nicht  gerade 

^^^^\j         yyf      /         die  Strecken   0"'Y'"   und   0'"Z'" 

\;^-^^_V_J><::r^  /  '^  dieselbe  Gerade  fällen  (vgl.  die 

^n5\  ^  O^  Anm.     1).       Die    Endpunkte     der 

^ -.i:-^^'"^^  grofsen    Achse    der   Ellipse   (yz)'" 

seien  JS'"  imd  JF"".  Es  möge  zu- 
nächst keiner  von  ihnen  mit  einem  der  Punkte  Y"'  und  Z'"  zusammen- 
fallen, d.  h.  der  allgemeine  Fall  der  Figur  2  vorliegen.  Wir  denken 
über  u"  als  gröfsten  Kreis  die  Kugel  konstruiert  Die  Ellipse  {yz)'" 
ist  dann  die  orthogonale  Projektion  zweier  symmetrisch  zur  Zeichen- 
ebene gelegenen  gröfsten  Kugelkreise  {yz\  und  {yz\j  deren  Ebenen 
durch  E"'F'"  gehen.  Auf  dem  einen  Kreise  mögen  die  Punkte  Yj,  Zj, 
auf  dem  anderen  die  Punkte  Fg,  Z^  liegen,  deren  orthogonale  Pro- 
jektionen   Y'",  Z'"    sind.      Dann    ist    folglich    0"' Y^  JL  0'"  Z^    und 


1)  Dafs  die  grofsen  Achten  der  drei  Ellipsen  einander  gleich  sind,  würde 
allein  nicht  genügen  (vgl.  die  Anmerkung  1  der  Seite  466).  Wohl  aber  ist  in  den 
genannten  Voraussetzungen  von  selbst  enthalten,  dafs  höchstens  drei  der  Punkte 
0"\  X"\   Y"\  Z"'  in  einer  Geraden  liegen  dürfen. 

2)  In  ihr  ist  der  Übersichtlichkeit  zu  Liebe  je  die  eine  Hälfte  der  Ellipsen 
der  Bevorzugung  des  einen  Achsenkreuzes  entsprechend  punktiert  gezeichnet.  Das 
Analoge  ist  später  auch  dreimal  in  der  Figur  der  Tafel  geschehen. 
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0'"r,J.O'"Z„  da  O'^Fi,  0'"Zi  und  O'^'Y,,  0'" Z^  konjugierte 
Halbmesser  der  Kreise  sind.  Die  Bezeichnung  der  dem  Punkte  X!" 
analog  entsprechenden  Eugelpunkte  X^  und  X^  sei  femer  so  ge- 
wählt, dafs  (y"X^^O"'Y^  und  folgHch  0"'X^1_0"'Y^  ist.  Da 
nun,  wie  unmittelber  zu  erkennen,  die  Radien  0'"Xi  und  0"'X^ 
beide  auch  senkrecht  auf -B'"-F'"  stehen,  so  steht  0'"X^  überhaupt  auf 
der  Ebene  des  Kreises  (jfz\  und  0''  X^  auf  der  des  Kreises  (yz\ 
senkrecht,  d.  h.  es  gut  auch  0'"X^  J.  0" Z^  und  0"'X^  _L  0" Z^,  Die 
beiden  gleichschenklig-rechtwinkligen  Achsenkreuze,  deren  orthogonale 
Projektionen  die  Strecken  0'"X'",  0'T'\  0'" Z''  sind,  werden  daher 
durch  die  Strecken  0'"X,  =  0'"  Y,  =  0'"Z,  (für  %  =  1,  2)  gebüdet  und 
unser  Beweis  zeigt  auch,  dafs  dies  die  einzigen  Achsenkreuze  der  ver- 
langten Eigenschaft  sind.  Noch  einfacher  ist  der  Beweis  in  dem  bisher 
ausgeschlossenen  Falle  zu  führen,  dafs  einer  der  Punkte  E"\  F'"  mit 
einem  der  Punkte  Y'",  Z'"  zusammenfallt,  etwa  K"  mit  Y"',  so  dafs 
dann  0'",  Z'"  und  X'"  in  einer  Geraden  liegen,  was  wir  nicht  weiter 
ausführen  wollen. 

IV.  Wir  schreiten  nun  zum  Beweise  des  allgemeinen  Pohlkescheu 
Satzes  (1.).  Gegeben  seien  die  Strecken  OX^,  OY^^  OZq  mit  der  schon 
gemachten  Annahme,  dafs  0  Yq  imd  OZq  nicht  in  derselben  Geraden  liegen 
(Figur  der  Tafel).  Sollen  die  drei  Strecken  die  Projektion  irgend  eines  recht- 
winkligen Achsenkreuzes  mit  den  gleichen  Schenkeln  0X/=  0Y,=  OZt 
sein,  so  mufs  für  die  um  0  durch  X,,  F,,  Z/  beschriebene  Kugel  der 
Satz  (2.)  gelten.  Wir  werden  daher  zunächst  zu  der  folgenden  Hülfs- 
aufgabe geführt,  welcher  die  durch  die  konjugierten  Halbmesser  OX^ 
OFq;  01^,  OZq-,  OZo,  OXq  bestimmten  Ellipsen  {xy\,  {yz\j  {zx)q 
zu  Grunde  liegen: 

(6.)  Eine  konzenkische  Ellipse  Mq  zu  bestimmen,  tvdclie  jede  de>' 
Ellipsen  (xy\,  {yz\,  {zx\  äufserlich^)  in  den  Endpunkten  eines  solclien 
gemeinsamen  Durchmessers  berührt,  dafs  dieser  für  beide  Kurven  gleich- 
zeitig  zu  der  durch  die  entsprechende  dritte  Strecke  bestimmten  Richtung 
konjugiert  ist. 


1)  Dieser  Zusatz  f^äufserlich*^  ist  notwendig;  denn  es  giebt  stets  auch  eine 
zweite  konzentrische  Ellipse,  welche  ebenfalls  jede  der  Ellipsen  (xy)Q^  (yf)oi  (^^)o 
in  der  im  Satz  (6.)  verlangten  Weise  berührt,  jedoch  innerhalb  derselben  liegt 
Überdies  giebt  es  im  allgemeinen  noch  2  weitere  reelle  konzentrische  Ellipsen, 
welche  jede  der  gegebenen  Ellipsen  {xy)^,  (ye)Qi  (zx)q  doppelt  berühren,  ohne 
dafs  jeder  Berührungsdnrchmesser  zu  der  durch  die  dritte  Strecke  bestimmten 
Richtung  konjugiert  ist.  Doch  auch  diese  Ellipsen  gehen  ims  hier  nichts  weiter 
an,  so  dafs  vdr  nicht  näher  von  ihnen  sprechen  wollen. 

32* 


492  Über  den  Pohlkeschen  Satz. 

Es  giebt  eine  grolse  2jalil  yerschiedener  Lösimgen  dieser  Aufgabe^), 
die  wesentlich  alle  aus  denselben  Überlegungen  entspringen.  Wir 
schlieisen  uns^  wie  wir  bereits  sagten,  der  Losung  des  Herrn  F.  Schur 
an,  weil  diese  sich  unmittelbar  auf  den  Satz  (4)  der  Eavalierperspek- 
tive  stützt. 

Wir  wählen  eine  zur  Verbindungslinie  YqZq  parallele  Gerade, 
welche  OYq  und  OZ^  in  den  Punkten  P  und  Q  schneiden  möge,  als 
Achse  einer  Perspektiven  Affinität*)  und  ordnen  dem  Punkte  0  den 
Halbierungspunkt  0*  des  einen  über  PQ  zu  errichtenden  Halbkreises 
zu  (Figur  der  Tafel).  Diese  hierdurch  bestimmte  Affinität  führt  die 
drei  Strecken  OX^,  OYq,  OZq  der  Art  in  drei  neue  Strecken  0*X*, 
0*r*,  0*Z*  über,  dafs  0*Y*  _L  und  =  0*Z*  ist,  die  Ellipsen  (xy\, 
(jfJs)Q,  {zx\  aber  in  die  neuen  Ellipsen  (a?y)*  (y^)*,  (^a;)*,  von  denen  dann 
(jfz)*  ein  Kreis  ist.  Die  zu  der  gesuchten  Ellipse  u^  afüne  Ellipse  u* 
ist  nun  auf  Grund  des  Satzes  (4.)  eindeutig  bestimmt  und  leicht  zu 
konstruieren,  wobei  wir  uns  eine  mit  0*F*  =»  0*Z*  um  0*  beschrie- 
bene Hülfskugel  hinzudenken.  Es  sei  die  zu  0*X*  senkrechte  Strecke 
E*F*  der  dem  Kreise  (yz)*  und  der  Ellipse  u*  gemeinsame  Durch- 
messer, zugleich  also  die  kleine  Achse  von  w*,  und  G*H*  die  mit 
Hülfe  des  Brennpunktes  X*  gefundene  grofse  Achse  von  u*. 

Diese  Achsen  E*F*  und  G*H*  liefern  sodann  die  zu  ihnen 
affinen  konjugierten  Durchmesser  EqFq  und  GqHq  der  Ellipse  m^,  von 
denen  EqFq  entsprechend  der  gemeinsame  Durchmesser  der  Ellipsen 
{yjs)o  und  Uq  und  für  beide  gleichzeitig  zur  Richtung  OXq  konjugiert 
ist.  Aus  ^0-^0  ^^^  ß^o-^o  lassen  sich  in  bekannter  Weise  die 
Achsen  AB  und  CqDq  von  Uq  konstruieren.  Ausdrücklich  hervorheben 
wollen  wir,  dafs  unsere  Hülfsaufgabe  (6)  in  der  That  stets  und  nur 
diese  eine  Lösung  zuläfst. 

V.  Wir  wenden  nun  weiter  zur  Darstellung  der  räumlichen  Ver- 
hältnisse ein  solches  Zweitafelsystem  an,  das  die  Zeichenebene  als  erste 
Tafel  benutzt,  während  die  trennende  Achse  0:1,2  beider  Tafeln  zu  CqDq 


1)  Eine  Zusammenstellung  solcher  findet  sich  z.  B.  Wiener,  Darstellende 
Geometrie  I,  pag.  131  ff.,  Leipzig  (1884),  sowie  Rohn  und  Papperitz,  Darstellende 
Geometrie  II,  pag.  208,  Nr.  6ül,  Leipzig  (1896).  Vgl.  auch  Pelz,  Über  eine  all- 
gemeine Bestimmun gsart  der  Brennpunkte  von  Kontouren  der  Flächen  2.  Grades, 
Wien.  Ber.  Bd.  75  (1877),  pag.  175,  sowie:  Über  einen  neuen  Beweis  des  Funda- 
mentalsatzes von  Pohlke,  Wien.  Ber.  Bd.  7G  (1877)',  pag.  13(5  und:  Zur  klinogra- 
phischen  Darstellung  der  Rotationsflächen,  Ber.  der  böhmischen  Ges.,  Nr.  VU 
(1895),  pag.  1—15,  insbesondere  pag.  12—16. 

2)  Eine  Parallele  statt  der  Greraden  Y^Z^  selbst  ist  als  Affinitätsachse  ge- 
wählt, lun  dadurch  zu  erreichen,  dafs  die  beiden  zu  einander  affinen  Figuren  sich 
nicht  überdecken. 
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parallel  gewählt  sei.  Wir  denken  um  0  die  Kugel  mit  dem  Radius 
OA  beschrieben ;  welche  sich  in  den  beiden  Tafeln  durch  die  Kreise 
Ati  und  k%  mit  gleichem  Radius  um  0  und  0"  darstellt.^)  An  diese 
Kugel  legen  wir  von  C^  aus  parallel  zur  zweiten  Tafel  die  beiden 
Tangenten  C^C  und  C^C  mit  den  in  der  Figur  der  Tafel  in  beiden 
Projektionen  eingezeichneten  Berührungspunkten  C  und  C  Die  Ellipse 
Uq  läfst  sich  dann  stets  als  der  ümrifs  der  Kugel  in  der  ersten  Tafel 
bei  jeder  der  beiden  schiefen  Parallelprojektionen  auffassen,  deren  Pro- 
jektionsrichtung durch  die  eine  oder  andere  dieser  Tangenten  gegeben 
ist.  Wir  bevorzugen  in  der  Folge  zunächst  allein  die  Projektions- 
richtung von  CqC 

Die  in  dieser  Richtung  von  allen  Punkten  der  Ellipse  u^  aus- 
gehenden Projektionsstrahlen  berühren  die  Kugel  längs  eines  gröfsten 
Kreises  u,  der  zugleich  als  orthogonale  Projektion  der  Ellipse  u^  auf 
seine  (zur  zweiten  Tafel  senkrechte)  Ebene  auftritt.  Der  Kreis  ist  in 
der  Figur  in  seiner  zweiten  Projektion  u"  durch  die  Strecke  CIX'  und 
seine  Ebene  durch  ihre  Spuren  6^,  e^  dargestellt.  Diese  Ebene  sei  als 
dritte  Tafel  aufgefafst  und  in  die  zweite  Tafel  um  ^2  =  ^2, 3  zunächst 
mit  dem  in  ihr  liegenden  Kreise  u  und  seinem  Mittelpunkt  0  um- 
gelegt, die  nach  m'"  und  0'"  fallen,  wobei  0"0"'  =  0" 0  ist. 

Aber  auch  die  Punkte  X^,  I^,  Z^  und  die  Ellipsen  {xy\,  {yz\f 
{ex\  seien  jetzt  ebenfalls  in  der  Richtung  C^C  (d.  h.  orthogonal)  auf 
die  Ebene  (ßj,  e^)  projiziert  und  ihre  Projektionen  in  der  Umlegung 
durch  die  Punkte  X'",  F",  Z'"  und  die  Ellipsen  (xy)"',  {yzY,  {zx)'" 
dargestellt,  wobei  z.  B.  Z'"  von  der  iC2,8-Achse  gerade  so  weit  entfernt 
ist,  wie  der  Punkt  Z^  von  der  0:1,2 -Achse.  Da  die  in  der  Hülfsauf- 
gabe (6.)  genannten  Beziehungen  der  Ellipsen  {xy\,  {yz)Q,  {zx\  und 
der  Ellipse  Uq  sich  hierbei  unverändert  auf  die  Ellipsen  {xy)'",  {yz)"', 
{zx)'"  und  den  Kreis  w'"  übertragen,  so  sind  für  die  Figur  in  der 
dritten  Tafel  die  Voraussetzungen  des  Hülfssatzes  (5.)  erfüllt.  Dem 
entsprechend  bOden  die  drei  Strecken  0"X'",  0"'T'\  0'" Z'"  die  zur 
Ebene  (e^,  e^)  orthogonale  Projektion  von  ztcei  und  nur  von  ztvei  in  Be- 
zug auf  die  genannte  Ebene  symmetrisch  gelegenen  gleichschenklig -recht- 
winkligen Achsetikreuzen,  Deren  Endpunkte  seien  wie  oben  bez.  mit 
2i,  Yi,  Zi  und  X,,  F^,  Z,  bezeichnet.  Diese  Punkttripd  und  damit 
die  beiden  Achsenkreuze  selbst  si'nd  dann  auch  in  der  Figur  im  Aufrifs 
eingezeichfiet;  im  Grundrifs  haben  wir  uns,  um  die  Übersichtlichkeit  der 


1)  Diese  Kugel  wird  vielfach  auch  von  den  anderen  Autoren  zum  Be- 
weise des  Pohlkeschen  Satzes  benutzt,  so  von  v.  Deschwajiden ,  Peschka,  Mandl, 
Beck,  Schur. 
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Figur  nicht  zu  stören,  begnügt ,  allein  die  Punkte  Z[  und  j 
zeichnen;  es  liegen  ja  z.  B.  die  Punkte  Z{  und  Z%  auf  der  zur  x 
parallelen  Geraden  durch  Z^y  welche  den  Kreis  hi  in  den  Punki 
schneidet,  und  die  Punkte  Z'i  und  Z%  auf  der  Senkrechten  toi 
o^s^s'Achse  und  auf  dem  Kreise  um  0"  mit  VW  als  Durchme 
die  zur  Ebene  {e^^  e^  orthogonale  Projektionsrichtung  mit  der 
C^C  identisch  ist,  so  sind  also  audi  die  gegd^epien  Strecken  0. 
OZq  die  ParaUdprqjektionen  der  konstruierten  Achsenkreuze  l 
und  OX^Y^Z^  in  der  genoinnten  Richtung. 

Hätticn  wir  statt  CqC  die  Projektionsrichtung  CqC  b 
so  würden  wir  durch  eine  ganz  analoge  Konstruktion  n 
rechtwinklig- gleidischenklige  Achsenkreuze  OX^Y^Z^  ufid  OX^ 
ludtm  haben,  die  a^s  dm  vorigen  sich  durdi  Spiegdung  an  i 
Tafd  ergtbm.  Die  im  allgemeinen  Falle  erhaltenen  4  Achi 
sind  daher  in  der  That  auch  zu  je  zweien  gleichsinnig,  wie 
Satz  (1.)  behauptet.  Da  unsere  Überlegung  zugleich  zeigt,  daC 
andere  Achsenkreuze  der  verlangten  Eigenschaft  nicht  geben 
ist  hiermit  der  Beweis  des  Pohlkeschen  Satzes  vollständig  gel 

Einen  entschiedenen  Yoizug  gegenüber  allen  anderen  Beweit 
Satzes  glauben  wir  dem  unsrigen  deswegen  zuerkennen  zu  düi 
mit  dem  Beweise  zugleich  die  Konstruktion  der  Achsenkreuze 
Hand  geht  und  unsere  Überlegungen  sich  allein  solcher  Hl 
bedienen,  welche  sich  auf  die  verwandten  Eigenschaften  der  ortl 
AxonoTTietrie  und  Kavalierperspektive  stützen.  Besonders  wen 
Vorlesung  über  Axonometrie  sich  Zeichenübungen  anschliefse 
äufserst  erwünscht,  bei  der  sich  darbietenden  Aufgabe,  die  I 
Tafel  zu  zeichnen,  Gelegenheit  zu  haben,  mit  dem  einzelner 
die  ihm  etwa  entgegentretenden  Schwierigkeiten  besprechen  zi 
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Preisanfgaben  far  1904. 

Aoadömie  Boyale  de  Belgiqne.  1.  Faire  Texposä  des  recherches 
sur  les  phenomenes  critiques  en  Physique.  Compl^ter  nos  connaissances 
sur  cette  question  par  des  recherches  nouvelles.  —  Preis  600  Frs. 

2.  On  demande  des  recherches  nouvelles  sur  la  viscosite  des  liquides.  — 
Preis  600  Frs. 

3.  On  demande  de  nouvelles  recherches  sur  la  conductibilite  calorifique 
des  liquides  et  des  dissolutions.  —  Preis  600  Frs. 

4.  Faire  Thistorique  et  la  critique  des  experiences  sur  Tinduction  uni- 
polaire  de  Weber,  et  flucider,  au  moyen  de  nouvelles  experiences,  les  lois 
et  rinterpr^tation  de  ce  fait  physique.  —  Preis  800  Frs. 

Die  Arbeiten  können  französisch  oder  flämisch  abgefaßt  sein.  Sie 
müssen  vor  dem  1.  August  1904  an  den  ständigen  Sekretär  (a  M.  le 
Secretaire  perpetuel,  au  Palais  des  Academies,  Bruxelles)  eingesandt  werden. 


Aoadömie  des  Soienoes  de  Paris.  Prix  Vaillant  (4000  Frs.): 
Determiner  et  Studier  tous  les  deplacements  d'une  figure  invariable  dans 
lesquels  les  divers  points  de  la  flgure  decrivent  des  courbes  spheriques. 
Die  Manuskripte  sind  ohne  Verfassemamen  und  mit  Kennwort  versehen  vor 
dem  1.  Oktober  1904  einzusenden. 


Preisanfgabe  für  1905. 

Aoadömie  des  Soienoes  de  Paris.  Prix  Damoiseau  (2000  Frs.): 
II  existe  une  dizaine  de  cometes  dont  Torbite  pendant  la  periode  de  visi- 
bilite  s'est  montr^  de  natnre  hyperbolique.  Rechercher,  en  remontant  dans 
le  passe  et  tenant  compte  des  pertubations  des  planetes,  s'il  en  etait  ainsi 
avant  Tarrivee  de  ces  cometes  dans  le  Systeme  solaire.    Frist:  1.  Juni  1905. 


Rechenmascliiiie  „Hillionär*'. 

Wir  haben  in  dieser  Zeitschrift  Band  46  (l90l),  S.  255  eine  Anfrage, 
die  gegenwärtig  als  einzige  im  Handel  befindliche  wirkliche  Multiplikations- 
maschine ^)  von   Otto   Steiger  betreflfend,    beantwortet  und  können  heute 


1)  Die  etwas  ältere,  schon  auf  denselben  Gedanken  beruhende  Multiplikations- 
maschine  von  L6on  Bolläe  (vergl.  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissen- 
schaften Bd.  1,  S.  970—972),  welche  im  Conservatoire  des  Arts  et  Metiers  in 
Paris  zu  sehen  ist  und  sich  1900  auf  der  Weltausstellung  zu  Paris  befand,  wird 
wegen  ihres  hohen  Preisen  (2600  Frs.)  nicht  mehr  hergestellt.    Die  neue  Multipli- 
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mitteilen,  daß  der  Fabrikant,  Ingenieur  Hans  W.  Egli  in  Zürich  11 ,  den 
Vertrieb  der  Maschine  wieder  selbst  in  die  Hand  genommen  hat,  wodurch 
der  Preis,  der  bis  auf  1200  Mk.  gesteigert  worden  war,  erfreulicherweise 
auf  1000  Mk.  gesunken  ist.  Der  von  dem  seitherigen  Vertreter  der 
Maschine  ihr  beigelegte  Handelsname  „MiUionär*'  ist  beibehalten  worden. 


Aüskönfte. 


J.  B.j  B.  Auch  auf  dem  Gebiete  der  Rechenmaschinen  hat  die  Sucht  um 
sich  gegriffen,  möglichst  fremdartig  klingende,  zur  Sache  in  keiner  Beziehung 
stehende  Handelsnamen  zu  erfinden.  Hinter  „Monopole-Simplex  bezw.  -Duplex 
verbirgt  sich  Küttners  Rechenmaschine,  die  bekanntlich  zu  den  besten  „er- 
weiterten Additionsmaschinen^  (vergl.  Encyklopädie  der  mathem.  Wiss.  Band  1, 
S.  970)  gehört,  und  zwar  bezeichnet  ,^uplexe  die  Maschine  mit  der  sehr 
nützlichen  Zehnerübertragung  im  Quotienten  (Preis  bei  6  stelligem  Multipli- 
kanden, 7stelligem  Quotienten,  12stel]igem  Produkt  650  Mk.,  mit  8  X  9  X  16 
Stellen  750  Mk.).  Hersteller:  Eontrollkassen-  und  Rechenmaschinenfabrik 
„Monopol",  Aktiengesellschaft,  Dresden;  Vertreter:  Paul  Hausenberg, 
Dresden-A.,  Nümbergerstraße  46.  Die  gleiche  Gresellschaft  stellt  die 
Additionsmaschine  mit  Posten-  und  Sumraendruck  von  Heinitz,  die  deutsche 
Mitbewerberin  der  amerikanischen  selbstschreibenden  Additionsmaschine  von 
Burrough  (vergl.  Encyklopädie  Band  1,  S.  963  und  964),  jetzt  auch  mit 
elektrischem  Antriebe  her;  Preis  ^  Gleichstrom  1300  Mk. 


Bücherschau. 

F.  Klein,    Anwendungen    der    Differentialreohnung    und    Integral- 
rechnung   auf   Geometrie,    eine   Bevision    der   Prinzipien.      Vor- 
lesung  gehalten   im  Sommersemester  1901.     Ausgearbeitet   von  Conrad 
Müller.     B.  G.  Teubner,  Leipzig  1902. 
Der  Verfasser  stellt  in  den  Vordergrund  seiner  Betrachtung  den  Gegen- 
satz   zwischen    der   Mathematik,    wie   sie   bei    allen   ins   Einzelne   gehenden 
Anwendungen,  welche  die  Wirklichkeit  darstellen,  zur  Geltung  konmit  und 
derjenigen,  die  allein  mit  den  begrifflichen  Abstraktionen  arbeitete 

Auf  der  ersten  Stufe  der  mathematischen  Erkenntnis  macht  sich  dieser 
Unterschied  noch  nicht  geltend.  Der  Lehrer  der  Mathematik  wird  nicht 
damit  anfangen,  seinen  Schülern  auseinanderzusetzen,  dafs  eine  gerade  Linie, 

kationsmaschine  von  Prof.  Seil  in  g  ist  noch  nicht  in  den  Handel  gekonmien.  Auf 
Anfrage  teilt  uns  ihr  Erfinder  mit,  daß  die  Auslegung  eines  neuen  Patentes  vom 
H.  Januar  d.  J.  nahe  bevorsteht,  daß  seine  Maschine  viel  mehr  leiste  (auch  die  auto- 
matische Kopierung  aller  eingeführten  und  sich  ergebenden  Zahlen)  und  dank  ihrer 
vollständig  neuen  Zehnerübertragung  viel  leichter,  genauer  und  billiger  herzustellen 
sei,  als  alle  bisherigen. 
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eine  Kugel,  eine  Ebene  in  Wirklichkeit  nicht  vorkommen,  sondern  daXs  es 
nor  Abstraktionen  seien,  zweckmäfsig  gebildet,  um  Lehrsätze  einfach  aus- 
zusprechen. Er  wird  die  Schüler  zunächst  in  dem  Glauben  lassen,  dais  die 
mathematischen  Begriffe  sich  mit  der  Wirklichkeit  decken.  Auf  einer 
höheren  Stufe  dagegen  mufs  die  Aussprache  erfolgen  und  erfolgt  von  selbst, 
wenn  die  Schüler  ihre  Kenntnisse  anwenden  lernen,  um  die  Wirklichkeit 
bis  ins  Detail  hinein  zu  verfolgen.  Wenn  man  eine  Länge  oder  eine  Zeit 
oder  die  Litensität  einer  Eigenschaft  mifst,  so  merkt  man  alsbald,  daüs  das 
Resultat  einer  brauchbaren  Messung  nicht  eine  Zahl  ist,  sondern  ein  Intervall 
zweier  Zahlen,  zwischen  denen  die  gemessene  Gröfse  liegt.  Infolge  davon 
ist  die  Abhängigkeit  von  zwei  veränderlichen  mefsbaren  Gröfsen  nicht  eine 
Funktion,  sondern  ein  Funktionsstreifen.  Die  Erkenntnis,  dafs  jede  Beobach- 
tung mit  einem  Fehler  behaftet  ist,  ja,  dafs  ohne  Abschätzung  der  Genauig- 
keit das  Resultat  der  Beobachtung  jeden  Wert  verliert,  ist  keineswegs 
schon  so  alt.  Jordan  giebt  den  amüsanten  Ausdruck  einer  alten  Verord- 
nung an,  die  den  Feldmesser  verpflichtet,  „bei  seinem  Eide  ganz  genau" 
zu  messen.  Erst  das  neunzehnte  Jahrhundert  hat  über  diese  Dinge  all- 
gemeine Aufklärung  gebracht  Zugleich  aber  hat  die  immer  weiter  gehende 
Spezialisierung  im  Laufe  des  neunzehnten  Jahrhunderts  dahin  gef&hrt,  dals 
die  Mathematiker  im  engeren  Sinne  sich  immer  mehr  auf  das  Gebiet  zurück- 
gezogen haben,  wo  nur  mit  den  abstrakten  Begriffen  operiert  und  nicht  ins 
empirische  Detail  gegangen  wird  (Klein  nennt  das  „die  Präzisionsmathe- 
matik"), während  die  „Approximationsmathematik^  den  Astronomen,  Geodäten, 
Ingenieuren,  Physikern  u.  s.  w.  mehr  und  mehr  überlassen  wurde. 

Diese  Trennung  ist  zu  bedauern  und  zwar  von  beiden  Seiten.  Denn 
den  Mathematikern  im  engeren  Sinne  geht  dadurch  vielfache  Anregung 
verloren,  die  uns  die  Probleme  der  Wirklichkeit  bieten,  und  die  ausübenden 
Mathematiker  müssen  auf  die  Hilfe  all  dieser  geschulten  Kräfte  verzichten. 

Klein  möchte  hier  vermittelnd  wirken  und  diese  Vorlesung  ist  ein 
Beitrag  dazu.  Im  Hinblick  auf  die  Anwendungen  werden  die  Grundbegriffe 
der  Differential-  und  Integralrechnung  besprochen,  gleich  lesenswert  für  den 
reinen  sowohl  wie  für  den  ausübenden  Mathematiker.  Was  ist  unter  einer 
empirischen  Kurve  zu  verstehen?  Inwiefern  können  wir  sie  als  differentiier- 
bar  ansehen?  Wie  werden  empirische  Funktionen  genähert  dargestellt? 
Das  sind  Fragen  der  Approximationsmathematik.  Wie  ist  der  Begriff  einer 
Kurve  zu  fassen  vom  präzisionstheoretischen  Standpunkt  aus?  Welche 
Vorsicht  hier  nötig  ist,  zeigt  der  Verfasser  schlagend  an  dem  Beispiel  von 
Peano,  wo  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  zwei  stetigen  Functionen 
von  t  gleich  gesetzt  werden  x  =  q>{i)  y  =='  'iff  (t).  Die  Gröfse  i  durchläuft 
die  Werte  von  0  bis  1  und  die  „Kurve"  x^  y  füllt  dabei  die  Fläche  eines 
Quadrates  vollkommen  aus,  derart,  dafs  jeder  Punkt  des  Quadrats  mindestens 
einem  entsprechenden  Werte  von  t  angehört. 

Die  Ausarbeitung  hat  etwas  von  der  Frische  des  gesprochenen  Wortes. 
Offenbar  ist  möglichst  der  Wortlaut  getreu  wiedergegeben.  Freilich  laufen 
nun  auch  Flüchtigkeiten  mit  unter,  die  der  Rede  eher  verziehen  werden 
als  der  Niederschrift. 

Auf  S.  124,  Z.  13  ist  der  Fehler  der  Simpson  sehen  Regel  falsch  an- 
gegeben, es  müfste  f*(|)  statt  f^{l)  heifsen.  Der  Satz  auf  S.  332:  „In 
der  Nähe  des   gefährlichen  Kreises  wird  durch  kleine  Ungenauigkeiten  der 
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Messung  die  theoretische  Lage  des  Punktes  auTserordentlich  stark  be- 
einflufst'^  ist  nicht  richtig.  Es  ist  gerade  das  Feine  der  Jordan  sehen 
Untersuchung,  dafs  sie  diese  Behauptung  widerlegt,  die  eine  oberflächliche 
theoretische  Betrachtung  zu  ergeben  scheint  (den  Praktiker  klopft  schon 
die  Erfahrung  auf  die  Finger).  Dabei  ist  die  Jord ansehe  Figur  auf 
S.  333a  abgedruckt,  auf  der  man  sich  überzeugen  kann,  dafs  in  der  Nähe 
jedes  der  drei  Zielpimkte  Gebiete  sind,  wo  die  Genauigkeit  sehr  grofs  wird, 
obgleich  man  dem  gefahrlichen  Kreise  sehr  nahe  ist. 

Das  Beispiel  auf  S.  331  ist  nicht  gut  gewählt.  Denn  ein  Seemann 
wird  in  solchem  Fall  die  Lage  seines  Schiffes  durch  Kompaispeilungen  be- 
stimmen, was  schneller  geht  imd  nur  zwei  bekannte  Zielpunkte  voraussetzt, 
ganz  abgesehn  davon,  dafs  man  nicht  leicht  einen  Ort  auf  der  Erde  findet, 
von  dorn  man  gleichzeitig  drei  Leuchtürme  sieht.  Beim  Feldmessen  auf 
dem  Lande  dagegen  ist  die  Kompafspeilung  im  allgemeinen  nicht  genau 
genug,   und   es  mufs  die  Potheno tische  Bestimmung  angewendet  werden. 

Aber  diese  kleinen  Mäkeleien  sollen  gegen  das  Buch  im  ganzen  genommen 
nichts  sagen,  dessen  Studium  uns  viel  Belehrung  und  Genufs  gebracht  hat. 

Hannover -Kirchrode.  C.  Bunge. 


Lorenz  9  H.,  Dynamik  der  Kurbelgetriebe  mit  besonderer  Berüok- 
■iohtigung  der  Schifbmaschinen.     Leipzig  bei  B.  G.  Teubner.    1901. 

Das  Problem  der  „Massendrücke^^  im  Mechanismus  mit  hin-  und  her- 
gehenden Teilen  hat  seit  dem  Jahre  1870  durch  den  EinfluTs  Radingers 
ein  besonderes  Interesse  in  den  Kreisen  der  Maschinen -Ligenieure  erhalten. 
Eigentlich  war  dieses  Problem  in  gewissem  Umfange  schon  in  den  dreifsiger 
Jahren  des  vorigen  Jahrhunderts  durch  die  Franzosen  Navier,  Coriolis  und 
l'oncelot  ziemlich  ausführlich  behandelt.  Aber  die  Ingenieure  hatten  diese 
RpHultate  in  der  langen  Zwischenperiode  fast  vollständig  vernachlässigt  und 
bei  der  Bestimmung  des  üngleichformigkeitsgrades  nur  noch  die  Massen  der 
roiicTenden  Teile  berücksichtigt.  Der  Einflufs  der  oscillierenden  Massen  auf 
dan  Fundament  war  allerdings  bei  Lokomotiven  (Redtenbacher,  Yvon 
Villarccauj  wiederholt  Gegenstand  theoretischer  Untersuchungen,  wurde 
ji'doch  für  stehende  Maschinen  wenig  beachtet. 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Monographie  hat  mit  grofser  Sach- 
kenntnis dieses  Gebiet  der  Maschinenmechanik  behandelt. 

Im  ersten  Kapitel  entwickelt  er  die  Grundlagen  aus  der  theoretischen 
M«c>lianik,  indem  er  eine  Massenkinematik  der  Kurbelmechanismen  syst-e- 
inaÜHch  aufbaut.  Hier  findet  namentlich  das  Massenausgleichungsproblem 
niphrkurbeligor  Maschinen  eine  ausführliche  Darstellung,  indem  der  Ver- 
UiHHor  seine  eigenen  Untersuchungen  methodisch  ausgearbeitet  dem  Leser 
vorführt,  Dafs  die  Schi  ick- Seh  übe  rtsche  Lösung  des  Ausgleicliungs- 
prohlems  eine  ihrer  Bedeutung  entsprechende  Darlegung  erfahren  hat, 
braucht  hier  kaum  erwähnt  zu  werden,  da  schon  der  Titel  des  Buches 
darauf  hinweist. 

Für  den  Ingenieur  wird  es  besonders  interessant  sein,  zu  sehen,  dafs 
die  Massen  Verteilung  in  einem  einzelnen  Gliede  des  Mechanismus,  wie  dies 
auch  gestaltet  sein  mag,  nur  insofern  die  kinetischen  Ansatzgleichungen 
beeinfiufst,    als    die    Schwerpunktslage    und    das    Trägheitsmoment    in    Be- 
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tracht  kommt.  Die  häutig  willkürlichen  Verlegungen  der  Massen  zum 
Zwecke  einer  Vereinfachung  der  theoretischen  Behandlung  sollte  man  also 
durchaus  vermeiden.  Die  eigentliche  Schwierigkeit  liegt  auch  thatsächlich, 
wie  namentlich  die  Paragraphen  8  und  9  des  Loren zschen  Buches  zeigen, 
welche  sich  mit  dem  BaJanciergetriehe  beschäftigen,  nicht  in  der  strengen 
Berücksichtigung  der  gegebenen  Massenverteilung,  sondern  in  der  Bewältigung 
der  geometrischen  Konnexbedingungen,  die  die  Eigenart  des  Mechanismus 
charakterisieren.  Hier  müssen  mehrere  Hilfswinkel  aus  trigonometrischen 
Gleichungen  eliminiert  werden,  da  der  ganze  Bewegungsvorgang  einer 
zwangläutigen  Mechanik  doch  nur  von  einer  variablen  Gröfse  abhängen 
kann.  Der  Verfasser  sieht  sich  genötigt,  bei  diesem  Eliminationsgeschäft 
Abkürzung  durch  Benutzung  binomischer  Reihenentwicklungen  und  nach- 
trägliche Einführung  spezieller  Mafsverhältnisse  ein  handliches  Resultat  zu 
erreichen.  Dem  Referenten  erscheint  die  alte  Methode  von  Poncelet  (An- 
wendung der  Mechanik  auf  Maschinen,  deutsch  von  Schnuse,  Bd.  l)  all- 
gemeiner und  einer  Ausgestaltung  ftlhig,  welche  allen  praktischen  An- 
forderungen genügt. 

Das  zweite  Kapitel  der  vorliegenden  Monographie  behandelt  die  Kinetik 
der  Kurbelgetriebe  im  Anschlufs  an  das  Prinzip  der  lebendigen  Kräfte,  also 
insbesondere  das  treibende  und  widerstehende  Kraftfeld,  den  Verlauf  der 
Winkelgeschwindigkeit  und  die  davon  abhängigen  Schwankungen  im  Dreh- 
moment mehrkurbeliger  Maschinen,  insofern  die  Glieder  derselben  als  starr 
vorausgesetzt  sind. 

Die  beiden  letzten  Paragraphen  biingen  die  Untersuchungen  des  Ver- 
fassers über  den  Einflufs  elastischer  Formänderungen  auf  die  Bewegung  der 
Welle.  Hier  ist  es  nun  schwer,  die  Abhängigkeit  der  Fehlergrenzen  des 
Resultates  von  den  Voraussetzungen  festzustellen,  welche  zu  der  Differential- 
gleichung der  Torsionsschwingungen  und  den  speziellen  Grenzbedingungen 
geführt  haben.  Der  gegenwärtige  Zustand  der  Analysis  und  der  Elastizitäts- 
theorie ermöglicht  eine  mathematische  Durchführung  des  Problems  unter 
allgemeineren  Voraussetzungen  und  namentlich  ein  Eingehen  auf  die  Stabilitäts- 
frage mehrfach  gelagerter  Wellen  mit  Berücksichtigung  der  Biegungs- 
schwingungen. Eine  solche  Untersuchung  würde  nicht  allein  eine  exakte 
Prüfung  der  in  dem  vorliegenden  Werke  gewonnenen  Resultate  ermöglichen, 
sondern  auch  voraussichtlich  die  Beobachtungsmethoden  in  betreff  des 
Schwingungszustandes    langer  Wellen  in   möglichst  sichere  Bahnen   lenken. 

Zum  Schlufs  sei  das  Werk  ebensowohl  den  Mathematikern,  welche  sich 
über  die  behandelten  technischen  Probleme  sachlich  zu  orientieren  wünschen^ 
als  auch  den  Ingenieuren  empfohlen,  für  die  es  allerdings  in  erster  Linie 
geschrieben  ist. 

Karlsruhe  i.  B.  Heun. 

Schubert,  H«,  Theorie  des  Sohlicksohen  MasBenauBgleiches  bei 
mehrkurbeligen  Dampfinaschinen.  Leipzig  bei  G.  J.  Göschen.  1901. 
Insofern  man  die  mehrcylindrige  Dampfmaschine  als  einen  Mechanismus 
von  einem  Grad  der  Freiheit  betrachtet,  der  an  verschiedenen  Stellen  ge- 
stützt ist  und  unter  dem  Einflufs  eines  bestinmiten  Kraftfeldes  steht,  kann 
man    die  Frage    aufweifen,    welche  Reaktionen   das  stützende   System  von 
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selten  der  beweglichen  Teile  erleidet.  Bei  einer  stehenden  Maschine  mufs 
das  feste  Fundament  geeignet  sein,  diese  Kräfte  dauernd  ohne  Störung 
seines  Zusammenhanges  aufzunehmen,  bei  einem  Fahrzeug  dagegen  wird 
dieses  selbst  in  seinem  Bewegungszustande  in  gesetzmäfslger  Weise  beein- 
fluTst.  Bisher  hat  man  immer  die  ziemlich  willkürliche  Voraussetzung  ge- 
macht, dafs  das  den  Mechanismus  stützende  System  als  ein  starrer  Körper 
angesehen  werden  könne.  Nach  dem  Ansätze,  welcher  dem  d'Alembert sehen 
Prinzip  zu  Grunde  liegt,  hat  man  unter  dieser  Annahme  nur  die  Resultante 
und  das  Gesamtmoment  aller  verlorenen  Elementarkräfto  zu  bilden,  um  die 
Beanspruchung  der  Unterlage  vollständig  zu  kennen.  Diese  beiden  Vektoren 
resp.  ihre  sechs  Komponenten  lassen  sich  also  unmittelbar  als  Mafs  der 
Beanspruchung  der  ganzen  Stützung  ansehen,  und  man  hat  auf  diese 
Weise  einen  bestimmten  Ausgangspunkt  gewonnen,  um  weitere  Frage- 
stellungen anzuknüpfen.  Zunächst  hat  man  das  Problem  vom  Standpunkt 
der  Massenkinematik  aus  betrachtet  und  die  Bedingungen  aufgestellt,  unter 
denen  die  von  den  Massen  der  bewegten  Teile  herrührenden  Reaktionen  mög- 
lichst klein  werden.  Würde  ein  Mechanismus  in  einem  Kraftfelde  stehen, 
dessen  Verlauf  keinerlei  Gesetzmäfsigkeit  erkennen  liefse,  dann  wäre  die  kine- 
matische Frage  nach  einer  möglichst  vorteilhaften  Massenausgleichung  in 
der  That  das  einzige,  was  man  in  der  Erfassung  der  beiden  Reaktions- 
vektoren (Resultante  und  Moment)  für  die  Stützkräfte  leisten  könnte,  denn 
der  dynamische  Bestandteil  dieser  Gröfsen  entzöge  sich  jeglicher  theoretischer 
Behandlung.  Anders,  wenn  das  Kraftfeld  ein  mathematisch  fafisbares,  wie 
namentlich  bei  dem  stationären  Gang  eines  Fahrzeuges,  ist  Hier  tritt 
neben  das  Problem  des  Massenausgleiches  ein  anderes  durchaus  kineto- 
staüsches,  nämlich  die  Frage,  wie  man  ein  Minimum  der  üngleichmäfsigkeit 
in  den  Komponenten  der  Reaktionsvektoren  oder  eventuell  unbedingte 
Minimalwerte  derselben  erreichen  kann.  Man  sieht  auch  sofort  ein,  dafs  im 
allgemeinen  dieses  kinetische  Beanspruchungsproblem  gar  nicht  die  Aus- 
gleichung der  Massen  Wirkungen  als  solche  verlangt,  ja  nicht  einmal  gestattet, 
weil  in  den  meisten  Fällen  eine  technische  Einwirkung  auf  den  Verlauf  des 
totalen  Kraftfeldes  (d.  h.  mit  Einschlufs  der  widerstehenden  Kräfte)  —  so- 
weit er  nicht  unmittelbare  Folge  der  Phasendifferenzen  der  einzelnen 
Kurbelbewegungen  ist  —  kaum  möglich  ist. 

Schwieriger  gestaltet  sich  das  kinetostatische  Beanspruchungsproblem, 
sobald  man  die  Voraussetzung  der  völligen  Starrheit  des  stützenden  Systems 
fallen  läfst  und  die  elastischen  Verhältnisse  desselben  mit  in  Betracht  zieht. 
Jetzt  mufs  man  die  Reaktion  jeder  Stütze  einzeln  feststellen,  um  das 
Kräftesystem  kennen  zu  lernen,  welches  neben  den  Grenzbedingungen  die 
Deformationen  der  Unterlage  bestimmt.  Die  sachgeniäfse  Durchführung 
dieser  Untersuchung  wird  —  namentlich  bei  etwaiger  weiterer  Steigerung 
der  Kolbengeschwindigkeit  —  nicht  nur  eine  wesentliche  Bereicherung  der 
theoretischen  Maschin enlelire  darstellen,  sondern  auch  auf  manche  jetzt  noch  der 
Polemik  unterliegende  Fragen  des  Dampfmaschinenbaues  das  wünschenswerte 
Licht  werfen  und  insbesondere  den  Versuchsmethoden  einen  sicheren  Weg  bauen. 

Die  vorliegende  Monographie  beschäftigt  sich  mit  dem  kinematischen 
I*roblem  des  Massenausgleiches  unter  der  Voraussetzung  einer  einfachen 
starren  Unterlage,  dessen  Stellung  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Fundament- 
reaktionen  wir   oben   charakterisiert  haben.     Seit  den   ausführlichen  Unter- 
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suchungen  Tvon  Villarceans  über  die  Stabilität  der  Lokomotiven  (Paris 
1852)  sind  die  Bedingungsgleicbnngen  des  Massenansgleicbes  an  mebrkurbeligen 
Maschinen  in  aUgememskr  Form  bekannt,  sie  erhielten  aber  erst  im  Anschlufs 
an  das  0.  Schlicksche  Verfahren  eine  eingehende  imd  zweckentsprechende 
besondere  Bearbeitung  durch  den  Verfasser  gegenwärtiger  Schriffc,  deren 
wesentlicher  Inhalt  daher  auch  durch, diese  Bestrebungen  gekennzeichnet  ist. 

Nach  «einer  elementaren  Begründung  der  acht  Bedingungsgleichungen, 
welche  den  Vernachlässigungen  der  zweiten  und  höheren  Potenzen  der  Ver- 
hältnisse von  Eurbelarm  zur  Länge  der  Schubstange  entsprechen,  behandelt 
der  Verfasser  zunächst  die  Schlicksche  Ausgleichung.  Diese  führt  zum 
Verschwinden  der  vertikalen  BesuliAnte  der  Trägheitskräfte  (stehende 
Maschine)  und  des  von  ihnen  berührenden  Momentes  unter  der  Voraus- 
setzung imendlich  langer  Schubstangen  bei  vier  Kurbeln. 

In  einem  weiteren  Abschnitte  werden  die  Bedingungen  des  vertikalen 
Massenausgleiches  bei  Berücksichtigung  der  ersten  Potenz  des  Schubstangen- 
verhältnisses untersucht,  was  zu  ausgedehnten  trigonometrischen  Betrachtungen 
veranlafist. 

Die  Erfüllung  von  sechs  Bedingungen,  welche  das  Verschwinden  der 
Glieder  erster  und  zweiter  Ordnung  der  vertikalen  Massenwirkung  imd  der 
Glieder  erster  Ordnung  des  entsprechenden  Momentes  darstellen,  bezeichnet 
der  Verfasser  als  verbesserte  Schlicksche  Ausgleichung  und  kommt  bei  der 
eingehenden  Verfolgung  dieses  Falles  zu  einem  recht  interessanten  Resultate. 

Die  IJrfüllung  aller  acht  Bedingungsgleichungen  endlich  (die  „völlige 
Ausgleichung")  bildet  den  Schlufs  der  Untersuchung.  Sie  ist  bei  vier 
Kurbeln  unmöglich,  wie  nachgewiesen  wird,  und  auch  bei  fünf  Kurbeln 
nicht  erreichbar,  wenn  keine  Kurbel  einer  anderen  parallel  sein  darf. 

Gerade  die  Beschränkung,  welche  sich  der  Verfasser  vorliegender  Schrift 
auferlegt  hat,  indem  er  die  elementar -mathematische  Diskussion  der  acht 
Grundgleichungen  als  gesondertes  und  in  sich  abgeschlossenes  Thema  mit 
anerkennenswerter  Gründlichkeit  behandelt,  macht  dieselbe  zu  einer  ent- 
schieden wertvollen  Bereicherung  der  technischen  Litteratur  und  bietet  auch 
gleichzeitig  dem  Mathematiker  die  Möglichkeit,  ein  zwar  prinzipiell  einfaches, 
aber  in  seiner  expliziten  Ausgestaltung  doch  recht  imifangreiches  Gebiet 
der  Forschung   mühelos   zu  übersehen. 

Karlsruhe  i.  B.  Heun. 

Baeh,  C,  Die  Masohinenelemente,  ihre  Berechnung  nnd  Konstraktion 
mit  Rücksicht  auf  die  neueren  Versuche.    Bd.  1  Text,  Bd.  2  Tafeln 
und  Tabellen.     8.  Aufl.     Stuttgart  bei  A.  Bergsträfser.     1901. 
Die    seit    langen  Jahren    von   dem  Verfasser  verfolgten  Bestrebungen, 
sowie  Inhalt  und  Stoffanordnung  des  vorliegenden  Werkes  sind  so  weit  und 
breit  bekannt,  dafs  es  nicht  erforderlich  erscheint,  hier  auf  Einzelheiten  des 
Textes    einzugehen.     Andererseits    mag   es  vielleicht  nicht  überflüssig  sein, 
einige  Bemerkungen  über  die  allgemeine  Stellung  des  Buches  zu  den  theo- 
retischen   Hilfswissenschaften    des    Technikers    anzufügen,    namentlich    mit 
Rücksicht   auf   die    eigenartige  Behandlung    der  mannigfachen  Gebiete   der 
technischen  Forschimgen,  die  in  ihrer  Gesamteinheit  unter  der  Bezeichnung 
„Maschinenelemente*^  nicht  nur  einen  wichtigen  Lehrgegenstand  der  Studierenden 
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sonders  auch  zum  Selbststudium  empfohlen  werden.  Allerdings  bedürfen 
einige  Nachlässigkeiten  bei  einer  Neuauflage  der  Verbesserung;  wir  erwähnen 
nur  kurz  die  in  Fig.  43*  gelöste  Aufgabe,  die  ungenaue  Fassung  des  Satzes 
auf  S.  96,  sowie  die  in  Fig.  55  angedeutete  Konstruktion.  Die  Ausstattung 
mit  Figuren  verdient  mit  Rücksicht  auf  den  billigen  Preis  (geb.  80  Pfg.) 
besondere  Anerkennung.  Vielleicht  dürfte  es  sich  empfehlen,  an  solchen 
Stellen,  wo  zu  einer  Aufgabe  zwei  Figuren  —  in  senkrechter  und  in  schiefer 
Projektion  —  gehören,  für  beide  Figuren  in  Zukunft  genau  dieselben  Daten 
zu  Grunde  zu  legen. 

Braunschweig.  R.  Müller. 
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